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НИМТРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 


ГЛАВА 1 
ОБЪ ИНТЕГРИРОВАН ДИФФЕРЕНЦТА ЛОВЪ. | 


Предметъ Интегральнаго исчисления. 


406. Въ Диззеренцлальномъ исчисленаи мы дали правила, 
посредствомъ которыхъ получаются дизФеренщалыь разныхъ 
порядковъ Функщй одной или. нсколькихь независимыхъь 
перем$нныхъ; мы также показали, что, комбинируя данныя 
уравненя, въ которыя входить ии перем нныхъ, съ 
тфми, которыя получаются отъ ихъ дифференцированя, 
МОЖНО ИСКЛЮЧИТЬ нзкоторыя произвольныя количества и 
образовать то, что мы. назвали дифференииаюными уравне- 
иями или системами таких уравнений. 

Интегральное исчислене иметь въ виду обратныя за- 
дачи. Оно имфеть предметомъ: 1) опредзлене хункшй по. 
‚ихъ дизхеренщшаламь; 2) розыскаше соотношений, связываю- 
щихъ между собой нфоколько перем$нныхъ, удовлетворяю- 
щихь даннымъ дифФереншальнымъ уравненямъ. Первая за- 
дача, очевидно, заключается во второй, она представляеть 
самый простой случай; сюда относится громадное число 
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вопросовъ, которые и будуть для насъ предметомъ серьез- 
наго изученя. 

Мы должны здфсь замтить, что н$фсколько разъ мы им ли 
случай въ Дизхеренщальномъ исчислении разсуждать о вопро- 
сахъ, принадлежащихъ собственно къ Интегральному исчис-. 
лен1ю. Эти вопросы, которые мы могли рЁ&шить помощью 
основныхъ свойствъ различныхъ Функщй, составляютъ по- 
лезную подготовку къ теор!и, которую мы желаемъ изло- 
ЖИТЬ. 


0 неопред5ленныхъ и опредфленныхъ интегралахъ. 


40%. Пусть будетъ /(5) дйствительная хункщя неза- 
висимой перем$нной 4, которую мы предположимъ непре-. 
рывной для дъЪйствительныхь значенй 5, заключенныхъ 
между 2 и Х. Мы видбли ($ 181), что всегда существуеть 
Функция, имфющая дифФеренщаломъ }(2)47; дЪиствительно, 
если проведемъ дв прямоугольныя оси Ох и 04, потомъ 
построимъ кривую СМ, ордината которой у равна }(х), и 
если проведемъ дв$ ординаты СА, МР, отвфчающая двумъ 
абоциссамъ, заключающимся между % и ^, то, такъ какъ 


ИТ 


А ТР В ия 


г 


ь 
у 
одна изъ этихь абсцисоъ будетъ постоянная, а другая д бу- 
_детъ разсматриваться какъ перем$нная, площадь АСМР бу- 
деть Функшя оть. д, имфющая производной 2). и дихее- 
ренщлаломъ 1(2)4х. 

Сверхь того, чтобы‘ дв Фхункши имфли одинъ и тоть 
же дигференщалъ, нужно и достаточно, чтобы разность 
этихъ Функшй была постоянная; поэтому существуетъ не- 
опред$ленно большое число Функц, им$ющихь дифФферен- 
щаломъ {(2)4х, и эти Фхункщи различаются другъ отъ друга 
только на постоянную. Нашъ чертежь показываетъ намъ оу- 
чцествоване всфхъ этихъ Функц. такъ какъ постоянная 
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ордината СА, отъ которой отсчитывается площадь АСМР. 
была выбрана произвольно; если вместо этой ординаты 
возьмемъ другую С’А’ то получимъ новую площадь А’С’МР 
которая будетъ имЪть дизФеренщаломъ опять /(х)ах. 

Функщя, которой диззереншаль есть Х{(2)4%. содержитъ 
такимъ образомъ произвольную постоянную; она называется 
неопредъленнымь интераломз или просто инииераломз диффе- 
фениала 1(х)4х и обозначается черезъ 


[го т. 


На основами этого, если Е(2) означаеть одно изъ зна- 
чен1й этого интеграла, т. е. одну изъ Функщй, имфющихь 
дизФеренщаломъ #(2)4х, то будемъ им®ть 


р. 


(1) _ Пов=Ефчо 
гдз С произвольная постоянная. 


408. Задача, имфющая цфлью интегрирован!е даннаго диё- 
ференцала, сд$лается опред®ленной, если прибавимъ то усло- 
в1е, что для даннаго значенля 2 перемБнной д интегралъ 
обращается въ нуль. ДЪйствительно, постоянная С предъиду- 
щей Формулы должна быть такая, чтобы 


Е (2) С =0, 
и мы ПОЛУЧИМЪ 


— 


(2) | [ Г (2) &=Е(@®—Е(®; 


это же будеть выражеше площади АСМР, разсмотрённой 
выше, если предположимъ, что постоянная ордината СА 
отвфчаетъ абсцисс 2. | 

Если дадимъ 1 опредфленное значене Х, то интегралъ (2) 
Аа отредзленное значене, равное 


Е (Х) —Е (@,); 


его обозначаютъ черезъ 
Хх 


Г (2) 42, 


2. 


т 
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и онъ называется опредъленнымь интераломз диффефрен- 
чала (т)4х;, взятымъ отъ =. до =; такимъ обра- 
зомъ имемъ 


(8) ‚| 7 92 = ФЕ. 
о 
_Этотъ интегралъ имфетъ значенлемъ площадь АСОВ. заклю- 
ченную между кривой, которой 71(5) есть ордината, осью 
1 и ординатами СА, ОВ, отв чающими абоциссамъ хи Х. 
Мы видфли (\\ 10 и 188), что если раздёлить промежутокъ 
Х—4 на п равныхъ или неравныхь частей, обозначае- 
МЫХЪ вообще черезъ Ах, потомъ построить вписанные и опи- 
санные прямоугольники, имбюцие основашями эти различ- 
ныя части и высотами соотвётотвуюпия ординаты кривой 
СЪ, то сумма этихъ прямоугольниковъ /(2) Ах будетъ отре- 
МИТЬСЯ КЪ пред%лу, равному площади АСВ, когда Ах отре- 
мится къ нулю и когда ихъ число возрастаетъ безпредльно. 
Отсюда сл$дуетъ, что 


5 ео : ху . | рыть. АБВ .“ 
4. | го ах = ви" У. Ред да, 


а это выражаеть олздующее предложенте: 

Опредъленный интешфалз дифференшала Т(®)@х, взя-. 
ть отз Х= 90 Х==Х, есть предъль, къ которому стре- 
мится сумма значевй, принимаемыхь дифференаломо 
_/а)ах или Кале, кода х, измъняясь 0тз 4% 00 Х, при- 

нимаеть ре о безконечно-малыя приращеня. 


_На основавши этого-то свойства интегральт обозначаютъ 
знакомъ Г, которыйесть начальная буква, слова Затита (сумма). 


'Только-что приведенное нами разсуждене не предполагаеть, 
что хункшя /(1) сохраняетъ одинъ и тотъ же знакъ, когда 
х измфняется оть 2 до Х, или что выеций предёль Х. 
больше низшаго предфла х.; если Х<х.. то ‘приращеня 
Дт отрицательны и каждое произведение 7(1) Ах во возхъ 
случаяхъ положительное или отрицательное, смотря по тому 
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мфютъ ли его множители одинъ и тотъ же знакъ или они про- 
ТИвНЫхЪ знаковъ. | 


409. Обозначене, употребленное нами для представленя 
опредфленныхв интеграловъ, можеть быть оъ выгодой упо- 
треблено въ случа$ неопред$ленныхъ интеграловъ. Возьмемъ 
снова Формулу (3) и станемъ разсматривать выспий пред ль 
Х интеграла, какъ перемённую; въ этомъ случа$ вмфото Х 
можно написать х, и мы получимъ 


О [ ра =ЕФЬ-Е 


это выражен1е предотавляетъ одно изъ значеюшй неопредз- 
леннаго интеграла дифъхереншала 1(1)4х, именно. то изъ 
этихъ значений, которое уничтожается для д == 7, поэтому 
имфемъ. 


(6) го ав = [Г() 42+ С. 


гдз С произвольная постоянная. 

Предёлъ х, можетъ быть выбранъ произвольно, исключая 
однако частныхъ значен!й, для которыхъ Е(%) есть, безко- 
нечность: если этотъ предфлъь разоматриваемъ какъ произ 
вольную постоянную, то Е(х,) ‘само собой будетъ произ- 
вольная постоянная, и мы, на основан1и Формулы (5), можемъ 


просто написать 
[ге аа = [т а 


но лучше вообще сохранить за собой право выбора предЗла, 
отъ котораго начинается интегралъ, и оставить во второй 
части Формулы произвольную постоянную. 


0 способахъ интегрирования. 


410. Какая ни была-бы явная или неявная хункщя (2) дЪИ- 
отвительной перем$нной х, лишь-бы она была непрерывна въ 
извзстномъ промежутк$, постоянно существуетъ, какъ' мы до- 
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казали, вполнф опред$ленная Функц, имфющая  дифферен- 
щаломъ /(12)4х и обращающаяся въ нуль для ' какого-нибудь 
даннаго значеня 7, перемённой 1. Мы согласились 0обозна” 
чать эту Функщю черезъ 


Г: (2) =; 


поэтому естественно теперь постараться выразить ее, когда 
это возможно, посредствомъ изв5стныхъ аналитическихъ эле- 
ментовъ, т. е. посредствомъ димебраическихе, лолариеомическихе 
лпоказательныхь и круювыль хункцй. Розыскане этого и 
есть то, что мы называемъ интерировииемь дихоеренщала 
(т)ах; оно составитъ предметь изучен, которыя мы 
намфреваемся здфсь представить и которыя необходимо огра- 
ничиваются небольшимъ числомъ случаевъ. 


411. Случай ИНТЕГРАЛА, ВЫРАЖАЮЩАГОСЯ 
ПРОСТОЙ ФУНКЦТЕЙ. — Мы должны прежде всего повто- 
рить результаты, къ которымъ насъ привело дифхеренци- 
рован1е простыхъ хункшй, потому что эти результаты да- 
дутъ интегралы, выражаюциеся такой же хункщей. ИмЗемъ 


сено — ея | _ дя 
д——-=1” 4х, Язш а = 05 х ах, 4% =——= 
#1 | | 311°% 
@ Е зтхах 
— е** 4х, 4 созх = — пил, дзеех= 
- ? 03° ° 
ах И | 05% 4х 
‘4105 1 = —, Чел =—-, 4605906 = 
м 605°2° 81175 
, - ах ь и __ 
@ вто == у, 4 агс с0& д =—1 2) 
—я 
— ах [ ах 
Фагс с0; х ===, Чагезее а = о, 
‚Ут д У? —1 
ато Ч р — ах 
атс бай д = ———— ато совеени = ==; 


означивь черезь С произвольную постоянную, непосред- 
отвенно вычисляемъ 


ГЛАВА Г, | м 


7 |--1 
7% 7, вы НЕ 
[= Я — ов = шт я - С, Гы = 02 - С, 
м | ь чала 
С ВЕ миНИИ = к ыы 
/[ Сх = — С, за сх = РТ Г Е. — ее х-- С, 
ах ах 605242 _ 
Е С, 
Г ов с, _ =, = (а0ех-- С," |7 Е — совесх + 0 
г атс зи --С ас С 
а = — — агс с05х | 
И1 — 22° р 
ат 
А р БЫ С = — аге со х - С, 
ах 
я --6 зес 7х в С = —=-агс созесх -+.С. 
у худ" — 


Означивъ черезъ 42 какое-нибудь значене х мы также 
можемъ написать 


мя /у 7.14 лр > 
д” дл = Я — Е. 
я 1 


я ь 
©т7 = 7% 
М —. 
[ т) 


т, 


т 
5 = 105 д — 1054 = 105 


Третья Формула этой группы заключается въ первой и она 
получится изъ этой, если заставимъ 1 -- 1 стремиться къ нулю; 
дфйствительно, по правилу $ 124, имфемъ 

--1 п--1 
4% 2" — 2 
Г я = 102% — 100%. = Пи т для п -1=0. 


Ко 


Если Въ продъидущей формул положимъ 2=1, то по- 


 лучимъ 
$: дх 
—— = 105%; 
г“ | 


также, взявъ 42.=0, найдемь 
йе Мы ге ах Г; ‚АЕ = агс зах. 
ЕЕ” — р и_в 


Функщшя 1025 и обратныя круговыя Функщи, так1я какъ 
агс 4а10' х, агсзш 1 поэтому суть интегралы алгебраическихъ 
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‹ 
дихференщаловъ, какъ эТо мы уже замфтили ($ 44), и если 
Алгебра и Тригонометрая не составляли прежде теори, то онз 
представляются съ самаго начала Интегральнаго исчислен!я 
какъ новые необходимые аналитическ1е элементы. Этого за- 
м$чантя достаточно, чтобы видфть изъ настоящаго, что инте- 
грирован1е должно дать безконечное число новыхъ Функц, 
не приводимыхъ къ’ изв$стнымъ уже типамъ, а это откры- 
ваетъ въ анализЪ безпредльное поле розысканий. 


412. Случай  ДИФФЕРЕНЦТАЛА РАВНАГО ПРОИЗ- 
ВЕДЕНТЮ ДАННАГО ДИФФЕРЕНЦТАЛА НА ПОСТОЯН- 
ную. — Шусть будетъь дифхеренталь дих, въ которомъ а 
есть постоянная и и гункщя отъ 2; очевидно, имемъ 


оиае=а Гид, 


потому что 00$ части этого равенства им$ютъ одинъ и тоть 
же дихФеренщалъ и каждая изъ этихъ частей, сверхъ того, 
содержитъ произвольную постоянную. 

Если желаемъ взять интегралъ ант такъ, чтобы онъ 
уничтожалоя для = 4., то напишемъ 


ди 


[миаз =а[ и Цх, 


То * То 


очевидное равенство, потому что 0б$ части им$ють одинъ 
и тотъ же дихзереншаль и 00$ онз уничтожаются для 
© — 2%. г 


413. СОлучдй, КОГДА ДАННЫЙ ДИФФЕРЕН- 
‚ ЦТАЛЪ ЕСТЬ СУММА НЕСКОЛЬКИХЪ ДИФФЕРЕНЦГА- 
ловъ. — Пусть %, %, №; ...,$ данныя Функщи отъ 2; если 
положимъ ра 

= -... 5, 
то очевидно, что неопред$ленный интегралъ дифференщала 
у4х будетъ имЪть значене 
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потому) что об$ части этого равенства имфютъ одинъ и тоть 
же диъзеренталъ и слфдовательно могутъь разниться только 
на постоянную; каждый интегралъ кром$ того имфетъ при 


себ произвольную постоянную: 
Если желаемъ взять интегралъь дизференцала у 4х такъ, 
чтобы онъ уничтожался для д ==, то будемъ имфть 


2, ыы 


[ ‘уде= |" ифь+ | (аз ` и + В, 


потому что 06$ части этой Формулы. уничтожаются ДЛЯ 


Ир: т. о. 
Если ии дв дЕйствительныя Функции и 


‘ной перемзнной 2, то, сд$лавъ 
у=ио УТ, 


будемъ имфть ($ 359) 


Г» г = [+ ах -- ут [» Я, 


ИЛИ 


т # | о х 
{ уае = | иав Ут [ о ах. . 
Фо то о 


414, И нтЕГРИРОВАН!Е ПОЧАСТЯМЪ. —(СП0б0бЪ, назы- 
ваемый унтешированемь по частямз, часто употребляется въ 
Анализ, гдЪ онъ предетавляетъ громадную помощь; вотЪъ въ 
чемъ онъ состоитъ. Пусть и и ® дв$ каюя-нибудь Функция 
одной перем$нной 5х, имЗемъ 

| $ (#0) И) 9, 
р арг? а 
умноживъ об части на хи взявъ ротомъ неопред$ленный 
интегралъ об$ихъ частей, получимъ 


#9 ш =] (ы г 4х ый оч 4х, 
или | 
_ (1) Г(» те)» = = иг | ( =) ыы 
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мы не прибавляемъ постоянной, потому что каждый инте- 
гралъь имфетъ при себ произвольную постоянную. 
Предъидущая Формула выражаетьъ, какъ это мы сейчась 
покажемъ, правило интегрирован1я по частямъ. Пусть у4% 
данный дизференщаль; между безконечнымъ числомъ спосо- 
бовъ разложенмя ух на два множителя, выберемъ такой, 
чтобы одинъ изъ множителей быль дизференцаль н%которой 
Функщи 9, а другой обозначимъ черезь и, тогда будемъ 
ИМЖТЬ 


а 


|. ах ах, 


на основан!и же Формулы (1) интегралъ диххеренщала ух 
можетъ быть разложенъ на дв части, именно: на 9оинте- 
м часть ид и на непроинтерированную часть 


— [ (25 2)92 Ноэтому нахождене интеграла дизхеренщала 
ух или ис? д приводится къ интегрировавню  дифФе- 


ренцлала о ах. оли новый дивференщаль проще дан- 


наго, то интегрирован1е по частямъь мы и съ вы- 
годой. . 

Если желаемъ взять интегралы Формулы (1) такъ, чтобы 
они уничтожались для д = 9), то необходимо принять въ 
разсчетъ произвольную постоянную, сопровождающую инте- 
гралъ одной изъ частей, наприм$ръ хоть интегралъь второй 
части. Эта постоянная, очевидно, равна значен1ю противнаго 
знака, которое принимаетъ. проинтегрированная часть и для 
1—%); поэтому, если обозначимъ черезъ и, и 9 значеня . 
ци 9, отвёчаюпия =, то будемъ имЪть 


°, 0 | а ди | 
Й (м т ах = (шо — мые) — || (. т а; 


иногда также пишутъ 


Пе-ьь- 


х, о 
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ГД СИМвВОЛЬ [14 >. выражаеть разность и — 0%, или инте- 
"4 (1) | 
граль { 9) др, 
р «7 =. ах 4 
415. Примвры. — Впослфдотни мы будемъ имЪть слу- 
чай сдфлать множество приложений только-что показаннаго 
нами дфйств1я:; однако дадимъ и здфсь н%$околько примЗ- 


ровъ. | 
1) Разсмотримъ сперва интегралъ 


[ 105 хах 


и возьмемъ 


ро 
Яхт 


Ут 


+ —= 1052, =, Откуда ааа. 


будемъ имтЬ 


интеграяь второй части приводитоя къ [ 4х, т. 6. К 


д + постоянная; поэтому имФемъ 
[06а Аж = д 1092 —& + С, 


гдё С произвольная постоянная. Въ этомъ прим$р$ инте- 
грирован1е по частямъ позволяетъ найти значенле даннаго 
интеграла. | 

2) Разсмотримъ интеграль 


{= БЫ Дх, 


разложимъ дизфхеренщаль на два множителя 


д” с ат; 


| - .3 | 
изъ которыхьъ второй есть диъФеренмаль —е`®; Функщи, 
которыя мы обозначали чрезъ ви ® здЪоь суть 5" и—е :; 
поэтому имфемъ 


[= ое? Яхт тк рт е * —- тт [= — с? О: 
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Данный интегралъ приводится къ другому такого же 
вида, но отличающемуся отъ перваго только т$мъ, что пока- 
затель % перем$нной 1 замфненъ черезъ ж — 1. Если число 
т положительное, то новый интегралъь проще перваго; про- 
ивное имфетъ м$ото тогда, когда т отрицательное, и въ этомъ 
посл$днемъ случа$ интегралъ второй части нужно разсматри- 
вать какъ приводящся къ интегралу первой части; если 
напишемь — тж + 1 вмфото и, то предъидущая’ Формула 
дасть 


и—* еб = те 4х, 
[ 1 — ж Е 1 ж 


Предположимъ, что 2% цфлое положительное число, и по- 
ложимъ для краткости | 


т 


то по Фхормул®, найденной выше, зам тивЪъ. что а уничто- 
жается для д —0, будемъ имфть 


Ит = 9 -Е ПИ; 
если же И дадимъ значеюя 1, 2, 3,..., т, то получимъ 
=, -- №», | 
И» — “5 Е 24. 
Фа = и Е ыы 


если сложимъ эти уравнегая, Он ИХЪ сперва соотвЪт- 
ственно на; множители 


Но 


[ “фл = — 6 “+ св0пз., 
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откуда 
% 
Гетааани 
70 | 


поэтому. у ИМЪТЬ 


а 
9 \ 
ий 


и ыы: к 


416. И н-ТтЕГРИРОВАН1Е ЧЕРЕЗЪ ВНЕСЕНТЕ. —ОПо- 
собъ иктегрированя, который намъ нужно показать, состоит 
въ перем®н® независимой` перем нной; этотъ способъ и спо-' 
собъ ‘интегрированля по частямъ составляютъ главныя сред- 
ства той части При исчисления, которой мы зани- 


маемся. 

Пусть будетъ А вар данный диФеренщаль; если возьмемъ 

новую независимую перем$нную $, связанную съ х ‘урав- 
ненемъ 

(1) _ #=20, 

то будемъ ИМЪТЬ | | 
К: 4% = з' (© 4, 

_и, слёдовательно, 

Г (2) ах = Ро] @) Я = 0%, 


отсюда заключаемъ, что 


(2) [Гоа = Г а 


| 


сли ум$емъ найти интеграль дизференщала +(Раф и если. 
имБемь | 


ГГ оч=ч о + соты. 
То также ыы иМТЬ 
[гс 2} да = = © {- воз. 


зам$нивъ теперь # его значенемъ въ Функши т, получимъ 
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Й [(х) 4 =Е (%)-+ в0п3%., 


гдЪ Е (1) есть известная Функщя. 
Употреблен1е метода внесен1я можетъ быть очень по- 
лезно даже и тогда, когда онъ не имфетъ сл дестнемъ инте- 
грирован1е даннаго дизхеренщала; онъ позволяетъ въ самомъ 
ДЪлЬ, въ большей части случаевъ, замфнить интегралъ 


| 1(<)4х этого дизференщала другимъ болфе простымъ 


[ (РаЕ 


Положимъ, что мы желаемъ взять интеграль дифхерен- 
_ Шала )(7)4х такъ, чтобы онъ уничтожалея для Х=%.; 

въ этомъ случаБ интегралъ дихФеренщала равнаго (а 
долженъ быть также взятъ такъ, чтобы онъ уничтожался 
для того же значевя х. Ол$довательно, если & есть значе- 


не, которое нужно дать $ чтобы д обратился въ #1, 
будемъ имть 


7 ава [ Ё (Ка. 


414. ПРимзРры. — 1) Разсмотримъ сначала интегралъь 


[ (1 + 6)” 4%. Положивъ 


Ь @ 
ах =6— 6, О, =, 

получимъ 

7 | `. 1 | та | 

.} (ах + 0)" ах = р {" 4$ —= СЕ — 6015$. 
Или 
(ас -5 Фут 
[ (ах - 0) а = Ем —- с015$. 


2) Пусть будетъ теперь интеграль [ ие ‚› ТЗ риа 


такая данныя количества, что 12? — 49 < 0. Если положимъ 


о. 2? ‚. т 


ГЛАВА 1. 15, 


то получимъ 


но 


Е — аге сапе $ -— с0п5%.; 


поэтому 


ах | " | ы т - 
а = ахс бара ВЕ. + с00$8. 
д ре -та /_ га УЕ 
Ут 4 М1 4 


Интэгрироване ращюональныхъ дифференшаловъ. 


418. Сейчасъ мы будемъ заниматься изученемъ алгебраи- 
ческихъ дифхереншаловъ, но это изучене должно быть 
ограничено зд$сь самыми простыми случаями; мы разсмот- 
римъ сперва рашональные дифференщалы:. 

Бсякая рацональная Функщя т перем$нной 2 разла- 
тается ($ 392) на цёлую часть, которая можетъ быть нуль 
‚ и на разныя простыя Функши, имфюпия числителями по- 
`стоянныя количества, и знаменателями степени линейныхъ 
биномовъ, на которыя длится знаменатель /(2). Такимъ- 


образомъ, положивъ 
Г (2) = (1 — а)“ (#—60}8... (2—0), 


получимъ 
= а” = а” и а, -- Чт 
| А _, _ А, 1 Аа 
'’(и— а)“ ' (ла ' Ча 
(1) Б __ В, `Вз-. 
Т@- 5 @2=т т Г—5 
Г, Г. | ГА 
ыы (х — 1^ т &—1А-! МАР 3 
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ГД А. А, ‚о В, оу Г, о о. Чт, В | постоянные 
коезищенты. Но 


ок РЕ И -- с013$6,; 


также, когда № не есть 1, имфемъ 


ах 1. 
—— ыы 0 601$.., 
Г — д: (и—1) (2 - №; ы 


и въ случа в =1, 


/:= и 105 (д — 9) + 0151. 


если поэтому возьмемъ интегралъ обфихз частей Формулы 
и предварительно умноживъ ихъ на 4%, то ыы 


и А | | Ш, 
ен ты" 5 обр 2-Я 105 (#— -@) 
вые: ИВА, ыЭы 
ры о т =" -ь-- Вв-, ме) 
т | ТА — © | 
от т те вы ВОНИ 


изъ ‘этой Формулы вытекаеть сол5дующее предложение: 


„ ТЕОРЕМА. — Интераль ращоналноаю дифферентала 


постоянно выражаем алебраическими. и лолариемическими 
финиишями.. 


Условия, при которыхъ интегралъ рашональнаго рен есть 
| алгебраический. 


419. Для того чтобы интегралъ ращюнальнаго дихФерен- 


тала, о 4х быль алгебраическй, нужно и достаточно, чтобы 


ВЪ разложети те на, ПИН ФУНкЩИ не было НИ одного 


члена, котораго знаменатель быль бы первой степени. Эти’ 
‚ условя, при которыхъ это будетъ такь, если сохранимъ 
обозначен1я предъидущаго параграза, суть 


"цоее к! АЗЯрЖачны унтоереита 
я П.М. Манорава”. 


| Е "ЗЛ1ЯТЭКА | _ ТЛАВА Г. Я 


Аз —= 0, ВВ = 0, С”, = 0, ..уь.ь 


Это требуетъ сперва, чтобы полиномъ К) не содержалъь 
ни одного простаго линейнаго множителя. Мы вид$ли въ _ 
` 398, что, положивъ 


Е уфе Е® 
э®- Я а) <) ф (2) =@—6) 2(2) 
будемъ имЪть 
9% ‘(@) +8 *(6) 
На. &-0’ №12 &— 
Е (2) 


услов1я, при которыхъ Я будеть алгебраичесюй, по- 


Г 


этому | 
а. (а) == 0, 8—1 (6) =0, ...3 


какя ни были бы количества а, 6,...,6, дёйствительныя 
или мнимыя. | . 

Услоый этихъ столько, сколько корней а, 6,...й но 
если степень Е(2) меньше степени {1), по крайней 
мфр$ двумя единицами, то одно изъ условшй будетъ содер- 
жаться вь другихъ. Дфиствительно, обозначимъ черезь т 


степень /(45) и предположимъ, что Е(%) самое большее сте- 


пени %— 2; цёлая часть (4) дроби В будетъ нуль, 
если-же всф простыя дроби приведемъ къ одному знамена- 
телю, чтобы ихъ потомъ сложить и снова разложить дробь. 
т то нетрудно вид$ть, что числитель дроби, такимъ обра- 
зомъ полученный, будетъ содержать 2”! съ коэФицентомъ 


Вы + В, В ны Тл—«. 


Этотъ коэзищенть долженъ быть нуль, потому что Е(@) 
самое большее степени т — 2; поэтому имфемъ 


9“— 1 (0) | 48—16) | | ы^—& ([) 


12..@—П' 13. С ба ь 


(7) 1 
слёдовательно, одно изъ условш, при-которыхъ Г (Е) ах 


`есть алгебраическлй, содержится въ другихъ. 
„Предъидущее уравнене содержитъ въ себЪ, какъ часто 


й-елучай; Формулу, полученную нами въ $. -394:" 
оришене] исчи сл. | 


18 ие _ ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ. 
Другой видъ интеграла ращюнальныхь дифференшаловъ. 


490. То что мы сказали въ $ 418, прилагается къ какому 


_ угодно рацональному дифФеренцаалу а. Если между 


корнями ‘уравнен1я }(1)—=0 есть мнимые, то интеграль 
будетъ содержать мнимые логарибмы; но ихъ можно бу- 
детъ зам$нить дфиствительными дугами круга, воспользовав- 
шись для этого Фхормулами, полученными въ $ 311; такимъ 
образомъ мы получимъ результатъ, освобожденный оть мни- 
мыхъ величинъ, если только коэфхишенты полиномовъ Е(х) 
и Да) дЪиствительны. Если предположимъ этоть послёдний 


Е(х) 


случай, то ращональная Фхункшя — способна, какь мы 


Кх) 
видфли ($ 401), только къ одному способу разложенля, въ 
который входятъ только дЖиствительныя количества, и не 
трудно произвести ея интегрироване, сдфлавъ это новое 


разложене. 


ОДсь выраженте Та можетъ содержать члены такого же 


Рх - 
вида, какь и въ 6 418, и новые члены. вида = о гд$ 


(де ре 59)" 
Ри © обозначаютъ дФйствительные постоянные коэФи- 


центы, а 1? + 0х + 9 произведеве линейныхь множителей, 
отв чающихь двумъ сопряженнымъ мнимымъ корнямъ урав- 
нен1я 7 (5) -= 0. Что касается первыхъ членовъ, то мы ни- 
чего не можемъ прибавить къ тому, что было сказано выше, 
и мы будемъ заниматься только интегралами вида 


РФ _ 
И + ра + 4)" р 


Черезъь внесене 


и рии одфлается равнымъ 
1 
И НР ПОНИ Ро ра 
(«— ву В и и ы +1" 
Х а—“ <) | 
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но такь какъ #0 половина дихФеренщала Ё - 1, то при 
и > 1 имфемъ 


и ит + л 

в аб 

при й = 1, 
И ты 105 ($2 -- 1) соп5.: 

поэтому все приводится къ ое интеграла 


Ге (Е + 1 


. Бели введемъ въ. числитель дифференцала множитель 
(Р +1) — Ю, то получим 


Герта [рен Гоа 
ви уе“ уе 


имфемв потомъ 


Г“ На 5 4 
(Е - - 1) =5 ( — - 1" 


а =@ | -БЕТЕтЫе | 
ЕЕ @ ео] 


интегрирован1е по частямъ поэтому дастъ 


(И И. | 
о Уре 
_ посредс твомъ чего будемъ имЪть 


Г $ 1_ [ 2% —3 &__ 
#1 8—5 ти.) #1 


Точно также, написавь я— 1 #—2,..., 9 выфето я 
будемъ им$ть 


ги $ ап — а [= а. 
($2 -- а и— 4 % — аа" Ев 1) НЕЕ: У 7% — и ы —- 1? 


с о ооо фо об фо фо о ооо роо оо оо фо о о. ое 


9% 
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Если сложимъ и —1 предъидущихь уравнен, поел® 
умножен1я ихъ соотв$тственно на множители — 


8—3 @п—3) @и—5) 


Ь ан —2’ би 0-9 


то ре 


[ ет ы 1)" =| = и ка 529 + -" р 


и —3 $ 
Те» @»—4 ет. 
‚.@—9)...1 г _ 
(Ви — 2)... Р-+Т 


(Ви —3) п —5)...1 


Н @и—5)@— 4..8 атс фамо & -- с0п3%,, 


потому что 


[ нот — фал8 # -- 0136. 


< 


Если желаемъ ввести въ интеграль рацональнаго диф- 
херенщала только дЁйствительныя количества, то должны 
сказать, что этоть интегралъь выражается аллебраическими, 
лозариемическими и круовыми Функщями. 


0Объ алгебраическихь дифференшалахъ, не содержащихъ другихъ 
иррацтональныхъь выраженй кромф дробныхъ степеней перемфнной. 


421. Мы сейчасъ’ станемъ разбирать главные случаи, 
въ которыхъ иррацщюнальный алгебраическй дизфхеренщалъ 
Г (2)ах можетъ быть приведенъ къ ращональному виду по- 
средствомъ изм$нен1я перем$нной. 

_ Упрощеше, о которомъ идетъ 'р$чь, получается непосред- 
ственно, когда Функшя /(2) есть рашональная Функщя цз- 
о лыхь и дробныхъ степеней 1; въ этомъ случа, если 000- 
значимъ черезъ % цфлое число, дЪлящееся на знаменателей 
показателей х въ /(41), то достаточно будетъ положить 


=?" Чдд= т" 4 
и мы будемъ имфть 
: | х) ах = иф 4”) #"— 6, 
это же есть вполнф рацональный дизхеренцлалъ. 
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Подобное преобразован1е произведетъ искомое упрощеше, 
когда /(х) есть рацщюональная хункшя отъь д и дробныхъ 
степеней бинома первой степени ах -+ 6. Если т обозначаетъ 
цфлое число, дБлящееся на знаменателейи показателей ЭТИхЪ 
степеней, то положимъ | 


| [д % 
Рес ИИ ВЕ 


и поел$ подстановки будемъ имБть 
К(#) аз = +(@®) 4, 


гд$ $(Т) есть ращлональная Фхункщя. 


422. ПримтрьЪ. — Разсмотримъ дифференщалъ 
1-2 
1+ Ух 


ПОЛОЖИВ. 


= 9=684%, 


получим ъ ь 
РЕ —: вы га 3 ай _ 614 _ 64 . 
бет = И-П + Ея 


взявъ потомъ интегралъ, будемъ имЪть 
Е 4% = 2е еее +3 — 61 


—- 3105 (2 -- 1). баге сапе $ -- с0п8%., 


ра 


| | [ 
или, написавъ вм5ото ; его значене 28? 


| Их - = - ы 
ЖР =72* гб + "21 —655° — 64° 
1 +Уу 


(3 


\ 4 
-- 3105 \2’-- 1] -- баге але х°-- с0п5, 


Объ алгебраическихь дифференшалахъ, не содержащихъ другаго ирра- 
цнальнаго выраженя, кромБ квадратнаго корня изъ полинома вто-. 
рой степеня. 


423. Случай, который мы здфсь имфемъ въ виду, есть 
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тоть, когда въ дизхеренщал вида 
Ех, Х) 9х, 


Х означаетъ квадратный корень трехчлена второй степени. 
относительно 1, а Е(д, Х) — рашональную хункшю оть 


хи Хх. 
Пусть 


Х = Иа - бд- сд; 


если коэфФищентъ с есть нуль, то чтобы уничтожить ир- 
` ращональность даннаго дихФеренщала, достаточно положить 


($ 421) 
а-- 6х =, др = 58 


Предположимъ поэтому с отличнымъ отъ нуля; такъ 
какъ изъ-подъ радикала можно вывести численный множитель, 
равный квадратному корню изъ абсолютнаго значеня с, то 
очевидно мы можемъ положить 


Х = Иа + 6л == х". 
Надлежитъ разобрать отд®льно случай, когда 4? подъ ради- 
каломъ предшествуетъ знакъ--и когда этому квадрату пред- 


шествуетъ знакъ—. 
Пусть сначала 


ХХ =Иа--ш-а. 


ПЕРВОЕ ПРЕОБРАЗОВАНТЕ. — Чтобы уничтожить ир- 
ратлональность даннаго дифхеренщала, можно положить 
Х—{-—%, гд$ $ есть новая перем$нная; сдфлаемъ, напримЪръ, 


Х =#— #2; 
возвысивъ въ квадратъ, получимъь 


откуда 


Ра Хх оЁ+И+а 9 _а Рита 


ЕЕ" = Ы 


58 ^ = агЕЬ 9. 
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внесен1е этихъь значенлй дастъ 
_ Ва, Х) 2 =Ф@ 4 
гдф Ф(® есть рацлональная Функцщ1я оть $. 
ВтоРОЕ ПРЕОБРАЗОВАНТЕ. ыы употребить еще 
такое преобразоваве_ 
Х =Уа-+ и; 


но, если аи 6 количества дЪйотвительныя и если мы Же-_ 
лаемъ избфгнуть употреблен1я мнимыхъ величинъ, это пре 
образоваше относится только къ тому случаю, когда а по- 
ложительное. Возвысивъ въ квадрать предъидущее уравне- 
н1е, получимъ 


бт =УИатйх 


откуда 
_ ззУа-ь х_ РУа-фы-туа 

о а 2 ПА 

Иа И 42 4 


1-—#) 
внесен1е этихъ значений опять дастъ 


Е (х, Х). 4х = $ (® 4 

гд$ Ф(И есть рашональная ®ункцля. 

ТРЕТЬЕ ПРЕОБРАЗОВАНТЕ. — Преобразоване, которое’ 
намъ остается указать, дЪфиствительно только тогда, когда 
уравнене Х? = О имфетъ дйствительные корни, это же 
постоянно имфетъь мфсто, когда & отрицательное. Пусть бу- 
дутъ поэтому 2 и 2, корни уравневя Х: = 0, такъ что 

Х=И (< — 1) @— 1}; 
обозначивъ черезъ # новую перем$нную, положимъ 
Хх — (х Е Хо) $, 

или, возвысивъ въ квадратъ, 


Ю— д: = —х,) Г. 
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это же дастъ 


еее. х — @: — 2.) $ Я _ 2 (21 — %) 


1—2 


им 27 ав 
а подставивъ эти значевя, опять будемъ им$ть 
Е(т, Х) да =Ф(® а 


гдЪ Ф (1) есть рашональная Фхункщя. 


424. Примфры. — 1) Предположимъ, что ищется ин- 
тегралъ дихфхеренщала | 


4х _ ах 


Х уашуя 
первое преобразованте дастъ. 


"4% _% = 105 +5) -- 6005. 
Хх б 2 
| то 


или, подотавивъ вмфсто { его значене х-+Х, нолучимъ 


99 
Иа - 


= 105 (2+5+Уат ая) -- 60156. 


2) Предположимъ, что ищется интегралъ дихференцщала 
| Хахл =Ма-бх- а" ах; 
первое преобразованле дастъ 


1 [(1+5)+(*-4)] 


Ка (143) Ао 
| 73 


ее Ганне-И Газ 
1 
-- 


кромБ$ того количества {5 и ——ф имЪютъ соотв$тственно 
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6 ( | 
значешями +5 +Ли—#— 5-Х; поэтому имфемъ 
ь 5 1 Г) ь 
Гу ый 4 = 5 (2+5) Ут 
и \ / ` 
1 ( 6* ‚ВНИИ 

5 (9—4 105 (2+5 УСТ) + 

Нужно замЪфтить, что | данный интеграль посредотвомъ 


интегрирован1я по частямъ можно привести къ первому при- 
мфру. ДЪйствительно, имемъ: 


т ь 8 р 
И а. 7" Тох 
ыы вии та 


№ 


_ кром$ того 

[узы ти = а ба 

Ис 

а если сложимъ эту Формулу съ предъидущей, то получимъ 

д а-я 

м Дм 08 те т 1 ль Г ——_—_—_ 
а [УЕ ы 2 дл = х Уа-- у ж- УЕ" 

членъ подъ Й второй части этой. новой Формулы, равенъ 


сумм 


2+5 
(т) Лорьрв+8.Л Узтьтя" 
нае = &, 
Ув ж- = 2.) УЕ +; 

первый членъ извфстенъ изъ прим$ра [, а второй очевидно 

имфетъ значетемъ зу а-- 6% - 51°; такимъ образомъ мы воз- 

_ вращаемся уже кь полученному результату. 

3) Пусть будеть еще дихФеренщаль. 


(х Е 62) ах 
Иа 
который часто встрчается и котораго интегралъ выводится 


_ непосредственно изъ произведенныхъ только-что нами вы- 
числени. ИмтЖемь 
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6 
д, ых 
(« -- 62) 4х а 08 \ _  @ + 5) 4 
Уа- фа д? 2/ Уа-- = Иа =” 
взявъ интеграль, получимь 
(х-- 82) ах / 5. б и 
о бра пу 
Иа а - \ 2 7. 
Е Уа- 6-4 - со. 
425. Разсмотримъ теперь случай, когда 
Х = Уа- % — 2. 

Чтобы дизфФеренщалъ Е(7,Х) 4 привести къ рацпональ- 
ному виду, можно упетребить второе или первое преобра- 
зоване & 423, если только а положительное. Въ случаЪ 
а<о0 мы должны будемъ ограничиться только третьимъ 
преобразоваюемъ, если желаемъ ввести только дфиствитель- 
ныя количества. 

1) Нредположимъ @ > 0, сдфлаемт 


Х = Уа- м; 
возвысивъ 00$ части въ квадратъ, получимъ 
6 —х= Уд т Рх 
откуда 
6—2 а х_Уа-и— вуз 
1+, 1 -- я 
‚ ааа о Уа+ в - Руа 4. 


(1 -- [*)* 
внесен1е этихъ значений дастъ 
Ех, Х) 4х = Ф(®) 4 


гдф Ф(Р) есть рацлюнальная Функщя. 

2) Какая бы ни была постоянная @, уравнеше Х? = 0 
‚всегда имфетъ дЪйствительные корни, потому что иначе 
выражене Х будетъ мнимое. Мы не исключаемъ этого слу- 
чая изь нашего анализа, но такь какъ Функщя Х въ этомъ 


случа равна у—Ту— а —'б + 27, то онъ входить въ 
/ 


ГЛАВА Т.о 24. 


случай $ 423. (Обозначивъ поэтому черезь 2%, 1, корни 
уравненя Х? = 0 и предположивъ, что 1, >21, имфемъ 


| Х=У2— 2) а —4). 
Чтобы произвести преобразоване, которое мы имф$емъ 
въ виду, нужно положить 


Х = (1—2) или 1 —в=(— м) с, 
откуда 


ей 


25 12 __ (и — 2%) _ __ 2( — №) Ш 
ТЕ 3% Ее, 


это же опять дастъь 


1 = 


Е(х.Х) ах = Ф(® 4% 
гд$ Ф(Р) есть рацлональная Функщя. = 


426. Различныя преобразовамя, которыя мы употребляли, 
позволяютъ рфшить вс случаи, которые могуть встр$Ътиться; 
но не всегда ихь необходимо употреблять; можетъ случиться, 
что друпя преобразованля гораздо скор$е приведутъ къ иско- 
мому результату. 

Разсмотримъ, наприм$ръ, диоюеренщаля 

Уа-+ “— = 
‘его можно написать въ слздующемъ видДЪ: 
вонь 
\(«+)-(-3 
АЕ 2 
и мы безъ труда видимъ, что онъ приводится къ элемен- 


если употребимъ преобразованле 


ее: 
о ГД 
р ь 


тарному виду у, 


потому что 
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Усе У+ти-Р 


поэтому имфемъ 


да 
— | о — ЭГС ШО ов, 
т -- 6—4 Уу1—# 


ИЛИ 


2 а 
— 6 зш = -| 6008. 
Е | \/ «+1 


Этоть результатъ позволяетъ непосредственно получить 
значен1е интеграла 


Хх 6х. 


Уре ^^ 


такъ какъ этотъ интегралъ можетъ быть разложенъ на дв 
части, именно: 


› [6 
+5) Ш 6-2). 
2/ Уа- Е — а: И ш-я 
первая часть есть тотъ интегралъ, который мы только-что 
опред$лили, только съ постояннымъ множителемъ, а вторая 


часть имфетъ значенемъ —бУ а-- бх— 2’. 


421. Къ ращюональному виду можно мы еще ДиФФе- 
ренцалъ вида. 


К(х, Иа, Ул) ах, 


гдф Е обозначаетъь рацпональную хункщю трехъ количествъ 
2, и а И а-- 9х. ДЪйствительно, этотъ случай заклю- 
чается въ томъ, который мы только-что разобрали; потому 
‚что если сдБлаемъ 

— а’ 


ыТ, ш=у Ем, 


ох =, х= 
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то данный дихференщалъ приведется къ виду 


Ф(&, Т)аь, 


гдф Т обозначаеть квадратный корень изъ многочлена вто- 
рой степени, а Ф рацщюнала функцию. 


Учене объ алгебраическихь дифференшалахъ, не содержащихъ инаго 
иррацюнальнаго выраженя, кром$ квадратнаго корня йзъ многочлена 
третьей или четвертой степени. ` 


428. Самый простой случай изъ алгебраическихь дизфе- 
ренщаловъ, послф тфхь, которые мы только-что разобрали, 
есть случай дихференщала вида. | 


ГДЪ Х обозначаетъ квадратныи корень изъ многочлена третьей 
или четвертой степени, а Е(х, Х) рацщюональную Функцию 
оть фи Х. Интегралы алгебраическихъ диххеренцщаловъ, 
 разсмотр$нные нами въ предъидущихъ парагразахъ, выра- 
жаются, какъ мы видфли, алгебраическими, логариемическими 
и круговыми Функщями; но не то вообще будетъ относи- 
тельно дизхеренщала ДУ, которымъ мы станемъ заниматься. 
Изъ того, что мы сейчасъ будемъ изучать, вытекаетъ необхо- 
 димость ввести въ анализъ три новые элемента, которымъ 
Лежандръ далъ назван!е эллилтическихе функий, и тогда 
интеграль У будетъ выражаться алгебраическими, лога- 
риемическими, круговыми и эллиптическими Функщями. 
Пусть будетъ. | 


(2) Хх =УИз- аа - м-в =, 


мы должны предположить, что полиномъ, находящийся подъ 
радикаломъ этой Формулы, не имфетъ кратныхъ линейныхъ 
множителей, потому что иначе дифххеренщалъ ФУ будетъ при- 
надлежать къ классу диъфхеренщаловъ, которыми мы занима- 
лись только въ $ 423 и 425‚‘а интегралъь У будеть выражаться 
‘только алгебраическими, логариемическими и круговыми 
Фхункщями; такимъ образомъ, въ частности, коэзФищенты 8 
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И е не могутъ одновременно равняться нулю, но мы можемъ 
имфтТь г — 0. 


Сперва нужно постараться упростить выражене диззе- 
ренщала 9\У; мы вейчасъ докажемъ, что если постоянныя, 

_ которыя онъ содержитъь, дЪйствительны, то всегда можно, 

посредствомъ дФйствительной и линейной подстановки 


‚ ему дать видъ 
АУ = $ @&, Та 
тдВ Т обозначаетъ радикалъ вида. 
Т=И = @ УФЫ, 


въ которомъ Х и в дБйствительныя постоянныя, а Ф рацо- 
нальная Функщя отъ фи Т. 


429. Предположимъ сначала, что е не равенъ нулю; поли- 
номъ, находящийся подъ радикаломъ Формулы (2), можетъ быть 
всегда разложенъ на два дЪйствительныхъ множителя вто- 
рой степени, и слдовательно мы можемъ написать . 


(4) | Х =У=(— 29% 2) Г — 29 ЕЙ 
° Теперь, черезъ внесене (3), ‘имфемъ 


Е — 2 С: -+ НР 


ая = атм 
‚_ Е Ват ЕНР 
РЗ о’Ж- 2* = а 5: , 
гдВ для краткости сд$лано } 
Е =/-— 99 + 2, | Е =Р — р-р, 
(5) б= Г +9Ф-+9—249. @“=-Г+9УФ-ТО 14, 
|. =#—2909-+49, ‘ Н=Р зат х, 


и если сверхъ того положимъ 


% 


(6) Т = \/= =(и- + г) (®— З +в) 


то будемъ имЁть 
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_У = НН. 
5 


кром$ того гормула (3) даетъ 


(7) 


(8) 4% = (а —р) я 


поэтому дифференщаль @4\, черезъь наше внесеше, обра- 
титея въ 


(9) АУ = Ф (& Т) 4%, 


_ ТДЪ Ф есть рацюнальная хункщя. 

Но мы ввели два неопредфленныхъ количества ри 0, 
которыя мы должны взять такими, чтобы уничтожить не- 
четныя степени # подъ радикаломъ Формулы (6); джйстви- 
тельно, достаточно положить (+ =0, С’ == 0, т. е. на осно- 
ванши Формулъ (5), 


Г 9Ф-+- 9-4 =0, 
РФ Фра = 0. 


Отсюда имбемъ 


[р-р 
(10) 09. 
ии 
потомъ 
а ра ИР, 


| 9—9’ 


Исключивъ случай д==09', къ которому мы сейчась воз- 
вратимся, мы Видимъ, Что Формула (11). съ первой изъ 
формулъ (10) опреджляетъь коэфФищенты внесеная р и 0. 
Нужно доказать, что постоянно можно такъ сдБлать, чтобы 
эти коэхФхитенты были д®иствительные. 

Обозначимъь черезъь а, 6, с, 4 четыре корня ‘уравневя 


Х? —=0 и положимь У=ав, 9 = кн Г’ = 64, ты За- 


гы | 
мфнивъ въ выражении р — 4 количества ТУ, 9, Г, 9 ихь 
значенями, мы видимъ, что количество подъ радикаломъ 
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уничтожается для 4 = сили а = 4, а также для 0 — с или 6—4; 
отсюда слфдуетъ, что 


У @—-9@-9 0 — с) 6 — а) 


Р-4Ч- ат -с—а 
Если четыре корня дФйствительны, то предположимъ 
ао а. 


Если два корня дЪйствительные и два мнимые, то возь- 
мемъ за @ и за 6 два дфиствительные корня; такъ какъ 
множители @— с, а— 4 сопряженные, то они им$ютъ дЪИ- 
‚ ствительное произведен1е; то же самое относится и къ мно- 
жителямъь б— с, 6 — 4. 

Если вс$ корни мнимые, то мы предположимъ, что @ и. 
6 два сопряженные ворна. Даа множителя а— 6, 6 — а0у- 
дуть сопряженные, а также и множители 

Въ случаЪ 9—9, данную задачу мы рфшимъ непосред- 
ственно, если положимъ 


> 


Я=9- 5. 


 Замвтимъ наконець, что дфлеше +ормулы (8) на (7) 
даетъ 


ГДБ у обозначаетъ постоянную. 


430. Намъ остается разобрать случай е=0. Въ этомъ 
случа полиномъ, находящийся подъ радикаломъ Формулы 
(1), разлагается на два дЪйствительныхь множителя, одинъ 
первой степени, другой второй. Им$емъ 


Х=И—:@—я2){(—245- #7), 


черезъ внесеве (3) получимъ 


@-9 (= а+9 ровен 
(1-8; 8 ° 


‚ ЕСЗСЕИР. 
[| З9х-х тре С ) 


а—#= 
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а Е, С, Н имфютъь значен1я, даваемыя Формулами (5). По- 
этому Формулы (6) и (7) существують и въ этомъ случа»х, 
если только напишемъ — 0 вм$ото г; первая степень # уни- 
чтожится въ каждомъ множителф подъ радикаломъ, если 
сдзлаемъ @ = 0, 0’ = 0, т. е. 


ар _ 
—в=“ 


ГЕ9Ф-Т— 19 =0; 
отсюда слёдуетъ, что 


-- 
г =а ра=29а—]7 


= УИя—З9а1=У@—@—о) 
гдЪ би с означають два корня трехчлена 2—2} +9. 
‚Если корни 6 и с дЕйствительные, то мы возьмемъ для а 
самый больший или. самый меньший изъ трехъ корней много- 
члена Х?. Если би с мнимые, то произведене сопряжен- 
ныхъ множителей а—6, «—с положительное. 


431. Рацлональная хункщя Ф (К Т) можетъ быть представ-_ 
Лена въ видъ 


а 
ММ 


гдё М, №, М, № цёлыя Функщи отъ ЁЙ и Т; если оба 
члена этого выражешя умножимъ на М’ — №, то мы дадимъ 
- ему видъ 
РО 
гдё Ри О рашмональныя функиши оть Й и Т. Такимъ обра- 
зомъ, данный дизференталъ ФУ будетъ 
ДУ =Р4&-+- 90#4. 
Если же сдёлаемь и =, 4и = 214 то членъ ФИ 
обратится въ 5 О ди, гдф О есть рашюнальная Функщя отъ 
$ 


и и квадратнаго корня трехчлена второй степени, вел$дотв1е 


`СЕРРЕ. ИнтЕГР. ИСЧИСЯ. 5. 
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этого интегралъ дизферениала а выражается, на осно- 
ванци того, что было изложено прежде, алгебрамческими, 
логариемическими и круговыми Фхункщями. 

Что касается члена Р4 то онъ очевидно имфетъ видъ 


+ 
Ц или ——- 0%, 


‚, М 
№ 


„« МЕМТ 
М МТ 


гд М, М, М’, № суть цфлыя хункщи отъ РЁ; если же оба 
М’ 
т. 


7 


члена умножимъ на № — = то будемъ им ть 


Ра =) +5, 


гдё %(Р) ит (Г) суть ращональныя Функщи отъ Й. Диз- 
ференшалъ +(Р) 1 ращональный и слфдовательно его инте- 
гралъ есть алгебраическай, логариемическй 1 и круговой; если 
же ар 


Ц 
О =Ф(Р) т’ , 


то интегралъь О будеть выражаться алгебраическими, лога- 
риемическими и круговыми хункщями, соединенными съ но- 
выми элементами, которые содержитъ интегралъ 0. 


432. ПрРЕОБРАЗОВАН1Е РАДИКАЛА Т. — Предло- 
женный нами вопросъ, на основами предъидущаго, сводится 
къ изученю дифференцлала вида 


а. 
ФО = г (#”) т 


Ф(ЁР) есть ралональная хункшя отъ Р, а Т означаетъ 
радикалъ. им5юпий одинъ изъ ол5дующихъ пяти видовъ: , 


1) т= Е 

2) Тт=И-@-—2)#-92 

3) Т=ИЕ@ +) 9 ми 
4) _ ТИ 9, 


5) ТУ Е-О) 
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гд$ ри 4 данныя дБиствительныя количества: мы исклю- 
чаемъ предположение 

ТИРЕ Ра), 
потому что оно отвфчаетъь мнимому значемю 40; кром$ 
того этотъ случай приведется къ пятому изъ ТВХЪ, которые 


мы перечислили, если напишемъь 40 У —1 вмфото 40. 

Во воБхь пяти случаяхъ, которые мы станемъ разсматри- 
вать, радикалъ можеть быть приведенъ къ одному и тому 
же виду посредотвомъ изм5нешя перем$нной; видъ, допу- 
скаемый нами, не единственный, который можно выбрать, 
но онъ есть самый удобный и чаще всего употребляемый. 

1) Разсмотримъь сперва первый случай; предположимъ 
что всегда возможно, 1*”< 4” и положимъ 


з 
р ЗВЕНО: И 
Ч 


чтобы  радикаль Т оставался дБйствительнымъ, нужно, чтобы 
хр’ ми Го. 
Если Р<1*, то мы положимъ | 
= рг, И = рат, 
и мы будемъ имЗть 
т=гуаЪ-ма-—#=”), 
откуда 


1 ах 


Т чип ЕЕ 8. 


Если ?>9?, то мы положимъ 


откуда слдуетъ, что 


т=1 5У@— 2) (1—2), 


| р. ь 
и мы будемь имбть для = то же значене, что и, въ 
| ы 
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предъидущемъ предположении, такъ какъ радикалы имЪють. 
двойные знаки. 
2) Во второмъ случа мы можемъ опять предположить, 

что 72*<4?, и мы положимъ 

ф — 72° Е 

ка =. 
Чтобы радикалъь Т имфль дЪйствительное значене, нужно, 
чтобы # заключалось постоянно между р? и 49°; мы употре- 
бимъ внесенте 


{2 — 08 (1 — 13 2), 
которое дастъ 


т т = 905 И1— 
— Д? 2? 


= д 


и слфдовательно 


уУ—=—=—=—=—= — ыы дада ца и зач п прирьичимнийяаининичниьнининиииний 


Т Ип- жи) 


3) Въ третьемъ случа дфйствительность радикала Т тре- 
буетъ, чтобы Ё# было >> 497, мы сдфлаемъ 


откуда слздуетъ 


о ов. “а 


4) Въ четвертомъ случа, чтобы радикалъ Т имфль дфй- 
ствительное значенле, мы должны имфть Ё< 492; мы поло- 
жЖимъ 


ГЛАВА 1. 
от а = К”, 
+1 — 
и мы употребимъ внесене 

й = 09° (1—2), 


которое даетъ_ 


Я — 
ЯРЧЕ ЧИН. : } — 2 $ $ 

| т А 
откуда имемъ 


4 _Ё ат | 
т ЧИ мар вм 


51 


5) Наконецъ, въ пятомъ случа, радикаль Т постоянно 


дзиствительный; мы предположимъ 1" < 0? и сдфлаемъ 


1? 
Ч а 


Потомъ мы употребимъ внесене 


Е 
которое дастъ 
4 = рае » Т=ра = ыы 
1 —2*)* 
‘и мы будемъ ИМТЬ 
4 _14 4х 


—Ь—————— 


т уп 
Мы видимъ, маконецъ что, положивъ 


м Х=Ип- #7") (1 — 2* 22°), 


гдф А? обозначаетъ положительное‘ количество, меньшее еди- 


го @ 
ницы, отношен1е т равно, въ каждомъ изъ пяти случаевъ, 


ах 


которые мы разобрали, отношеню -„, 


умноженному на н$- 


которую постоянную. Сверхъ того, въ различныхъ преобразо- 
ваняхъ, которыя мы употребляли, квадратъ Г выражается ра- 
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щональной хункщей квадрата 2? новой перем$нной 2; поэтому 
дихФереншалъ 40 приводится къ виду 


ах 


90 = (т) т * 


тд /(1?) есть ращональная хункця оть 47. 


433. Функщя }(2”) можеть быть разложена на цфлую 
часть и на различныя простыя дроби, им ющия числителями 
постоянныя, а знаменателями цфлыя степени бинома, обра- 
зованнаго отъ сложения 1? съ постоянной. Когда эта постоян- 
ная равна нулю, тогда соотвфтотвующая простая дробь 
обращается въ произведенле постоянной на цфлую и отри- 
цательную степень 41°; поэтому каждый членъ Функции 
р (12? } будетъ имфть одинъ изъ двухъ слдующихъ видовЪ 

1 
въ которыхъ отброшенъь коэффищентъь и въ которыхт 7 
обозначаетъ постоянную, а фи у цфлыя ‘числа, изъ кото- 
рыхъ первое можеть равняться нулю или быть отрицатель- 
НЫМЪ. | 
Если поэтому положимъ 


| _ (зв ав = ах 
(1; Ув — Хх: Им = и = пд”) Х’ 


* 


то интеграль 0 будетъ сумма членовъ, получающихся отъь. 

умножен1я хункшй вида У, или /» на ‘постоянные коэФФи-. 

ленты; намъ остается изучить эти Функцли. 
Разсмотримъ сначала интегралы У,„. Имфемь 


Хз = (1— 27) (1 — #* 4), 


откуда, 
| аХ _ : 2. 
- Хж=- ай) 22; 
и 2—3 ат А 
если умножимъ эту Формулу на х— И возьмемъ потомъ 


интегралъ каждой части, то получимъ 


| ЯХ 
› > [ 3 
АУ — (1 - А*)Ув- = ак ет ах. 


ГЛАВА т. — 39 
Интегрированле по частямъ дастъ 


ах | в.“ 
азс: а 92 — дзр-зХ ое — 3) } Хлзв-а Чх; 


сверхъ того 
Я ров 
|| Хава Ци = же ах 
= [== — (1 — д") хзр-® -- Дздаь 
Е: Хх 
= ув-* — (1 -- А") Ук-* -- Ув; 


О. 


поэтому имЗемъ 
_ (2) (2 —ПРУ, — 0% — ЭТ Ю У, + 2. — 3) У, = 2-Х. 


_Мы ве прибавляемъ постоянной ко второй части, потому 
что каждый изъ интеграловь У, содержитъ произвольную 
постоянную. Нужно зам%тить, что Формула (2) могла бы 
быть найдена скорфе, если-бы взяли дифхФеренщаль произ- 
веденля 2? 3Х и потомъ интегрировали полученный дизее- 
ренцлалъ; но ходъ дЪзйств!й, которому мы сл$довали, анали- 
тичн?е. | 

Если въ Формул$ (2) сдЪлаемъ в —2, 3, 4,...,5 то по- 
_ слфдовательно опредфлимъ 
| У Ус Уно 


въ Функщи Ху Х, и алгебраическихь количествъ. Если сдз 
лаемь № = 1, то Формула (2) опредфлитъ У_. въ -Функщи 
У, и алгебраическихъ количествъ; наконецъ, если сдфлаемъ 
и =0,—1—92, —3,.:.., то та-же Формула послФдова- 
тельно опредфлитъ- значеня 


У», Ув, Ув...) 


| 


вь Функщи У, У, и алгебраическихъ количествъ. Такимъ 
образомъ раземотр$н!е интеграловъ У, приводитъ къ двумъ 
новымь элементарнымъ Функщямъ У, и У.. 


434. Займемся теперь зункщями /,; индексъ у для насъ 
есть цфлое положительное число, но мы должны замфтить, 
что если этому числу дадимъ отрицательныя . значеня, то 
соотв$тетвующия Функцши , будутъ состоять изъ суммъ 
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Функщи У„; сл$довательно, онф могутъ быть выражены хунк- 


цями У, У, и алгебраическими количествами; дфйствительно 
имБемъ 


д утих, +. ‚ -- с01$6. 


Теперь, чтобы получить Формулу аналогичную той; ко- 
‚ торая ‘относится къ хункщямъ У„ мы можемь употребить 
интегрироване по частямъ, но искомой цфли мы достигнемъ 
скорфе, если поступимъ слёдующимь образомъ. Возьмемъ 
дизФеренщалъь Функщи | 

„ @Х 

ОР лауут 


будемъ имЪть 


| ‚ эх» _ 240%) 

р 2х |_ 2, —2)х: © 3—5 ах 4х. 
1+2”) | | (1-м) (я) | Х 

| | р Е о. 2 9(Х*) 

потомъ, если расположимъ`полиномы Х? из -,— по отепе- 


ах. 
нямъ (1+742”), найдемъ 


Х® — рай ны. Ц 22°) ор . а 222), 


да(Х?) пи пи Ра 
но. 


если же для краткости сд$лаемъ 
[л4=е—э®+0@+9) 
в— < ны. ыы 


Е ‹ 
х = —62° ТЕ я лы 


д 
О = (Ву РЕ 5) 28’ 
то, на основани предъидущихъ Формулъ, будемъ имЪть 


[и атт=| — Аа, —= Ва7,— —- Са7,-& ааа Райу-, р 


ГЛАВА Т, 4.1 


откуда, взявъ интегралъ, 


(4) А7, — В7,-, + 02, — 0%, = 1 Е 
Коэзфишенть А есть нуль въ двухъ случаяхь: когда 
я — —Ти когда и = —?, вь этомъ случа имфемъ | 
т й- 


— (@— 3) (1—1) или В= + (2 — 3) -—— == 


В не есть нуль, потому что # меньше единицы. Формула 
(4) приводится къ 


ОХ 


(5) — В2,-, + 04-, — 22. п ижуег 
‚если-же у дадимъ значене 2, 3, 4,..., то Формула (5) по- 


слфдовательно опред$литъ 
0, С, С» . 


вь Функщи алгебраическихъ количествъ и интеграловъ Ж. 
/_, или, если желаемъ, интеграловъ У,, У,, потому что 


Го — Ис ды — а —- ®У),- 


Такимъ образомъ въ томъ случа$, когда 1-4? равно 
одному изъ множителей Х?, разсмотрёвте хункщй 7, не 
Вводитъ никакого новаго аналитическаго элемента. | 

Предположимъ теперь, что ий не ‘равно ни — 1, ни— #; 
въ этомъ случа А можетъ равняться нулю только для У=1. 
Если дадимъ у значеше 2.3, 4, .... ТО Формула (4) опре- 
ДЪлитъ послфдовательно 

ДИ вн 


вЪ Функщи Й., 2%. 7, и алгебраическихъ количествъ. Инте- 
гралы , /-, выражаются, какь мы только-что сказали, 
посредотвомь У, и У,; поэтому разсмотр®ые ФуУнкщИ 20, 
вводитъ только одинъ новый элементъ /.. 

Изъ произведеннаго только-что нами анализа сл$дуетъ, 
что интегралъ’ даннаго дифференшала выражается посред- 
ствомъ извфотныхь элементарныхь Функшй и интеграловъ, 
приНадлежащихьъ къ тремъ видамъ: 
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У, У,, 7. 


Интегралы У. У,, (., дЪйствительно составляютъ три 
новые аналитические элемента, въ общемъ случа, различ- 
ные между собой. 


0бъ эллиптическихъ функщяхъ. 


435.  Предположимт, что мы такъ взяли интегралы, обо- 
значенные въ предъидущемь параграф черезъ У’. У., (., 
что они уничтожаются въ одно время съ 1, обозначивъ ихъ 
ВЪ ЭТОМЪ случаЪ черезь и, 9%, %, будемъ имфть 


р дх . 
с иа—-жи—№.) 


—/. ___ 2 4х 
и-ваЪ ею 


Чх 


о 


Трансцендентныя в 4, 0, й называются эллийти- 

ческими функшями или эллиитическими интералами пер- 
валю, вторало и третьяло 10094. 
_ Функщи первяго и втораго рода содержатъ постоянную 
К меньшую единицы, которая получила название модуля; Фхунк- 
ця третьяго рода содержить также модуль К и вторую по- 
стоянную я, называемую параметром. Мы видфли, что 
если п равно — 1 или — *, то хункщя Третьяго рода вы- 
ражается хункщями перваго и втораго рода и алгебраиче- 
скими количествами. ДТЪиствительно, въ случа и = — 1, на 
основан и Формулы (4) $ 484, имземъ 


Пою (ив = гуа—эа-#=м) 


1 — 2 
вь случа же п = — #* 
(-и—о о, 


въ чемъ не трудно убздиться посредством дифференциро- 
ванля. 


ГЛАВА Т. С“ 43 
436. Эллиптичесмя хункщи обращаются въ круговыя 
или логариемическая, вь предёльныхъ случаяхъ, когда мо- 
дуль становится равнымъ нулю или единиц%. 
Въ случа Ё = 0, имфемъ 


ах 
%# = к 
0 у ь 
г 1 
© == Г —- —_ 
о ИУ1— 2: 


-/ Е 


первая Формула есть 


 —= агс т 2; 


что-же касается Фхункщй © и %, то ихъ дихференщалы мо- 
гутъ быть приведены къ раллональной Форм посредотвомъ_ 
метода & 423; но ихъ значен!е также можно получить сл- 
дующимъ боба: Интегрирован1е по частямъ дастъ 


_& 2 - ны РЕ { 1—4 
ТреГ МР И 2 ВЫ ыы 


если же возьмемь такъ интегралы, чтобы они уничтожились 
_ВМЪСТ$ съ 1, то получимъ 


т 


ИВ 
ах —— 1 — 2 
в 7 ом 0 
ИУ1—= | ] ИУ1-# _ 
| 0 
_интегралъ второй части этой Формулы равенъ и — 9, поэтому 
имфемъ 


о=—52 ИТ Я зые виа 


Дизференщаль Фо приводится къ ращональному виду 
посредствомъ подстановки 


имфемтъ 


И — аи 


2 == 
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и сл$довательно 


Е _ 4 Чахоаае УТ в 
=1т+аюе = Утв | 
поэтому 
гут 1 РЕ 
Ут ЕЕ 


Такъ какъ параметръ и предполагается дБиствительнымъ, 
- То предъидущую Формулу можно освободить отъ мнимыхъ 
количествъ, которыя содержатся въ случаё 1-я” отрица- 
тельномъ, если вм$ото дуги круга введемъ логариемы ($ 312). 
Сверхъ того можно написать 


и р р 1 / р + р. 
Ткач е ити ати тт 


2 


- г 


откуда 


1 ТЕ —1—м о ь И1—2--У— -1—®\ 
В 1) 81 Ир и —2(—1—» и уу ==>) 


Предъидупая оеонаниней и невёрны, когда п —= —1. 
Въ этомъ случа$ оба члена ‘дроби 


_ атофале? | И! 1+” я 
Ит +” 


уничтожаются, и мы имфемъ 


р 
# = ИЛИ 0 —= Ут 
431. Въ случа Ё? —=1, имфемь 


= Е ы = ыы Гари 
а У 1] Пл 


Дизхеренщалы хункшй и, %, и д%СЬ риреинив при- 
лагая къ первой правило & 418, найдемъ 


с оным 


те 
1 ро Ав. 
ия.) 1 Ре +871 ы 1—х 


ГЛАВА 1. ° 45 


сверхъ того имземъ и — 49 —= 4х, откуда 


Потомъ имфемъ 


№. рат 
1-Е 7) (9 Ти РТ 


и слдовательно 
1 Г пах % 
а 
ТУ, + м 1-я 
Если и положительное, то, положивъ И п=®, найдемъ 


> пах г &@ еы 
4 "| ——5 + Ил атс {ап5 6, 
Е. м 


откуда 


1 Па, У» ие 
а = 102 \/ Е -- т а хуя. 


` Нели напротивъ % отрицательное, то положимъ # У — п = 
и мы будемъ им$ть 


и ма? у ть 
тия Ш" 4 в=— "108 \/ 1 


откуда 


Чтобы получить значеве ® въ случа я = — 1, доста- 


точно взять производную выраженля 


—И— 108 У 1-2у — п 
1—жИ —” 


относительно и и сдфлать потомъ я = —1 ($ 124). Такимъ 


образомъ найдемъ 
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438. Три эллиптическая Функщи %, 9, № примуть очень. 
простую Форму, когда введемъ уголь, имфюпий синусомъ 
независимую ‘перем$нную 1; если сдБлаемъ 

д —= те, ИТ — 24° = 6085, 
и если положимъ, сверхъ того, 
Ло = У 1 — #210, 
то будемъ имЪть 


ыр Де’ 2 4 " ыы (14 ® 51039) До. 


Разсмотримъ особенно интегралъ перваго рок. Уголь. о 
называется амилитудой и и пишется 


о = ат #; 
велёдетне этого имфемъ 
х=зшаши, У1— 2?=0с0заши, У1 — #*2* =А ам ц. 


До сихъ поръ перем$нную и мы разематривали какъ 
функцию отъ 4, но если возьмемт теперь и за независимую 
- еремённую, то х. У1 — 2? и И 1— #21? или, что все равно, 
3 аш и, созаши, даши сдфлаются хункщями отъ и. Эти 
зам$чательныя Функщи, къ которымъ мы снова зозвра- 
`тимся далфе, должны быть разсматриваемы какъ ирямыя 
_ эллиптическя функии или главныя; относительно инте- 
грала, изъ котораго онЪ происходятъ, он предотавляють 
тоже, что и круговыя Функши эти, с08% относительно 
обратныхъ Функц! агсяшхт, и атс соз х. 
| Когда беремъ и за независимую перем$нную, то эллип- 
_тическе интегралы втораго и третьяго рода, на основан!и 


р. 
равенства -* = 44, им$ютъ значен1я 


Ах 


‚= тат маи, "-Г о. 
а ат 4 


0 дифференшальныхъ биномахъ. 


4859. Между элгебраическими дихфхеренцалами нужно за- 
мфтить т%, которымъ дали назван1е дифференизальныхь бино- 


ГЛАВА Т. | 4“ 


_М№0в5 и которые очень часто вотрфчаются. Общий видъ этихъ 
дифФереншаловь есть 


т (а Ьл”)Р ах, 
гд$ аи 6 обозначаютъ данныя постоянныя, а т, и, рра 
п1ональные показатели. 


Можно предположить и положительнымт, потому что 
данный дифференщалъь можетъ быть представленъ въ вид* 


дт -- тв (6 + ах ”)Р ах, 
который отъ перваго отличается только ТЪмъЪ, что показа- 
тель х, находяпийся въ скобкахъ, перем$нилъ знакъ. 
Кром% того можно предположить, что, 1 ип цзлыя числа, 


потому что, если они дробныя, то, приведя ихъ къ одному 
знаменателю 7, мы положимъ 


1 =, 4х =! 4 
данный дифФереншалъ, черезъ это внесеве, обратится въ 
| гр’ 1 (в + Ы") ав 
онъ сохранилъ свою первоначальную Форму, но только оба 
показателя перем$нной дфиствительно цфлыя числа. 
Теперь, предположимъ, что т и ® два цёлыхь числа, изъ 
которыхъ второе положительное; что же касается показз- 


теля р, то онъ можеть быть какимъ угодно рацональнымъ 
ЧисломЪ. | 


440. О СЛУЧАЯХ ВОЗМОЖНОСТИ ИНТЕГРИРО- 
ВАНТЯ. -— Когда показатель р есть ц$лое число, то диффе- 
реншальный биномъ | 


(1) ДУ — 4” (а 65")Р 4х 


есть ращональный, и слФдовательно его интегралъ можетъ 
быть выраженъ алгебраическими и логариемическими Функ- 
щями. Существуетъ еще два другихъ случая возможности 
интегрирования; это можно доказать непосредотвенно мето- 
_ домь внесення. | 
Положимъ 

а -- 65" —= $, 
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откуда 
| 1 1 
= (—5“)*, = (5) "4 
получимъ 
п 
= (--“) "” 


и этотъ дизференшаль сдфлается раплональнымъ отъ внесе- 
ня # =’, гдЪ т есть знаменатель р, если только 


(2) 


он = цфлому числу. 


| : 
Сверхъ того, мы видфли выше, что дифФеренщалъ ДУ не 
измфняется, когда перем$щаемъ буквы @, 6, и что въ немъ 


тж и п соотв$тетвенно зам$няются черезь тир и — я, это 


х 7 1 7, 1-- ж 
же измвнить 1 вь — ть тие, поэтому этотъ диФФе- 
7 % 
ренщалъ опять можно привести къ рацональному виду. если 

только 


т 1 | 


(3) —,„ + р = цфлому числу. 


Когда одно изъ условй (2) и (3) выполнено, тогда интегралъ 
дихФеренщала 4У выражается черезъ алгебраическля и лога- 
риемическ1я хункщи. Нужно замфтить, что условя (2) и (3) 
исключаютъ другъ друга, когда р есть число дробное. 


Упрощене интеграла дифференшальнаго бинома. 


441. Въ обоихъ случаяхъ возможности интегрированя, о 
которыхъ мы только-что говорили, интегрироване дизхерен- 
цальнаго бинома можетъ быть произведено посредствомъ. 
простато внесен1я; но мы придемъ къ тому же результату, 
если употребимъ способъ интегрирован1я по частямъ. Ёром$_ 
того, когда, имфется дизференщальный биномъ, не входящий 
НИ ВЪ ОДИНЪ изъ т$хъ случаевъ, о которыхъ мы говорили, 
то нужно постараться упростить его интегралъ, т. е. по- 
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стараться привести этотъ интегралъ къ простёйшимъ видамъ,. 
къ этому же мы придемъ посредствомъ дфйствыя, которое мы 
сейчасъ изложимт. | 
Пусть будетъ, какъ и прежде, 

д” (а -- 64”)? 4х 
данный диъференщаль, гдф т и я цфлыя числа и и поло- 
жительное. Этоть дифференщаль есть произведене ДВухЪ 
множителей 

дъ— па, (а-- 6%”)? д” 4х, 

изъ которыхъ второй есть дизхеренцаль отъ 

(4 2 би®Р-а. 

еб’ 
онъ также есть произведен!е двухъ множителей 


(а- 62°)Р, д” ах, 
изъ которыхъ второй есть дизхереншалъ отъ_ 
| ван 
т-ЕГ 
поэтому интегрироване по частямъ дастъ дв. слёдующя 
Формулы: | 


2” (а- 6х”? ах 


+1 — @-+ 16 
д” (а -—- 6х”? ах в 
(2) 2-4 (д Ее фир 7 О ь р 
= ‚ды Ч ВНИИ ры 7.- п 2—1 (] ь 
| т 1 ит об 


посредствомъ которыхъ данный интегралъ приводится къ дру- 
тому виду, отличающемуся только тёмъ, что показатели и рф 
замфнены соотв%тотвенно черезь % —п ир-1, или черезъ . 
и--п ир— 1. Мы получимъ упрощене, если новые показа- 
тели будутъ оба проще первоначальныхъ показателей; напро-. 
тивъ, преобразован1е не представить выгоды, если, понизивъ 
одинъ показатель, мы увеличимъ другой. Но можно получить 
другую Формулу, которая будетъ приложима ко вофмъ слу- 


чаямъ. 
СЕРРЕ. ИнтЕГР. ИОЧИСЛ.} 4 
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Интегралъ, входящий во вторую часть Формулы (1), ра- 
венъ 


[ тт (а -- 6”) (4 -- 6х") 4х 
—а | “дтп (а -- 02") ад -- 6 | д" (а&-- 0х")? 4х; 


также, если въ интеграл второй части Формулы (2) вм$ото 


т 9) пут | 
д” напишемъ И а то получим 


[ее (а -- фу)Р—* ат 
ее 1 1% р м а т ир—1 
=. (а -- бл")? ах ЧЕ (а -- 6х”)Р—* ах. 


Если эти значен1я подставимъ въ Формулы (1) и (2), то 
получимъ сл$дующия два выражевя даннаго интеграла: 


дт (а —- 0х”? ах 


| (5) р-р | 
бб (а- бар — (т-+1—п) а бить Ра 
(1-96 (%--1 + р) аа 
| [= (а ев фур 47 
(4) ; . ат + 4 .9% 
— т (а ИЕ 01 пра [ И 2—1 
| отт “ж-тТ Еж и" (а-- ох”) — ах 


Изм$нимъ наконець въ Формул$ (3) т вь т-+И и ВВ 
формул (4) р въ 0+1; рёшимъ потомъ каждое изъ уравне- 
ий, полученныхъ такимъ образомъ относительно интеграла, 
находящагося во второй части, и получимъ 


и ‚= (а--6”р ах 


т (а- 6х ар __(т-Е1 я - яр) 0 тя ( р у | 
И И сы 


ЕЫ а -- 65”)? 4х 


| к == + ии (а -Е бд" И) ба я (р!) и т 70 
Е а 2 (в -- бд”Р-- ах. 


Формулы ы (4), (5), (6) позволяютъ произвести во веЗхъь 
случаяхъ упрощеюе, которое мы имфли въ виду. Нужно 


[= 
5" 
| - 


ГЛАВА 1. 51 


замфтить, что Формулы (3) и (4) дЪлаются неопред®ленны, 
если. | | 


т РТ р =0 ИЛИ ИЕ ро, 


но это есть второй случай возможности интегрированя, и 
данный интегралъ можетъ быть полученъ посредствомъ пре- 
образования, относящагося къ ралональному дизференщалу 
какъ это мы видфли въ $ 440. Если предположимъ, что число 
фФ дробное, то Формула (6) никогда не сдфлается неопред$- 
ленной, но Формула (5) перестаетъ быть опред$ленной, когда 
т--1 = 0; здЗсь им$емъ первый случай‘ возможности инте- 
грированая и значен1е даннаго интеграла получится посред- 
Сствомъ метода внесенля. 


442. Посмотримъ сначала, какъ можно унотреблять наши 
Формулы въ каждомъ изъ двухъ случаевъ возможности инте- 
грированля. 

1) Шусть будетъ 


т -- 1 


_ —=е или т-— пет 1=0, 


гдз е есть ц$лое число. ; 

Если число я больше нуля, а число т положительное, 
то равнымъ образомъ и е будетъ положительное. Бъ этомъ 
‘случа данный интегралъ, посредотвомъ Формулы (35), мы 
приведемъ къ другимъ интеграламъ того же вида, которые 
‚ получатся, если зам$нимъ показатель 7% черезъ 


т—п т—9, ..., т — (е— 17; 


значен:е послфдняго изъ этихъ интеграловъ дается той ке 
хормулой (3), которая, если замнимъ 1 черезъ т — (е —1) я” 
и такъ какъ т — ие 1—0, приводится къ 
: ° и) р--1 
[ дт—(е—1ъ (9 -- ей )? ал = р р -- с0155.; 
въ этомъ случаЪ данный интегралъ есть алгебраическай. 
Если т отрицательное, то е также отрицательное; напи- 


° савъь поэтому —е вмфсто е, будемъ имЪть 
4* 
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не или т ле 1=0. 


Въ этомъ случа данный интегралъ, посредствомъ Фор- 
мулы (5), приведется посл$довательно къ другимъ интегра- 
ламъ того же вида, которые получатся, если зам$нимъ т 
черезъ 


яр и. ти 9”,..., т-л (е— 1} 


но послёдей интегралъ не будеть бол$е способенъ къ тому 
же упрощен1ю, потому что Формула (5) дЗлается неопредз- 
ленной, когда замняемъ т черезь т--яе, волБдотв:е пред- 
положен1я т-- пе +1 = 0; нужно въ этомъ случа. приб%г- 
нуть къ способу внесенля $ 440. Однако, можно будетъ, если 
это будетъ кстати, понизить показатель р, употребивъ одну 
изъ Формулъ (4) и (6), какъ и въ томъ случа, который 
былъ изложенъ въ & 4458. 
2) Предположимъ 

‚т-1 


ЕЕ т аа или (т -- пе) 1-0 =0, 

гдф е постоянно цфлое число. Этотъ случай отличается отъ 
предъидущаго только перем$ной обозначенай, какъ это мы ви- 
дли въ $ 440; впрочемъ, мы непосредственно видимъ, что, 
если т +1 -- яр отрицательное, хормула (5) приводитъ 
данный интегралъ посл$довательно къ другимъ такого ‘же 
вида, которые получатся, если замфнимъ т черезъ 


т--и тр, ,.., Т-(е-— 1; 


посл дей изъ этихъ интеграловъ дается той-же хормулой 
(5), которая, посл$ измёнешя т въот + (е—Т)и, приво- 
_ДитТоя КЪ 


дт-Н(е— "1 (д -- у, 


(6-1) | Ап) ыы 
фе (а |- 6х")? 4х т Та 


—- 60156, 
Когда т--яр--1 положительное, тогда, если обозначимъ 
его значенле черезъ ие, хормула (3) приводить данный инте- 
гралъь къ другому виду, который отличается оть перваго 
только тфмъ, что т измфнено въ т —(е — 1)”; но значеме 
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этого посл$дняго интеграла должно быть отыскано посред- 
ствомъ метода внесенля. 


443. Отбросимъ теперь оба случая возможности интегри- 
рован1я. Формулы (3) и (5) показываютъ, что данный инте- 
гралъ можеть быть приведенъ къ другому, который отли- 
чается отъ него. только тёмъ, что показатель т зам$ненъ 
черезъь т-==и, гдз $ есть цЪлое положительное число, кото- 
рое можно брать по произволу. Это цфлое число можно такъ 
выбрать, чтобы Т-= % заключалось между какими - ни- 
будь двумя послфдовательными кратными числами и, напри- 
мфръ между нулемъ и 7; можно также опредфлить число’ * 


. 7% 
_такъ, чтобы т -- 1 заключалось между — 5 и +5. 


Потомъ мы видимъ изъ Формуль (4) и (6), что данный 
интеграль можеть быть приведенъ къ другому, отличаю- 
щемуся отъ перваго только т$мъ, что показатель р зам$- 
ненъ черезъ р-=7Л гдф 7 есть какое-нибудь цфлое число. Но 
какое-бы ни было р, можно выбрать такъ ц®лое число 1, 
чтобы р==7 заключалось между какими-нибудь двумя по- 
сл$довательными цфлыми числами, наприм$ръ между нулемъ 


и 1, и если угодно такъ, чтобы о-=] заключалось между 


1 1 
аи 19 


_Итакъ. во$ случаи дифФеренщальныхь биномовъ, не 
входящихъ въ интегрируемые случаи, могутъ быть при-. 


5, 
ведены къ такому, ГДБ числа р и > заключаются, то и 
| 1 
другое по произволу, между нулемъ и 1 или между — 5 


1 
И. -- 5. 
й | 
444. Показатель я, входящий въ дизференщальный би- 
номъ, можеть быть обращенъ въ единицу, но въ этомъ 


случа$ показатель т дЗлается дробнымъ. Пусть будетъ 


ы Е 
1* —=$, откуда х=й,. = = ГЫ С: 


положимъ, сверхъ того, 


бл 
> 
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7% — 1 
р —1=4, 


будемъ имфть 


д" (а-+ 9%")? 4х = . Я («-- 08? 4. 


\ 


Случаи возможности интегрирован!я здёсь суть т%, въ ко- 
торыхъ одно изъ чиселъ 7, 9, р+4 есть ц$лое, интегралъ 
же дифхфхеренщальнаго бинома, не входяпий В ОДИНЪ ИЗЪ 
этихъ случаевъ, постоянно можно привести къ виду 


[ и (@-+- 2 а 


гл$ р) и (0 заключаются между нулемъ и ] или между двумя 
какими-нибудь послфдовательными цфлыми числами. Можно 
также получить болфе простой видъ, если положимъ 


потому что черезъ это еб интегралъ обращается въ 
[ 29 (1= г)? 42, 
гдЪ отброшенъ, постоянный множитель. 
445. ПрРимвры. — 1) Разсмотримъ сперва интегралъ 


дп ат 
и вЪ которомъь т есть ц$лое число; этотъ инте- 


гралъ принадлежить къ разряду т$хъ, которые мы теперь 
и 1 
изучаемъ; здфсь имФемъ & =1, 6—=— 1, И =, р = — = 


т И : 
и такъ какъ одно изъ чиселъ "—, 5 есть цфлое, то услове_ 


возможности итегрирован!я выполнено. зору (3) $ 441 
въ этомъ случа» обращается ВЪ 


^ пт 1—1 1—2. Т—1 д” * ал 3 
д” ах соеай У я -- 
ИТ — 2 _ т у ия 
Предположимъ сначала т положительнымъ и сдЪлаемъ 
послФдовательно т —=9ь-+1, т= 2, гдЪ в есть цёлое. Въ 
случа т — нечетное, данный интегралъ’ алгебраическай и 
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предъидущая Формула дастъ его значение; если же т четное, 


ВЕ ы и 
то та же Формула приведетъ данный интегралъ къ р ЕЕ 

— 
котораго значен1е есть. 


РР | 
ут. == агс зах 60155. ; 


обозначивъ ар С произвольную. постоянную, найдемъ 


сзв+а Ох И1—х $ а ь 2. (2. — 2) 24 
Ия | т" т @—П@—9° “т” 
| __ 2 Я —2)...9_ 
В т 


И. 
22. 4х г _ Ут 2 [ое а 
ИТ | 2. ь 2. —2 


(2—1) (2—3) .,_, (2.—1)...3 
"(5 (2. — 4)” в мы 


(2.—1 @—3.. 
9—9) 8—4. :5 ао эн 6. 


Когда т отрицательное, тогда нужно прибЪгнуть къ Фор- 
мулф (5) $ 441, или, что приведетъь къ тому же, измнить 
т въ т-+2 въ формул, написанной выше, и р$шить ее. 
потомъ относительно интеграла, содержащагося во второй 
части; тажимъ образомъ имфемъ __ 

т др тут, та [2+ 8. 
] ия ит ти] 

Мы сд$лаемъ послдовательно % = — Я, т = — (2-1): 
въ первомъ случа$ данный интеграль есть алгебраическй; 
во второмъ случа» ОНЪ приводится къ интегралу дихферен- 


- 


ат 
ц!ала, И который, посредствомъ внесевая, можно сд$- 


лать рацюнальнымъ, но который проще приводится къ 


=> | 1 
извфотной Форм$, если замфнимъ д черезъ ;; такимъ обра- 


зомъ имфемъ 


Для ИТ — т = — 105 5 УЙ— Ш -[ с015. 
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_ @ _ — 106 о Аж. а -- 013$. 
х Ут — д" | 


На основавни этого, означивъ черезь (С произвольную 
постоянную, найдемъ: 


] в _ УГ 1 2—2 1. 8-26-92 | 
отв УГ 1 авг Зы За т "9 @р—5).. 1 то! 
] им, 09.8 31 
‚о УЕ РИ Е 92: ре т @,—2)@—4...8 
|  @—1)@»—9)...3.1. а-я с. 
5, @—8)..1 08 г 


2) Можно бы было такъ же поступить для опредфлен!я 


интеграла 
| х” ах 
ИР-Г 


но гораздо легче получить его изъ того, который мы только- 
что разсмотр$ли; дфйствительно, онъ равенъ значеншю, при- 


_ т а и 
нимаемому интеграломъ — Ут ———=, КОГДА 2 изм®няется ВЪ 
1 
сит въ — (т +1. 
3) Интегралъь 
х” 4х 
Уах — 2? 


приводится также къ тому, который мы вычислили; дЪй- 
ствительно, если положимъ 

х= ав, 4дх=9 44%, 
то будемъ имфть 


АА = 24“ о. 

Уах — 1 У-# 
этоть же можно включить въ первый примфръ. ЗамЪтивъ. 
что | | 
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| д 1 а— 9% 
аге зп $ = агс т ааа атс со$ а 


въ томъ случа$, когда т есть цфлое положительное число, 


`найдемъ 
д” а ЗЕ у ар— а неа. 1. ЗИ даа 
ГЕ - т | Тат— 5 — 
(т — 1) (2т— 3) оз РН (9т— 1)...3 . Е. + 
тв) та)" ТТ ет 8).9 "|. 
(Ат — 1) (2т— вер р а—2 <. 
ты —5т@т.—5)...5 а” атс 08 ——^ 


въ случа же, когда т цфлое и отрицательное, то, подставивъ 
— т вм5ото т, получимъ’ 


ах АЕ __ 9] Уах — 7 р Эт — 7. 1—4 
Й ту топа | Тт—3° ‚+. 
ЕВ з ад” б— р С. 


ЕЕ 


0 н5которыхъ дифференшальныхъ биномахъ, которыхъ интегралъ 
приводится къ эллиптическамъ функшямъ. 


446. Дизхереншальный биномъ, который былъ ‘упро-. 
щенъ посредотвомъ метода, только-что нами изложеннаго, 
иногда способенъ къ новому упрощен!ю; но ничего нельзя 
сказать вообще въ этомъ отношении; мы поэтому ограничимся 
здБсь т%мъ. что дадимъ два примбра, въ которыхъ инте- 
гралъ даннаго дифФеренщала приводится къ эллиптическимъ . 

_ Функщямъ. 

_  Раземотримъ сначала дизференщаль 
о СЕ 
у1--5° 

можно написать 


рии... РАН 


ы 1 { 
+ 


и естественно испробовать нераплональную подетановку 


Пе 


58 ’ ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ. 


3 
з 
, 


я _ и = 


ГДЗ $ есть новая перем$нная, уничтожающаяся для д =0 
`И ДЛЯ 1 = ® ‚ отсюда имфемъ 


м 
(3) д — = —9$ *И1— В; 


пока перем$нная х положительная, нужно брать множитель 


3 


— —А——=—ЭЗ/—/С———— 
{ съ знакомъ -; но нужно дать радикалу У 1 — РЁ знакъ 


| гесли х<1 и знакъ — въ противномъ случа$. Диззе- 
_ ренцирован1е уравнен1я (2) даетъ 
{ 5 
"1 = —# 398 
ЧЙ Уй 
отсюда, на основати Формулы (3), 
| | 42 _ # 
| 2  ЖУ1_вВ 
поэтому имфемъ 
4) ЯР 
2 и: 2 ИЕ— а - | 


сл$довательно интегралъ У, посредствомъ метода $ 429, мо- 

жетъ быть приведенъ къ эллиптическимъ Функщямъ. | 
Разсмотримъ еще дихзеренщальный биномъ 

9х 

1 —#°) 


(5) _ аУ = —— 


к 
 ЗАбоь можно съ выгодой употребить подстановку 
(6) УТ = (1—2) 8; 
диФхФеренцирован1е даетъ 


Чт 1—х 


и" ГЕ 4 = 9У; 


сверхъ того Формула (6), возвышенная въ кубъ, даетъ еще 


р — а+ 2+ +1-—#2) 1-2_ УЗ 
(1 —*) РН т удвЕГ 


ГЛАВА 1. 
и слфдовательно 


ы | р’ 5% ДЕ 
{7 _ ЧУ = И —— 
(7) и ИР 
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интегралъь У, помощю метода $ 429, опять можетъ быть 


`° приведенъ къ эллиптическимъ Функцщямъ. 


Интегрирование н$которыхъ трансцендентныхъ дифференшаловъ. 


х 


447. Когда травоцендентный диххеренщалъ, интегралъ ко- 
тораго отыскивается, можетъ быть приведенъ черезъ внесене 
къ алгебраическому виду, то надлежитъ произвести это при- 
_веденте.. Гакимъ образомъ, если] означаетъ алгеб раическую 


Функцю, интегралы 


| |] Г(е”®) е"® ат, { Г (108 2) 5 
Г Г (Ш 2) с0$ х ах, [ Г (с0$ 2) зш < ах, [ Г 


[те зв д © дея ‚Готово тур =”. 


. + *› 


приведутся къ я Зав дизференцаламъ, 
_ЛожЖимЪ 


— ©”"%, 105 х, эт Хх, 0$ х, вап хх, агс Я п х, аге бас ях, .... 


если. по- 


448. Пусть будуть г трансцендентная хункщя перем нной 
фи Х какая-нибудь хункця той-же перем$нной; если й есть 
цфлое положительное число и если умфемъ найти Фхункци 


| №. т . , .) Хи, 


имфющя соотв$тственно производными 


(2 ху 42 


Х, Х, дл’ "®.9 3.1) д 


то можно будетъ также. опредФлить интегралъ 


_Интегрирован!е по частямъ дёйствительно даетъ 
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[гаш = пе,” [Х, =" о 4, 


/[>. ты С @% — [= ы Ин 


= Х,2"—' —(п—1 о. ЕЕ др Ох, 


о ооо фо оо ово фо офф оо фо бофофооооф фо фо ф 


Сл а ЗАЕР ‚де #4 В Е 


ХАН — (в —$41 г 4х, 
откуда имфемъ 
[хе дл = Х, 2" — пХ, 2—1 Рп(п— 1) Х,2"-* — «в» 


(1) 24 =я(и—1...в—$- 9) Х, 2-9 
и_+ 92 
=пи—1... ®—#+1 [№2 а, 2. 


Если я есть ц%лое положительное число, то сд$лаемъ 
$—=и--1 и мы получимъ 


@) [хибш=х, "пвх," +” (% — 1) Х,2г”"-? —.., 


==ли-П...1.Хиы + ©0084, 


это же доказываетъ изложенное предложение 


449. ПрРимзвры. — Разсмотримъ интегралъ 


[ д" —1 105” д ах, 


Гд$Б и означаеть ц$лое и положительное число; ЗДЪоь 
имфемъ 


42 1 
2 —] ЗЕ — ли®— 
05 ©, Дт 7’ Хх Ч 9 
и мы можемъ одфлать 
№ — =) ре — 5 Хз = , 


поэтому будемъ имЪть. 


ГЛАВА т. 61 


[ дт—1 105” дах 
(3) ит [ ы ру) и #(й — 1) Е п(п—1)...1 

=— 105 тв” —ж-- И 105"—* 5 и -- с015. 
Если напишемъ ©’ 4, в 4% вмЪото #, 1052; Чх, то предыду- 
щая Формула дастъ. 

[== 2” ах 
ее в __ ® мя (и — 1) пр — 8 —- в" 1...1 
= | и. т т 


Этоть результать отличается только видомъ отъ того, ко- 
торый быль полученъ въ $ 415. 
2) Пусть будетъ теперь интеграль 


[ (ате зт 2)” 4%, 
гд% и есть цфлое положительное число; здфсь имземъ 
42 1 
& — атс эт, = ЕЁ, 
Уй 


И1—х 
и мы можемъ сдфлалть 
Х.=я Х=-Ут-, Хед Х=-+Ут— м, 


посл чего т же самыя значення будуть повторяться перло- 
дически. Поэтому имфемъ 


[ (атс эт 1)” ах | 


(5) = д [(ате зт 2) — п (® — 1) (аге зщ 2)" +...] 
| _ Ч У1т—#[и(аге эт 5)" —яи—1 (®— 2) (аге ящ 2—8 -...] 
-- с0п8. 


Если въ этой Формулф (5) напишемъ х, зтх, 082 вм$ото 
аго зт 2, 1, У 1 —4?, то будемъ имёть 


(6) ‚Г 05 2 4% = эта [1* — пп — Па... 
-- с05 д [п 2—1 — ®— 1) (п — 2) #——...]- 6005. 


450. Возвратимся къ Формул$ (4) предъидущаго пара- 
граза. Дизхеренщалы обфихъ частей тождественно равны 
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между собой, какая ни была бы постоянная т, и тождество со- 
вершенно не изм$нится, если предположимъ, что эта постоян-. 


ная мнимая. Пусть поэтому т = +В ИУ — 1, имфемъ 


г о(а- У-1)= Я 


Замфнивъ е@-ьу-—1” его значевемъ 
е*(с0302 У — 131 642), 


и сравнивъ потомъ въ той и другой частяхъ дБиствитель- 


ные члены и члены содержашпе множитель И—1, 1 ‚найдемъ 
значен1е двухъ в ый 


Й 272“? 0$ 6 дах, | 2” ©" т 6х ах, 


въ томъ случаф, когда я есть цфлое положительное число 
Если сдфлаемъ 


а-+ У —1=Рр (соза У — 1 зщ «), 


то также найдемъ 


| 22° е* созбхах 


= Та с03 АНА с08 (0—2 «) —- Ре 
и и —1 
ыы И 05 (6% —п-1 5 -- с015., 


| | ие» ли ох 4х 
5.6” Е д” эт (0х —=)— ;.. д”—1 эт (65 —3)--.. 
.”и—1...1 а... 
ыы" — 51 (6х — п -- 1 5) —- 6015$. 
Важно замЪтить случай и —=0; имфемъ 


Се с0$ 6х 4х = . е“® 0$ (65 — «) -- соп8%., 


[ ей? 0 д 4х = - е“* зп (5х — «) -- соп3., 


ГЛАВА Т. 62 


ИЛИ 
о ‚ 4с050% шоу. 
| 4" 08 бд 4х = 6 ре и с015%., 


| 4 3116% — 6 с0565 
фо $1 ох фл = е"® а —- с01$$. 
: ь те” . 


Мы получимъ прямо эти дв$ Формулы, интегрируя по час- 
тямъ два дифференщала е“?00оз бхах, езш 65.4%; потому 
что, поступивъ такимь образомъ, мы образуемъ два соотно- 
шен1я между интегралами этихъ дихференщаловъ, изъ кото- 
рыхъ можно вывести только-что найденныя выраженя. 


451. Методъ $ 448 и боле обпий процессъ интегриро- 

‚ вамя по частямъ часто позволяютъ нёкоторые интегралы, 

которыхъ значение не выражается алгебраическими, лога- 

риемическими и т. д. зункщями, привести къ боле про- 

стому виду. | | | | 
Разсмотримъ, напримръ, интегралъь 


г * 
[ т С, 


въ которомь Я означаеть ц%лое положительное число. 


1 
(и— ТГ! ? ТО инте- 


м) | ь 26 , 
Такъ какъ = есть дизференцлаль оть — 


грированле по частямъ дастъ 
в ег” = 1 = 
Е — —=————Ш—Ш&6ш—Ш6—О—8жЖ——— о = ——— о а Сл: 

[ 3 ах (7% в 1) д—1 И — 1 0—1 у. 
‘посредетвомъ этой хормулы, данный интегралъ приведется къ 
„ее * 

[ (1. 
х 


Интегрироваше дифференшаловъь вида Рах, гдЪ Р есть произведе- 
не синусовъ или косинусовъ линейныхъ функщИ отъ г. | 


452. Дизхеренщалы этого вида вотр$чаются въ большомъ 
числ вопросовъ, и нетрудно найти ихъ интегралы. Шусть бу- 
‘детъ сначала | 
Р = с0з (ах -Е 0) соз (а’# 6’, 


р 
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можно написать 
Р = Е 0$ [(а-- а”) О-о -+5 0$ [(@ — а/) + 6®—%)}; 


поэтому, если аа и а— а суть количества отличныя отъ 
нуля, будемъ имфть 


ря. __ 81 [(@ а’) (6-0) 
фра ='  9(а-+ а) 


5 4 Ь в Ь’ 
ми И Е с0пз. 


ни 
а въ случа а@ =а 


Й: д — 9 ( аж ь-Ы) 2 с0$ (0—6) 


а -- —— а а 6018. 


Мы поступимъ такъ же и въ томъ случай, когда Р есть 
произведенае 
К = с05 @%-Е 06} с0$ (я 2+ 6) соз (а" 0”)... 
какого ‘угодно числа ий множителей. Воли сдфлаемъ 
ПРЕ Осы ВЕРЕ О -бЫ, 5, 
то произведене Р будетъ сумма 2"—1 членовъ, опред5ляемыхъ 


выраженемъ 


57 НЕ 603 (2 д й 6); 


поэтому будемъ им$ть 


Рае 1 дит ето («д -- О о 005. 


$11 (2 - $) 
с 


гдф членъ долженъ быть замненъ черезъ 40086, 


когда а есть нуль. 
ВсоБхь множителей произведеюя ЕР мы означили коби- 
нусами, потому Что каждый такой множитель какъ зт(а%--5) 


можетъ быть зам$ненъ черезъ со8 ( ах-но- 5). м 


458. Разсмотримъ, наприм$ръ, интегралъ 


Г 605” д 4х, 


ГЛАВА 1. 65 


тдф я есть ‚ целое положительное число. Если й четное, то 
{см. мой Арс Тршонометри), 


| 
= ° 605 р = 605% 1 03 (#— 2) 2+" —Ъ 03% —4 42--... 
18 #—1} (+1) 
+2-— 
п 
1:2 ‘5 


если же я нечетное, то 


_ би 05" == 608 р -- 1 со (и) ви —Фа +... 
| "#1... (1+2) 
Я 05% 
ея А 5 


Поэтому для случая и четнаго имфемъ 


па бют, _ ЗИ , ЯЗШ (п — 2), ®— Пт (и —4) 5 
а т 


п (® — 5... (5+ 1) 


—- вы В -- с0п$%,, 
- 71) 2 
1 ‚2. ® ’о 


и для п нечетнаго, 


9—4. я _ Ш 7% | 7 эл п(#— 2) г п (и — 1) 51 (я —4)2 
2 ‚| сов гай = Е Я АВ = т 
/в — 
"#—1)... ("т+2) | 
+ А 5+ с013$. 
а. 5 


Если въ этихь Фхормулахъ х измфнимъ въ 5—2, то по- 


лучимъ значене [ `811”"2 4х; ниже мы найдемъ новые виды 
тъхъ же самыхъ интеграловъ. 


Интегрироване дифференшаловъ вида 51” 260524». 


х 


454. Дизференщаль, о которомъ здесь идетъ рЪчь, мо» 


жетъ быть приведенъ къ дизференщальному биному; дБИ- 
у 


Суерри, Интегр. исчиол. 
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ствительно, если положимъ 


з | 4 
51% =, 608% = (1- В" 


то получимъ 


5 $ ? 1—#* <; 


этотъ дизФереншаль можетъ быть интегрированъ, когда 
одно изъ чиселъ | 


есть цфлое, а въ противномъ случа®, какъ мы видфли въ 
$ 443, онъ можетъ быть упрощенъ. 

Мы придемъ къ тфмъ же результатамь, если приложимъ 
кь дифФеренталу з1”соз д 4х правило интегрированя по 
‘частямъ, а такъ какъ выражен1я этого рода часто вотрф- 
чаются, то будетъ небезполезно изложить это вычисление. 


Данный дихзеренщаль можеть быть представленъ въ 
ВИД 


60$"—1 1 Х шах с05х ах 
[к 


: ы: 510% +15. 
второй множитель есть дизхерениаалъь отъ ——— сл$до- 


тт} 
вательно, интегрирован1е по частямъ дастъ 


3 [ и” до 6057 2 се 


эт” 2 с05"— — 1 
В х с05"— * дах; 
тет ‘т т 1 


 замБнимъ подь знакомъ [ ‚ въ интеграл второй части, 


множитель 511?х равнымъ его множителемъ 1 — 087, тогда 
этотъ ивтеграль сдфлается разност1ю двухъ слёдующихъ: 


| зд с05"—? д дл — | 51” х с05" дах; 


перенеся второй членъ въ первую часть и умноживъ потомъ, 


ГЛАВА 1. = `` 67 


об$ части на ыы получимъ 
т —- 


я ;. ЗН 2 605—114 ПТ Г., 
(2) Л $11” 2 605" 2 4% = ра та | п” д с0$*—? д ам. 


в. о 
Если измфнимЪ & ВЪ 5, @ въ — 0, если перемф- 


стимъ буквы т и я, потомъ умножимъ об части на— 1. 
то опять будемъ им ть 


. 254 И 4 2 
(3) [ 911”” 4 605” х 4х = и -- а [ 91" — 2 д с05” дах. 
И т 7” 


Наконець, если подставимъ выфото п въ ‘уравнены (2) 
п--2, вм$сто т въ уравнении (3) +? и если ршимъ 
каждое уравнен1е относительно интеграла, находящагося во 
второй части, то будемъ имфть дв новыя Формулы 


__ Э’-Е* 4087-12 МЧ 


3107 5 ©037--* 2 @х, 


(4) 510" 2 605" д 4% == 


в 1 "ЖЕ 
1 р, __ За-Е* 5 6087, Т-Я-а Г. шт, ра 
(5) [22 Хх с08 < 4х = Е ме. "Е? д с05" х ах. 


Формулы (4) и (5) ничего не выражаютъ, первая когда 
= —1, вторая когда т —=—1; но въ томъ и другомъ 
случа услове интегрируемости выполнено. Формулы (2) и 
(3) также ничего не выражаютъ, когда т + п==0, это же 
отвфчаетъ опять случаю возможности интегрирован!я; но 
тогда Формула (1) снабжаетъ насъ упрощенемъ; она дЪи- 


ствительно для ий —= — т обращается въ 
балет" х 
` т д И и 
(6) [ тапо” х и = фате”"-* д дх, 


или, написавъ т — 2 вм$сто 2, 
с # 


| "— 1 
(7) | ол” о Чх = ит 2 — [ фай" —* дах. 


Оставивъ въ сторон случаи возможности интегрирова- 
вая, которые постоянно приводятся, когда это необходимо, 
къ случаю рацлональнато дизференщала, мы видимъ, что 
Формулы (2) и (4) позволяють уменьшить или увеличить 
показатель # на какое угодно четное число; равнымъ' обра- 

5* 
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зомъ посредетвомъ Формуль (3) и (5) можно уменьшить или 
увеличить показатель % какимъ ‘угодно четнымъ числомъ; 
поэтому возможно привести оба показателя къ тому, чтобы 
они заключались между пред$лами —Т1 и --1 или 0 и 2. 
Въ частномъ случа$, когда показатели т и я цфлыя числа, 
можно будетъ такъ произвести упрощене каждаго показа- 
теля, чтобы онъ не быль равенъ —1 или равенъ другому 
показателю съ обратнымъ знакомъ; когда этоть послфдей 
случай имфетъ м$сто, то можно прибфгнуть къ Формуламъ 
(6) и (1). посредетвомъ которыхъ можно продолжить упро- 
щен1е до тфхъ поръ, пока оба показателя будуть нули или 
будуть равны +1 и —1. Мы прибавимъ, что Формулы (6) 
и(Г) могутъ быть получены непосредственно, въ виду того, чт‹ 


- 4х _ вет" # 
77 
‘о аа, = а -- с01$$. 


455. Итакъ, мы видимъ, что интеграль . 


[ 310” д с05" д ах, 


въ которомъ ти я цфлыя положительныя или отрицатель- 
ныя числа, посредотвомъ нашихъ Формуль постоянно при- 
водится къ одному изъ слфдующихъ | 


Га», ТВ. д ах, ‚[ссз х ах, [ зи 5 08 #4; 
_48 ‚ 4%. Я7- | 
т 27 с05 2’ $ И д 608 2? [ $215 2 Хх, [ 0$ 5х ах. 
Три первые имфютъ значен1ями 
+ С, — 05+ (С, зшя С, 
тд$ С есть нии четвертый равенъ 


_ 5 2х $10 2 


= С, 


- эт 2 ды — 
9 
г О н.- всегда произвольная постоянная. 


Потомъ имфемъ 


/ | # А. 


ыы (2 60° 2%, 
т д 25141608 & х_ алое 4 с 


ГЛАВА 1. _ 69 


и сл$довательно. 


4х 
Ра 105 [але С, 


это же согласуется съ т%мъ, что было сказано въ 6 44. 


Измфнивъ въ прёдъидущей хормулф х въ х-+ =, потомъ въ 


21, ПОЛУЧИМЪ, 


дх 1 
етим) + 
ах 


51 2 05 % 


= 105 {аб д - С. 


Наконецъь имфемъ 


_ зш д ах 5 
Голеа де = [9 —= — 10< ©0$ ХС, 


‚[оовая = Е 10° зт & -- С. 


456. Если число и есть нуль, то Формула (8) $ 454 дастъ 


Въ случа т четнаго и положительнаго 


5 ; 
ТЕ 81077 д 4х = =] и и те 


МАЕ Г а (т — 1) (т—3)...3.1 
О м "т.т (м9) ж—4...4.8 


(%—1) (%—Э)...8-1% |, 


(т — 9) (т—4)...4.9т 


—] 
5 5 "— В 


-- 


_И въ случа т нечетнаго 


| 05% == 1 
[ 811” #фх = — а в ==: += => зш”— о 


(т%—1 ыы 
`(т— 2) (т— а ии ах 


- Изм$нивъ д ВЪ 5 +2, мы будет имть дв другя Формулы, 


которыя дадутьъ значен1е 


| 05" д 4х, 


для случая т четнаго и для т нечетнаго, Нужно замфтить, 


что эти Формулы могуть быть выведены непосредственно 


510%. 
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изъ хормулы $ 445, если зам$нимъ въ нихъ д черезъ $1 
или черезъ с032. 


451. Интеграль — : 
Г _ ах ___ 
з азшх 6 с05х 


непосредственно приводится къ одному изъ тфхЪ, о кото- 
рыхъ только-что шла р$чь, если положимъ 


@ —= ПШ ох, ф —= 705% 


дфйствительно, въ этомъ случав данный интегралъ обра- 
титоя Въ 

- р № 

Г.) с0$ (д — ®). 
Можно. также опред$лить болёе облий интегралъ 


Г о . 
аз я -- 6 со х - с’ 


потому что, одфлавъ 


е—т 
Я = "шах, б = 7605, —— = = {?, 


сх 
будемъ имЪть 
| ках 
4х _ ==98 | _ 20054 (&— а) 
Е ТЕР ГЕТУ 1 = 77 апо? 1 (1 — в) 


1 
или, положивъ Ё4апе5 (# — <) = 


ах Е 4 _. 
РЕЕСТР РГ 1 # 


интеграль же второй части этой зормулы имфетъ значе- 
То 
немъ агс {ато { или 108 РЕ ть смотря по тому, будетъ-. -ЛИ 


-= #? положительное или отрицательное. 


ГЛАВА П. 


ТЕОРТЯ ОПРЕДЪЛЕННЫХЪ ИНТЕГРАЛОВЪ И ИНТЕ- 
ГРАЛОБЪ ФУНКЦИИ НЪОКОЛЬКИХЪ ПЕРЕМЗННЫХЪ. 


Основныя свойства опредбленныхъ интеграловъ. 


458. Пусть будетъ /(1) зункщя дЪйствительной перемнной 
$, остающаяся непрерывной, когда 1 изм5няется между пре- 
дЪлами 15 и Х, и Е(5) одно изъ значевй неопред$леннаго 


интеграла, [ (+) 4х. Разность Е(2) — Е(х%.) есть также одно 


изъ ‘значен1й того же интеграла, именно то, которое уничто- 
жается для д = 1); это значене равно Е(Х) — Е(%.) для 
1 == Х, и мы согласились въ этомъ случаз обозначать его вы- 
`ражешемъ |. ы 7(%) ах, которое мы назвали опредвленнымъ 


интеграломъ. Такимъ образомъ имфемъ 


И. (2) 4% =Е(Х) —Е (25); 

= 
мы знаемъ, что интегралъ, содержащийся въ этой ФормулЪ, 
равенъ предфлу, къ которому стремится сумма значений, 
принимаемыхъ диххереншаломъ /(1)4%, когда # измфняется 
отъ 7, до Х, принимая поолвдовательныя безконечно-малья 
приращеня равныя- 

Отсюда вытекаетъ н%сколько основныхъ свойствъ, ко- 

`°торыя мы сейчасъ изложимъ. 


{2 ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНТЕ. 


459. ТеорРЕМА Г. — Опредъленный интефаль измъ- 
няетз знакз, сохраняя то же абсолютное значене, колда пе- 
фемъстим5 предълы интерала. 

Это вытекаетъ непосредственно изъ Формулы $ 458, ко- 
торой вторая часть изм$няетъ только знакъ, ах перем$- 
’стимъ буквы 2%, Х. 

Это же свойство также можно доказать, разсматривая 
интегралы | 


"Ре (ИЯ Г [(2) ах 
то 

какъ предФлы суммъ безконечно малыхъ элементовъ. Соотв$т- 
ствуюцщие элементы /(2)4% двухъ разсматриваемыхъ суммъ 
имфютъ одно и тоже абсолютное значен1е, но они имВютъь 
противные знаки, потому что, если х изм$няется отъ 25 до 
Х вь одномъ случа$ и отъ Х до 2 въ другомъ, 4х положи- 
тельный для одной изъ двухъ суммъ и отрицательный ДлЯ 
другой. 


460. Теорема П. — Если 
ао а 


танзя значеня х, что (1) остается вполньъ опредъленной 
и непрерывной, козда х измъняется отз 0дно0. изз этих 
значений 90 сльдующиаю, то 


2 х 
ба _ а) 4е + Г. (т) аз +... Г(2) ах. 

о 20 *7 2 2—4 
Дъиствительно, эта Формула есть ничто иное, какъ 
тождественное равенство 


Е(Х) — Ел). 
— [Е (2,) — Е) -- Е) — Ка)... НЕХ) —Е(х„—)]. 

Можно также вывести Формулу, о которой идетъ р$чь, 
разсматривая опредБленные интегралы, какъ пред$лы суммъ. 
ели Хо, %.,...., Х расположены по ихъ числовымъ вели- 
чинамъ, то 06% части нашей Формулы равны предфлу одной 
и той-же суммы безконечно-малыхъ элементовъ. То же са- 
мое будетъ, когда 42, %.,...., Х не расположены по ихъ_ 
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3 


 числовымъ величинамъ, потому что безконечно-малые эле- 
менты второй суммы, которые не находятся въ первой, 
попарно равны и противныхъ знаковъ. 


| 461. ТеорвмА [1]. — Пусть $%(2) и 7(<) дв функ- 
ии. остающияся непрерывными для значейй т, заключенл 
ныхз между предълами ти Ат; если для всъжз значе- 
ий х имтемз 1 (х)>3 (1). то также будем имъть | 


в Ех 
Г(п)аз> | 210) 4%. 
20 20 
ДЪйствительно, по предположенмю, хункщя (2) — $(1) 
положительная для значенай х, заключенныхъ между у и Х; 
слфдовательно, Фхункщя 
›.‹ к . 
Г (72) — (2) 42, 
7% | , 
которой она есть производная, есть возрастающая. Но эта 
Функция ‘уничтожается для 2=2., Поэтому она положи- 
тельна для х —= Х, и мы имфемъ | 
.Х | | `` 1х .х. 
| [1 — (1 а®> он [Г 2— | э®4=> о. 
то то 


то 


Мы скорфе придемъ къ этому результату, если станемъ 
разсматривать два данные интеграла какъ предфлы суммъ; 
дфиствительно, каждый элементъ (2) 4х первой суммы больше 
соотвзтствующаго элемента $ (1) 4х второй; поэтому вторая 
меньше первой. | 


_ Ольдствте, — Если функщя Хх) заключается между 
двумя. друими функиями $(5х), $(<) для всъхё значемя %, 
заключенных между 1, и Х, и если эти фунищи непуе- 
рывны 0т5 Хх = д0 х—=Х, то мы получим два ие- 


Фъла интерала [ * (2) ах, если возьмемв [ ы Ф(2) ар чи 
| о 7 то 
[ ^ Ааах. 
70 “ | 
ах 
1- 


5% 
" $ 
462. ПрРимзрт, — Пусть будетъ интегралъ ] у---=я, ВЪ 
, ! 0 
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которомъ предположимъ, что т > 9. Очевидно, что этотъ 
интегралъ будетъ увеличиваться, если будемъ уменьшать 
и, и онъ будетъ уменьшаться, еели отанемъ увеличивать 1: 
поэтому онъ заключается между 


Е 3 
[ 4% и [ ВЕ К 
0 0 И1— 


т, е. между 


1 я 
5 = 0,5 И в 0,525 .. .. 


463. ТЕорРЕМА Т1\. — ст и ио 06% функ 0те 


1; если функизя 9 солраняет» одинз и тотьё же знакз, оба 
д измъняется отз х,.д0 Х, то будем имъть 


х вх 
[ шо ат =0 } $ ах, 
о 7 


19% 0 означает» количество, заключенное между наиболъ- 
шимъ и наименьшим изз значенй, принимаемыхь и, кодах 
измъняется 0т5 ту 90 Х. 


Дъйствительно, пусть А и В наименьшее и наибольшее 
изъ значенй и; если 9% положительное, постоянно будемъ 
имть | 


Ау < < В, 
и, если © отрицательное, 


А >< В; | 
›. < Я | Хх | 

поэтому интегралъ | и ах заклюзаетоя между [ Аза 
0 20 


х ® 
И [ Ву дх, т. е. между двумя произведензями, которыя мы 
о 


ии 
получимъ. если умножимъ А и В на интегралъ [ у 4х; 
= 


отсюда дъйствительно вытекаетъь равенство, которое требо- 
валось доказалъ. 
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Случай, когда предБлы интеграловъ суть безконечности. . 


464. Разсуждая о свойствахъ опред ленныхъ интеграловъ 


Хх : 
{ 12) 4, мы предполагали, что хункшя (7) непрерывна 
"“ то 1 


для значений 4, заключенныхь между 17 и Х; эти предёлы 
_сверхъ того суть каюя-нибудь опредфленныя количества 
Мы сохранимъ зд$оь тоже самое предположен1е; но пред- 
положимъ, что 2, и Х перем5нныя, и мы сейчасъ разбе- 
ремъ случай, въ которомъ тотъ или другой изъ этихъ пре- 
дфловъ обращается въ безконечность. 

Интегралъь дизференщала /(х) 9х, взятый между двумя 
‘безконечными предЗлами или между однимъ конечнымъ пре- 
дЪломъ и другимъ безконечнымъ, можетъ имфть конечное 
значене; онъ также можетъ быть безконечност1ю или неопре- 
д\ленност!ю; мы сейчасъ дадимъ примфры на эти различ- 
ные случаи. _ | 

`1) Разсмотримъ сначала дихФхеренщаль е *4; если возь- 
мемъ интегралъ отъ 4 =, до 2 = Х, то получимъ 


.Х 
| с‘ ал =е 0 —е *, 


70 


если же Х заставимъ стремиться къ +0, то будемъ им$ть 


оо 


[ е ‘ах = %: 
я 


0 


заставивъ напротивъ 2 стремиться къ — ©, получимъ 


Г е *цо=о. 
ОДЕН : 


/ 


Чт. 
2) Пусть будетъ теперь диххеренщаль —-—з; интегралъ, 


ВЗЯТЫЙ ОТЪ 1 = до = Х, есть 


й - и ‚ = атс 4ал8 Х — атс ‘157, 
„1-Я 


\ 0 


если же Х заставимъ стремиться кь +0 ‚ то будемъ имЪть 


+ ® я | 
Й _ 9% р ва Эхе 19по 2%; 
7. 
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заставивъ потомъ 12 стремиться къ — ©, будемъ имфть 


к 0 РА, 
Г. Тя” 


3) Пусть будетъ еще дизференшаль с0$ 1 42; имфемъ 


х 
[ 605 2 4 = 511 Х, 
‹. 0 

и очевидно, этотъ интегралъ перестаеть быть опред#леннымъ, 
когда предполагаемъ Х =. 


_ 465. Нельзя указать на правило, которое позволяло-бы 
опред$лить общимъ способомъ, остается ли интегралъ 


х 
[ 7 (<) 4х конечнымъ и опредфленнымъ, когда тотъ или 
Фо ; 


другой изъ пред$ловъ стремится къ безконечности. Воть 
однако теорема, дающая средство рЕшить вопросъ въ боль- 
шей части случаевъ. 


_ Творвма. — Пусть <) функщя, остающаяся конеч- 
ной для значешй х, заключенных между ху и +. Исли 
‚для значенй х, превышающихь нъкоторое количество 
абсолютное значене произведеня 2” (х) постоянно меньше 
даннайо числа К и если показатель в больше 1, то инте- 


Хх 
ралз Й 7(х)4х будеть стремиться кз конечному предьлу, 


ко%да заставим: Х стремиться кз +5. 

Натротивз, если для значе х, превышающиихь количе- 
ство а, функия К) сохраняетзь одинз и тот же знак, и 
если абсолютное значене произведеня 5х”) никозда не бы- 
ваетё меньше даннало числа К, причемь показатель п ра- 


> | 
венз или меньше 1, то интерале [ .1(2) 4х обращается в5 
20 


безконечность в5 одно время сз Х.. 
Въ самомъ дЪлЬ, 


.Х, гб х 
Г (2) аа = | Кадаз- | Кауах; 


ГЛАВА ПИ. КИ 
первый изъ интеграловъ второй части имфетъ опредЪленное 
значене, поэтому достаточно разсмотр®ть только второй. 

1) Если абсолютное значен1е произведевля 2”"} (5) для зна- 
чевай ‚4, заключенныхъ вы ви +0. меньше К, то, оче- 


видно, абсолютное значеше интеграла Г. (2) 4х также меньше 


Г бе = в (еде): 
ы. М 9—1 \х №” 


количества, которое въ предположеши #>1, для Х=о, 


а Поэтому интегралъ [ к .7(2) 4% 
фе м , у 


приводится къ „т 


остается конечнымъ для Х ==, а слБдовательно и данный. 

2) Если абсолютное значен1е произведеная 2”/(1) не меньше 
даннаго числа К для всЪхъь значений 1, заключенныхъ между 
а и би если сверхъ того Функщя (х) акс оДиНЪ И 


тотЪ же знакъ, то абсолютное значен1е интеграла Г. 7 (2) ах 


больше о [" — @%. Этотъ послёднИй интеграль имфеть зна- 
чентемъ 


я __ «1 —”), 


еее 
когда и<1, и 
Х. 
К 108 —, 


когда и —=1; въ. томъ и другомъ случаз для Х = онъ 
обращается въ безконечность; поэтому то же самое относится 
и къ данному интегралу. 


ЗАМВЧАНТЕ. — Предъидущая теорема прилагается къ 
тому случаю, когда заставляемъ Х стремиться къ — ©, по- 
тому что, изм$нивъ х въ — 1, получимь — 


Хх | 
[| ме=- [п 
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это же даетъ возможность заставить выспий предфль —Х 
‘стремиться къ —®. 

Та же самая теорема прилагается еще и въ томъ случа, 
когда заставляемъ низпиай предфль ху стремиться къ -Е со 


У 
потому что оба пред$ла могутъь быть перемфщены. 


Хх 
466. ПрРимъръ. — Разсмотримъ интегралъ Г Л 
*7 20 


Пусть будетъ я положительное, какъ угодно большое число, К 
какое-нибудь данное положительное количество. Абсолютное 
значен1е произведеня 4”е ” отремится къ нулю, когда х стре- 
мится къ — ©; поэтому х можно дать такое значеше «, 
чтобьт абсолютное значен!е произведемя 2”е “отъ д = +& 
до х—- < или оть Х= —@ ДО == — © (было меньше К. 
Отсюда сл$дуетъ, что данный интегралъ сохраняетъ конеч- 


© 


< 
ное значене | е " @ж, когда заставляемъ стремиться 
— СО й 
Х кь +® ид кь —®. 
Вообще, если 1(2) есть хункщя, остающаяся конечной 
для вофхъ значений 1, заключенныхь между — © и +, 


г © ре 
то интеграл [ 7 (2) е ах будетъ имфть конечное зна- 
| — © 


ченте. ` 


Случай, когда функшя, находящаяся подъ знакомъ [ ‚ для предф- 


ловъ интеграла обращается въ безконечность. 


467. Предположимъ, что хункшя }(х) остается конеч- 
ной для значеюй 1, заключенныхъ между д, и Х, но что 
она обращается въ безконечность для х=Х. Въ этомъ 
случаф, если означимъ черезъ е количество одного знака 


.Х 
съ Х — 2, то интегралъ | 7(2)4х есть предфлъ, кь ко- ` 
то 


торому стремится 


[ т (2) ах, 


когда = стремится къ нулю. Можетъ случиться, что предъ- 
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идуший ‘интегралъ возрастаеть ее всякаго предФла, тогда 
данный есть безконечность.. 

“Равнымъ образомъ, если хункщя /(2) обращается въ без- 
конечность для Х-—42 и если означимъь черезъ е количе- 


1 
ство одного знака съ Х — 4%, то интегралъ Г 7 (2) ах бу- 


детъ предзлъ, къ которому стремится интегралъ Г 72) ах, 
тоне 
когда = стремится къ нулю. 


Мы сейчасъ докажемъ теорему аналогичную той, кото- 
рая была доказана въ © 465 и посредотвомъ которой можно 
узнать въ н$которыхъ ‘' случаяхъ, сохраняетъь ли инте- 
гралъ конечное значене, когда хункшя, умножающая ах, 


{3 
подъ знакомъ | обращается въ безконечность для пред$ловъ 


интеграла. 


468. Теорема. — Мусть /(х) фунишя, остающаяся 
конечной для значеняй х, заключенныхь между` ху и Х, но 
обращающаяся в5 безконечность для х —=Х. Исли мы можем 
взять такое количество « между и Х, чтобы для ‚ зна- 
чейй 1, заключенныхь между ч и Х, абсолютное значене 
ироизведеня (Х— х)" К) или (д — ХУ Нх) было меньше 
опредтьленназо количества К, причемь число п былобы меньше. 


1, 00 интераль Г 7(х)4х будетз имтть конечное зна- 
чене. 


Напротивз, если можем взять такое количество « между 
2, и Х, чтобы для значенй т, заключенные между я и 
Х, произведене (Х — х)” К%) или (х—Х) Кх) сохраняло 
одинз и тотз-же знакз и было постоянно больше опредт- 
леннало количества К, о число и было бы равно 1 или 


больше 1, то интеграла Г (2) 4х бобов безконечность. 


Въ самомъ дл, имфемь 


Г 2) ах = Г. Е (2) а; 
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первыи изъ интеграловъ второй части имфетъ конечное зна- 
ченле, поэтому достаточно разсмотр$ть второй интегралъ. 
1) Предположимъ, что абсолютное значеше произведеня 
[-=СХ — х)|"/(х) отъ х = «дох = =Х меньше опредфленнаго ко- 
личества К и что число й сверх того меньше 1; очевидно, абсо- 


лютное значене интеграла 1 Кл) ах будеть меньше абсолют- 
& . 


р а Ках 
наго значен1я = Но неопред$ленный интеграль 
[и УЕ 
Кая =К [= —эр-» , 
ТЪ имфетъ значенемъ ВНЕ 
о Г== (Х — -2) 1—2 - 4 9 


поэтому, такъ какь и<1, имъемъ 


< Ках _==АЕЕО-аЬ-" 
„ Х— я) 1 —я 


откуда сльдуетъ, что. данный вы иметь. конечное 
значенте. 

2) Предположимъ, что произведене р х— 2) |" (2) 
отъ 2 = до Х = Х сохраняетъ одинъ и тотъь же знакъ 
и что его абсолютное значене больше опредФленнаго коли- 
чества К. число же я сверхъ того равно или больше 1. А6бсо- 


т 
лютное значен1е интеграла Г (х)4л будетъ больше абоо- 
& 


> 


” Ках 


лютнаго значеная интеграла = — ат когда я > 1, 
имфемъ 

"К ЕК 1 Ш 

и. Е (Х — #2) я 1 —” [1—1 (Х — х)п—1 


вторая часть каждой ИЗЪ предъидущихъ хормулъ ДЛЯ 
= Х обращается въ безконечность, а поэтому инте- 


Хх < 
тралъ [ 1(х)4х есть безконечность, а также и данный. 
©. . - 


Такъ какъ можно нарушить порядокъ предфловъ инте“ 
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грала, то предъидущая теорема прилагается и къ тому слу- 
чаю, когда /(2) обращается въ безконечность для д = 2. 


469. ПрРимвры. —1) Разсмотримъ интегралъ 


_ ая 
р . У= 
ОДЪСЬ иен КД) = Е и (1—2): /(х) = ЕЕ такъ 


какъ д положительное, то это произведен!е меньше 1; от- 
сюда заключаемъ, что интеграль имфетъ конечное значение. 
Мы напередъ знали, что это такъ ибо данный интегралъ. 
есть значенле агс зш 2 для х=1, и сл$довательно этотъ 


интегралъ равенъ = 


2° 


2) Разсмотримъ интеграль 


сх у 
Ц У (1 — 2) (1—= 27) 


гдз (? обозначаетъ положительное количество, меньшее 1. 
Эдфсь имфемъ 


Е. сои: Е 
“7 Уря») 


вторая часть этой гормулы меньше - для вофхъ зна- 


Бе: № 
Ури 
чен1й х, заключенныхъ между О и1; пы данный инте- 
гралъ имжеть конечное значение. | 

3) Разсмотримъ интегралъ 

| _ д 

‚1—2 


къ которому приводится предъидупий, когда # = 1. ЭдБеь 


имземъ т и 


д 


а-®=т 


вторая часть этой гормулы больше = для вофхъ значений #, 
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заключенныхь между 0 и 1; поэтому данный интеграль 
есть безконечность. Впрочемъ, этотъ интегралъ есть значе- 
не, принимаемое для х —=1 хункшей 


и мы видимъ въ этомъ случаф, что значен!е ея дъиотвительно 
есть безконечность. 
4) Разсмотримъ еще интегралъ 


| 1055 
[ я (т, 


0 


° ГДЗ и означаетъ число, заключающееся между О и 1. 


у 


Имфемъ / (2) — $ “, и эта Функщя для 2 = 0 есть безконеч- 
ность. Означивъ черезъ е число, заключающееся между 0 и 
1—2”, будемь имть 

те 7(%) = 105%; 
но когда х стремится къ нулю, произведене #100 также 
стремится къ нулю, поэтому можно взять такое количе- 
ство ‘а, чтобы произведеше 1" "* /(1) отъ д=0 до #=@ 
было бы меньше какого угодно даннаго количества, ; сверх 
того #-+е меньше 1; поэтому данный интегралъ имфетъ ко- 
нечное значене. 


Случай, когда функц, содержащаяся подъ знакомъ [ ‚ обращается 
въ безконечность между предфлами интегрирования. 


470. Когда зункщя 7(%7) дфлается безконечностшю для 
значен!я 2, перемфнной +, заключеннаго между 2, и Х> 


тогда нужно разсматривать интеграль Г. 7(<) ах какъ пре- 


дфлъ, къ которому стремится сумма 


Г те) 4х +. МИД ва, 


То 


когда з и ч стремятся къ предфлу нуль. Такой интеграль 
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можеть имфть конечное и опредфленное значен1е; онъ мо- 
жетъ также быть безконечностю или неопред$ленност®ю. 
Разсмотримъ, напримЗръ, интегралъь 


Й д 
0) 
и 
тд аи а означаютъ положительныя числа и гдф п есть 


2-1 


5 - 1? гдБриу. 


‘показатель, заключающийся между, 0 и 1, вида 


о цзлыя числа; и ИМЪТЬ 


Л. „(7 +. =) 
В д” 2 


Но 
Га Сир :1-—" — оа-п НА т @*—" — ий —" 
и — ИР т Ей ) 
а @ 1—п -: Я 1—” 
поэтому | 
‚На ат | /а1—" ВЕ т. ри 1 —® — 1 
= Им и 
[ д” \ 1—2 ), 
—а \ 


—* и 4 -” въ предёл$ уничтожаются; данный интегралъ 
поэтому имфетъ конечное и опред$ленное значенле, именно: 


Г 0*—® е. Е 


а Я 1—я 


Если число и имфетъ видъ о ГБ в И у суть цБлыя 


числа, и если я больше 1, то будемъ им ть 


Г 1 ( < ь 
И т 


сумма этихъ двухъ интеграловъ, т. е. 


уж 1 а 
(а На) (ааа), 


возрастаетъ сверхъ всякаго, предЪла, когда положительныя 
у | 6* 
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безконечно-малыя е, д стремятся къ нулю; поэтому въ этомъ 
случа$ данный интегралъ есть безконечность. 
Разсмотримъ еще случай и =1; данный интеграль есть 


Г 41 _ |; т“ | Е 
— = па ра — |. 
а Я к ее 


Одфлавъ же. х —=— $ = — 4%, будемъ ИМЖТЬ 


ета 
не  _ 5“ 


сверхъ того 


т ах а. 
— = 105 же 
1 ® т 
_ поэтому 
72 0 (= (7) 5 
|. = р = ю5 5 + 108 = 


Предлъ отношен1я безконечно-малыхъ, е, д есть неопредз- 
т 
ленность; поэтому интегралъ |. „ @сть также неопре- 


_дфленность. 


411. Возвратимся снова къ общему выражению 


| | ше > 4 
(1) |’ лое+ [| 94 


То ха--т 
если предположимъ ч = в, То получимъ 


@) ГО Г(х) 4х + Иа 2) 9х. 


Преджлъ, къ которому стремится эта сумма, когда застав- 
ляемъ в стремиться къ нулю, Коши назвалъь мавнымь значе- 


Хх 
нем опред$леннаго интеграла ]. 7(%о) 4х..Такимъ обра- 


| Я . | 
зомъ злавное значене интеграла Г `ш? который МЫ ТОЛЬКО- 


что разсмотр5ли, есть 1097 - - 
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их 
_Еоли интегралъь . (<) 4х имфетъ конечное и опред8- 


ленное значене, то очевидно, что это значене будетъ. пре- 
А къ которому стремится сумма 


(3). | ] ое аж + Г. Ге ах, 


х 


когда г стремится къ нулю, каюмя бы ни были подожительныя 
числа № и у; поэтому разность суммъ (2) и (3),. именно: 


уе 


(4) | То де — [ а) а 


т, —= *7 4-е 


доть отремиться къ нулю вм%ст% съ е, каюмя ни были бы 

. Юсли же можемъ доказать, что это не такъ, то мы 
заключимъ, что данный интегралъ не иметь конечнаго и 
| пред леннаго значеная. аа 


эт -Ру= 


Ге" @ бк | _ 72) ах, 


ТД : означаеть безконечно-малую, были названы Коши 
особенными опредълениыми интегралами. Разсматривая эти 
интегралы, можемъ придти къ результату, полученному въ 


466. | | 
Вообще, если Функщя }(2) обращается въ безконечность 
для значений 4., 2,,...., 2, заключающихся между 5, и Х, 


то о [| К) 4х мы должны разсматривать какъ предфлъ, къ. 


“25 


которому стремится сумма 


Г а» | д... 
| т, 1, 


«ры в ее Г Г(<) ах, 


В 
когда количества е и, стремятся къ нулю. Этотъ случай 
впрочемъ ‘приводится къ предъидущему, если раздфлимъ 
промежутокъ отъ 2 до Х на н$5околько другихъ. 


`` 
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Новое доказательство формулы Тейлора. 


4712. Разсмотр$ не опредёленныхъ интеграловъ снабжаеть 
очень простымъ и очень изящнымъ-доказательствомъ Формулы 
Тейлора. 

Пусть будутъ 4 и й два данныя количества, # перем%нная и 
Де-й — $) хункшщя, которую мы предположимъ для зна- 
чени $, заключенныхъь между Ои #й, непрерывной вм$ст$ 
5 2 ея первыми производными. Если означимъ черезъ 
(и — 8, Р’(8--№ — 8)... послвдовательныя производ- 
ныя Функши (1-й —), взятыя относительно перем нной 
д--й—& то интегрироване по частямъ дастъ 


$ $ | 
[ гечь-в И ( о-ь НЕ 


9 


ле 2 : 1 
[ Га — = | ИЕ НАЯ 5%, 


: Е” о Ш — | ТУ ( к 7 
[Г гечь-о м= ъе+ь-и+ Ре +®— 955% 
ааа < ооо ооо ооо ооо е о И ооо ооо о ооо ое оо э ‚ 2 

ч +'—? 

(1— и о 
т а Е о 


4+ —14 ; — 


| | $ 
ых ь п—1 __ п еее бб 
223.20’ т” 9+] ме ЕЕ В 


Сложимъ веф эти равенства, потомъ сдлаемъ # = и 34- 
МЪТИМЪ, что * > 


} 


‚ 


Г. 


[ геь-ой=ге+ь— 1) 


0 


получимъ 


й йе | р”—1 а 
(1) А А Г’ (5) -- та / (4) ..: я — т) и (х) -- Ви» 
ГД» | | | 
о | {"—1 
_@ _ в= ое 


Л ...®— 1 
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Формула (1) приводить къ ряду Тейлора, когда ‘усломя, 
относяппяся къ непрерывности, выполнены и когда оста- 
токь В, стремится кь нулю по м8р$ того, какъ # возра- 
стаетъ. Формула (2) даеть выгражев1е В,, которое часто бы- 
ваеть полезно, и изъ него мы можемъ вывести то, которое 
‘было выведено въ $ 106. ДЪйствительно, изъ Формулы (2) 
имфемъ ($ 463) | 


р” 
= 5. оао, 
гдф О есть количество, заключающееся между самымъ боль- 
шимъ и самымъ меньшимъ изъ значевай, принимаемыхъ 
Р° (%-+%—5), когда $ измёняется оть О до й. Ироизводная, 
о которой идетъ р$чь, непрерывна, поэтому она приметъ 
значене Ц для значенля (1 —0)й количества № заключаю- 
щатося между О и Й; сл5довательно имфемъ __ 


ря 


Интегрироване помощью рядовъ. 


443. Творвмлд Г. — Пусть будетв вии. и, +... ряд, 
котораю члены суть непрерывныя функии перемънной 1. 
Предиоложимъ 0ядз сходящимся для всъхъ значенй х, за- 
ключенныхь между 2 и Х, назовемз через -}(1) сумму ряда 
и черезз т, значенще остатка, который получим, козда оста- 
новимз 1я45 на п члень; предположим» сверхь то, что 
мы можемз найти такое число, чтобы для всъль значенй 
й, превышолющиль, это число, остатокз 7„ быль меньше ка- 
#010-нНибудь числа ев, даннало наперед; тозда ряд 


/.; “ 


будетв также сжодлиййся для всъжъ значешй х, заключаю- 
щижся между ху и Х; кромъ тою онз будет имтыть суммой 


4) % +]. ош ае + [| и, ах. 


о ` 0 


интераль [ А) о. 
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Въ самомъ дфлф, такъ какъ х заключается ‘между Хи 
Х, то ПОолоЖиМъЪ 


{1) Г(®} = о 9, НН... Е Чифь - 7; 
будемъ им$ть 


(9) "т 4х = Г пуд + и, и... - с ар-- +. 4; 


20 20 то о 
но ($ 463) 
27 ? и: 
1 7» ах — и 4х — Ри (5 — №), 
#7 25 Ро 


гдф р, есть количество, заключающееся между самытмъ мень- 
шимъ и самымъ большимъ изъ значенй, принимаемыхь 7, 
когда 2 измфняется отъ %, до Х; сверхъ того 7, по пред- 
положеншю уничтожается для и —= ©; поэтому тоже отно- 
сится и къ р», и мы слфдовательно’ имфемъ _ | 


М : 
т ’„ах = 0 для п =о; 


го 


поэтому 

С 2 Пе | х 
(3) (<) ах =Г ‚4х -- а -- Г ига... ; 
` о то >” го *’ о 


что и доказываетъ изложенное предположение. 


_ 414. Т ворвмА Ц. —Пусть будет щи +и.-+...10я05.. 
20тораю члены суть функии перемънной х непрерывныя 
075 Х = 1 00 %=Х, и который приближается кз опре- 
Фьленному предълу #1 Если р 


14, 
ах 


иметь выполненными условя теоремы Т то онё имтеть 
‘суммой Ё’(хт). | 
о. Ч, Чи, . 
Действительно, такъ какъ рядъь „’+Ра„+ ... пред 
полагается сходящимся, то означимъ черезъь Е(1) сумму, 
къ которой онъ стремится; будемъ имфть 
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и, д, ди 
—_— ре 98 2 -- 
це) дх  Чх ‘ах '’’’’ 


откуда, на основани предъидущей теоремы: 


[ Юм -[ ие д 2+9 Е : 


или означивъ черезь и® значеше и, для = 4, будемъ | 
иМТЬ 


Г Е (2) а = (и — №0) (и — 6) .... 


Но рядъ %-+и,-+и,-+ ... стремится къ предёлу (1); по- 
этому имфемъ | | 


7 


[ Е(2) ах = Г) 0154. 


а взявъ дифзхеренцаль, | 
| Е (2) = (2), 
что и доказываетъ изложенную теорему. 


415. Теорема 1 даетъ средство выразить помощью ря- 
довъ интегралы дифФеренцаловъ. 

Предположимъ сначала, что для значешй хх, заключен- 
ныхъ между О и Х, хункщя /(2) разлагается въ сходящийся 
рядъ по хормул$ Маклорена; будемъ им$ть 


Га) = ГО) ОГО +.... 


Если об части этой эхормулы умножимъ на 4х и если 
потомъ возьмемъ интеграль между предфлами 0 их, то на 
основани предъидущей теоремы Пек ИМЕТЬ 


Ул Па ФОТ ОО +..., 


‚ это же есть ничто иное, какъ тормула Маклорена, приложен- 
ная КЪ ФУНКЩИ Г 1 (2) ах. 


Вообще, если хункщя /] (5) опред$ляется только помощью 
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разложевая ея въ рядъ, такъ что 
Г(х) = а + ая. а ..., 


то не только будемъ имфть (\ 413) 


Г (дал = аж - а и. =. 


^ 


но сверхь того Г ХТ (2) 4% будетъ въ одно время съ Х(2) 


непрерывная Функщя отъ 1. Это вытекаетъ изъ ре 
предложения: 


Если рядз, расположенный по цълымз и восходящим сте- 
пеням5 дъйствительной или мнимой перемънной 2, стодя- 
цайся для всъхь значенй 2, которых модуль не превышаете 
В, то онз имъетз суммой функимю от 2, которая непре- 
фывна для ттьшь же значення 2. 


Въ самомъ дфлЪ, означимъ черезь (2) сумму сходя- 
щагося ряда 


а 2 - а. -+..., 


черезъ Ф, (2) сумму я первыхъ членовъ и черезъ $, (2) оста 
токъ. Можно взять такое значене я, чтобы для этого зна- 
чентя и для большихъ значенй модуль ф„ (2) оставался меньше 
даннаго количества К. Для этого: достаточно # взять такъ, 
чтобы 


и В" -- а ВИ +... <, 


гдф а, есть модуль @, и В какое-нибудь значене меньше 
_В; это услове можеть быть выполнено, потому что, такь 
какъ данный рядъсходящийся, когда то4. 2 = В, модули его 
членовъ образуютъ сходяшийся рядъ, когда той, 2< В. 

Для всоякаго модуля р<В’ т$мъ болфе будемъ имЪть 


от р" -- аи, р" НН... < В, 


а такъ какъ модуль 9, (2) меньше этой суммы, то онъ 0у- 
деть меньше К. | 
Теперь пусть е° И +1 два значеня перем$нной, имзю- 
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ш1я модули, заключающиеся между нулемъ и В’. Им$емъ 
(2 -- й) —/(2) = [2» (2 = й) — 7 (2) | Е [Фа (2 - й) ыы в (2); 


такъ какь полиномъ ®„(2}., есть непрерывная Функщя оть 
2.ито можно предположить модуль й достаточно мальтиъ для 
того, чтобы модуль $, (2+1) —®, (2)-былъ меньше #. Оверхъ 
того модули %, (2-1), $, (2) сами собой меньше #; сл$дова- 
тельно модуль 


Пе == 


будеть меньше 8; поэтому этотъ модуль есть безконечно- 
малая въ одно время съ модулемъ й; другими словами, хунк- 
ця 1 (2) непрерывна. 

Эта теорема, которой доказательство мы заимствовали У 
Брло и Буке, будеть дальше намъ служить для доказатель- 
ства. согласно этимъ геометрамъ, одного важнаго свойства. 


416. ПрРимвры. — 1) Оть дфленмя имфемъ 
1 
т -+ 2" 
рядъ второй части сходящийся для значенй 4х, заключен- 
ныхъ между —ТГи —-1; если умножимъ данныя равенства 
на 4% и возьмемъ интеграль отъ 1 = 0, то будемъ имёть 


и -.. 


27 27 
атс фа 7 = т... 
для воёхъ значешй х, заключенныхъ между —Ти -|- 1* 
Эта Формула существуетъ также для д = =1 (\ 121), по- 
тому что рядъ второй части остается сходящимся; такимъ 
образомъ имфемъ 


т т 
4— а 7 


`2) По хормулБ бинома, для вохъ значенй 2, заключен: 


ныхъ между —Ти -+1, имЪемъ 
| ое 1. р 5 
Уд" =1 +5 и а Та 6” нЕ .’.; 


умноживъ об$ части на 4х и взявъ потомъ интеграль отъ 


92 ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНТЕ. 
2==0., получимъ 


17 1.384 3.5 
атс 312 = 5 Га 45 ани... 


Формулу, существующую для значенй 1, заключенныхъь 
между —Ти +1, а также для х = --1. Одфлавъ х=1, 
будемъ ни 


У 


ь 
| 
Е 
ко! 
©л>| = 
ии 
ак 
2 
= 
№ -— 
я 
34| == 
ть 


411. Часто случается, что хункщя } (1) разлагается раз- 
личными способами въ оходящийся рядъ; въ этомъ случай. 
нужно выбрать такое разложене, которое предотавляеть въ 
данномъ вопрос$ большия выгоды. Раземотримъ, напримрь, 
эллиптическй интегралъ перваго рода 


в ах | 
ИТ — 2 Ут №’ 
0 


гдЪ$ радикалъ взятъ съ знакомъ - и гдз Ё означаетъ ко- 
личество меньшее единицы. По Формулф бинома имфемъ. 


Е И 1 
аб”? 8 


умноживъь об$ части на И ВЗЯВЪ ПОТОМЪ интегралъ 


ь°. 


— НН 
отъ 1 = 0, получимъ 


Чл 1 Г  2?ат 
ттт ати отек де. ——щ— А’ | — 
И жУ1-— та И1— 2 2 /] 1 — 2? 
0 :; 0 
х 
1.3, сах | 
Ти ИЕ“ 


Также для эллиптическато интеграла втораго рода имжемъ 


вах __ Г ах: 24 _ 
] Ут — 2? ут о Л ут== 1! 5 " т 
о 
1.3 | ‘ат 
—— Дл ее 
т: 4” И 
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Каждый изъ интеграловъ, входящихь въ предъидупия 
Формулы, можетъ быть опредфленъ помощью метода & 445. 
Ряды, находящиеся въ этихъ Формулахъ, очень сходящи, 
когда К маленькая дробь; но когда й мало отличается отъ 
единицы, то необходимо употребить друт1я разложения. 


Дифференцироване интеграловъ. 
478, Опред$ленный интегралъ 


зХ 
| то 
въ которомъ предфлы х, и Х разсматриваются какъ пере- 
м®нныя, есть хункц1я этихъ предфловъ. Очевидно, можно 
написать. | | 


> | Фо 
# = | ГО ах, ми и=— Гу (2) а, 
То | /х | 


потому что означенле, посредствомъ котораго представляемъ. 
перем$нную подъ знакомъ [ ‚ безразлично какое ни было-бы. 


Въ этомъ случа мы видимъ, что частные дизференщалы 
отъь # относительно Х и 4% соотв$тотвенно суть 


Г (Х.) ОХ, г (хо) Яо. 


х 


Если поэтому и разсматриваемъ какъ ФУункшЮ только 
перемённыхъ Х и 2%, то будемъ им$ть 


(1) _ ды = Г(®) 4Х — Г(ао) аль 


эта Формула прилагается къ случаю, гдё Х и 4% незави- 
симыя перем®нныя, и къ тому, гдф Х и 2, хункщи едной 
или нфоколькихъ другихъ перем Знныхъ. 

Если хункшя (5) содержитъ количества а, 6,..., 
разсматриваемыя какъ перемённыя, то нужно будеть при- 
‘бавить ко второй части хормулы (1) частные диххеренщалы, 
относяппеся къ этимъ перемннымъ, и мы будемъ имФть_ 


ди г д 
(2) ди = Г (Х) 9Х — Г (о) аль + 5% ие @-. а; 
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намъ остается показать, какъ получается каждая изъ част- 
о и 0% 
ныхъ производныхъ :5 5 ‘`` Которыя должны быть 


взяты: такъ, какъ бы 125 и Хх независ$ли отъ перем$нныхъ 
а, 6, 


Дифференцироване. подъ знакомъ. Й 


479. Разсмотримъ интегралъ . 


и= [г Я, 


и предположимъ, что хункщя 1(%) содержитъ количество а, 
разсматриваемое какъ перем$нная. Мы нам реваемся отыскать 


производную о, поэтому на основаши предъидущаго нужно 


предположить предфлы т, и Х независящими отъ а. 
Чтобы сдфлать очевидной перем$нную @, означимь че- 


резъ Е(е), Е) зункшю (1) и ея производную и Да- 
димъ а 'приращене Ло и означимъ черезь Ам соотвфт- 
ствующее приращене и; будемъ им ть 


ди = [Ее +424=- Ром 


д аа | 
=) [Е («+ 42) — Е (2)] 4х. 


Если Функщя /(2) или Е(а) остается непрерывной между 
предфлами интегрированя, то ($ 14) 


К (« + 4-х) — Е (=) = Ах Е (а х -- 0 Да), 


сд 6 есть количество, заключающееся ‘между 0 и 1; олБдо- 
 вательно въ этомъ предположени имфемъ 


^Х _ 7 
= | Е’ (х + 0До) 4х, 
хо | 


переходя же къ предфлу, для Аа = 0 имфемъ 


ГЛАВА ИП. = 95 
ИЛИ 
и ОТ (т 
=— = Г Ем 0х. 
^ шо . | 
Если поэтому Фхункщя }(5) остается конечной между 
предфлами интегрированя, то мы получимъ дизФеренщаль 


ди з 
5 фа, если произведемъ диффхеренцированле относительно @& 


подъ знакомъ [ . Но нужно замфтить, что это правило мо- 


жетъ быть не вфрно, если, противно нашему предположе- 
ню, Функця 7 (42) обращается въ безконечность между пре- 
дфлами 2 и. Х. ь 

480. Можетъ случиться, что намъ нужно взять дихфе- 
ренцлалъь неопред$леннаго интеграла относительно перемн-. 
ной, отличной отъ той, къ которой относится интегри- 
 роване; этоть случай приводится непосредственно къ предъ- 
идущему. Пусть будеть, въ самомъ дфл$, неопред$ленный 


интегралъь [ ‚7 (2) 4х; можно написать 


Й 2 (2) аз = [ ео 


_ пусть а одна изъ перем$нныхъ, отъ которой зависитъ }(2), 
будемъ имЪть. 


9 ЛР) 1 __ "ОЕ 9. 
д — —) д а 


до 
НО Такъ какъ С есть произвольная постоянная, относительно 


1, то тоже относится и къ . поэтому имфемъ 


0 ГГ (2) а _ Г9Ё(@).. 
_ = [55 ах. 


Интегрироване подъ знакомъ [ 
\ 
481. Раземотримъ опредфленный интегралъь 


р =» (2, «) ах, 
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въ которомъ }(%, «) означаетъь Фхункшю перемённыхь хиа 
и въ которомъ предЗлы 7 и Х. не зависятъ оть «. Количе- 
ство # зависитъ отъ 2, отъ Х и оть &; но мы его станемъ 


разсматривать только какъ Фхункщю отъ а. Положимъ сна- 
_ чала. 


а 
Г гб», 5)’ 4= = Е (о, *) 
“7 
гд$ нижний предфль « есть какое-нибудь опред$ленное ко- 
личество, потомъ | 


р:< 
р= (Ес, 2) а. 
уг 
На основави того, что мы видфли въ предъидущемъ 
параграз®®, если Функщя Ё (4, %) остается непрерывной между 
пред$лами интегрирован1я, будемъ имЪть 


х Хх 
0% =|[ ОК дн (4, «) ©) аа — т (2, «) аа 
у 2 д _ то 


х 
0 


ИЛИ 


0% 


& — — 
де’. 


а такъ какъ'о уничтожается для «=, то будетъ им$ть 


[=== о, 
Да-а 


Эта Формула выражает следующее предложене: 
Чтобы взяти р между предълами чу, а произ 
веденёя интерала Г 7 (®, ®) ах на 4%, достаточно умно- 


жить ео подь знаком [ на аа и интерировать произве 


дешще между предълами ч%, “. 


‚ГЛАВА п. 91 


_ Но, мы дояжны повторить, это требуетъ, чтобы Фтнк- 
{. х 
Я Й (т, а) 4х оставалась непрерывной между пред$лами 


5, Х перем$нной д. 
То же предложене можно выразить еще такъ: | 


Если требуется интерировать дифференилале 
_Ё(х, г дж 


между соотвътетвующими предълами х,Хич, а, то 
интезрироватя можно произвести в какомз уюдно порядиъ, 
если только предълы каждой перемънной а ц х не зависять 
0т5 друой перемтнной. 


` 


Дальше мы увидимъ геометрическое объяснене только- 
что полученнаго нами результата. 


0бъ интегрировани дифференшаловъ, зависящихъ отъ иБеколькихъ 
независимыхъ перемфнныхъ. 


482. Интегрированае дифференшаловъ, зависящихь оть 
нфоколькихъ перем$нныхъ, легко приводится, какъ мы сей- 
часъ покажемъ, посредетвомъ теоремы ‹ 419, къ интегриро- 
ваншю дифхеренцаловъ одной только перем$нной. 

Всякая Фхункшя н%$околькихъ независимыхъ перем$нныхъ 


1, у,г...., №9 имфетъ дихференщалъ вида 

1) г. Х ал Уду- 7 аг+... + бац -- У 9, 

гдф Х,У,..., 0, У хункши перемённыхъ 2, у,2,...,\, %.. 
Но обратное не имз6етъ.м%ста, и чтобы предъидущее уравнене 
было дифференщаломъ хункщи перем нныхъ #1, 9,2,...,и, ® 


или, какъ говорятъ также, было точнымз дифферен- 
лаломз, необходимо, чтобы были выполнены нфкоторыя усло- 
вя. ДЪфиствительно, если выражене (1) есть диоференщаль 
Функции ®, то будемъ имЪть. 


ды 
Е Х, 


00°. д’ 99). 00 00 

ди 9. — == ... == 0, д _ 
разсмотримъ два какля- нибудь: изъ этихьъ уравнен1й, напри- 
м%ръ: 


СвРРЕ, Интеть. исчисл. 


—4 
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[01% 9 ®; 
д% — К, ду — Е}. 


взявъ дифференциаль перваго относительно у и втораго — отно- 
сительно 2, будемъ имЪть 


09 9х 0" дУ 


0%0у 0%’ дд 97 
‘и сл$довательно 
0% _ бу 
ду 0х’ 
Отсюда заключаемъ, что если выражен1е (1) есть точный 
дизФеренщаль, то необходимо имфемъ 


о, 2, С 

ду 0%’ 92° дд’ '`'? 9% д 

0% _ 02 ду _ 9у 

(2) 02 0%’ *'''’ 0% 90%’ 
00 _ 0% 

00 ди 


Число условий (2) равно числу сочетами перемфнныхъь 
х,у,г,... по два; когда им$емъ только дв независимыя 
перем$нныя, фи у, тогда выражене (1) есть 


_ Х#-У ду, 
и ‘условя (2) приводятся только къ одному 
хх. 
ди 0%. 


483. Мы сейчасъ докажемъ, что, обратно, когда условя 
(2) выполнены, то существуетъ такая хункщя ® независи- 
мыхъ перем$нныхъ 1, (у, 2,...,\и,%, что 


3) бра ве . + Оди- У 4%. 


Общее выражен1е всфхъ хункшй ®, допускающихь в 
частной производной, относительно 1 есть 


1 Я; 


(4) ® = Х и - ®,, 


20 
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гд% @, означаеть какую-нибудь хункшю перемённыхъ 
у, 2,..-.1, %, не содержащую 2. 
Нужно такъ опред$лить ®,, чтобы 


9% Сы и де _ - 00 РР 
д ба У. ом 


По теорем$ $ 419 имфемъ_ 


72.4 
подотавивъ же вм$ото -— тождественно равную Функц и по- 
ду 


0у 
лучимъ 
до _ (ду г — 00 
99 Че д Ту Тб Ту 


гдф ХХ, означаетъ Функц Х, въ которой х замнено че- 


0% 
резь 2. Такимъ образомъ, чтобы г обратить въ У, 
[1% 


нужно и достаточно, чтобы ди. = —,. Функщя 9, опредБ- 
ляемая Формулой (4), И уравненлю (3), если 
Функщя ®,, зависящая только отъ перемфнныхь 9, 2 
и, %, удовлетворяетъь уравненю | 


9 


5) а®, = У, ди- 1, а2+...- 5, ди- У, 4%, 


гдз У, (....., О0., \У,, суть значешя, принимаемыя 
У, 7, ..+, 0, У для =. 

Поступивъ съ Формулой (5) такъ же, какъ мы поступили 
‚0Ъ Формулой (1), найдемъ 


у 
Я, — Г а ду -|- О 
Е В 


48, = 7. а +... + О. ди -- У, @%, 


гдз /,..., 0. У, суть значеня, принимаемыя 7,..., 
О, У’ дал а--йри 9 Чо. | 
Очевидно, что, продолжая такимъ образомъ далфе» 
а + 
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получимъ слфдующее выражен1е искомой Фхункщи ®: 


у я Ух 
е= Е, у. + || 7, а... 
Уо 


р, 6. ‚+ || У„—, 90 - С, 


5 


(6) 


гдф ‘есть число перем$нныхъ и гд$ каждый индексъ $, 
которымъ снабжены буквы У, ,...,0, У, указываеть 
на то, что нужно $ первыхъ изъ перем$нныхъ 2, 9,2,..., 
%, © замфнить ихъ значемями #1,. У, 2,..-,%. Буква О 
есть какое-нибудь количество, не зависящее отъ перемённыхъ 
ху 2...) и, %. 

Разсмотримъ, наприм$ръ, случай двухъ перем нныхъ д иу 
и пусть 


(6) р (2, у) ах $ (х, у ау 


данный дифференцаль. Интеграль, взятый такъ, чтобы онъ 
уничтожался для х=%.. У=у., будетъ имфть значешемъ 


и 


(7) | 


484. Розыскане интеграла дизхеренала, содержащаго 
п независимыхъ перем$нныхъ, приводится, какъ мы видимъ, 
къ й# интегрированямъ, относящимся соотвфтственно къ 
и перемфннымъ; очевидно, что эти интегрированя могутъ 
быть произведены въ какомъ угодно порядк$ и это зам$ча- 
н1е не неважно. Такимъ образомъ интегралъ дизхеренщала 
(6) дается выраженемъ (7), но онъ также можетъ быть 
данъ выграженемъ 


р (в, у) аа + | з(аь зам. 
: © о 


0 


2; 


У 
(8) ф (х, у) ау о (х, 9.) 4х, 


чо то 


которое уничтожается какъ и первое для =, У = У. 
Сравнивъ между собой эти два выражевя, получимъ 


я 7; 


| г 7 | 
| ? (2, у) 4х — |] ф (м, 4) Чи — о @ у) 4у — Г т, (т. Й 44, 


=о 20 | Уо 


ИЛИ 


ЛАВА |. | 101. 


НЯ 


(9) и (1, У) —? (2, %)| 4х = Г. [+ (2, у) — $ (м, 9)] ду, 


Формулу, ро м сто а двухъ ФУНкЩИ $(х, 4), $(%, Ч), 
подчиненныхь только одному ‘условию 


0 (2, У) _ 9% У) 


(10) — д’ у. 0% 


Интегрированте дифферениталовъ въ случаб мнимыхъ перемБнныхъ. 


485. Чтобы пополнить теор1ю интегрирован1я диъхеренцаа- 
ловъ, намъ остается разобрать случай мнимыхъ перем $нныхъ. 


Пусть будеть г =2-у У —1 мнимая перемфнная и 
Т@Ф=р@, У 9 


данная Функшя этой перемнной, гдз 9(5, У) и $1, у) 
означаютв дЪйствительныя Фхункщи дФйствительныхъ пере- 
ифнныхъ д, 9. Если Функщя (2) имфетъ опредленную 
производную, то ($ 3717) 


0 (ру _ у У __ ФУ 


9% ду ’ 04 — дм. 
это же показываетъ, что выражевая 
р `(, у) 42 —$ (п, у) ау и У (а, у) а» & 3 4 
суть точные дифхеренщальт. Если возьмемъ сумму этихъ 


выраженй послф умножевшя втораго на У —1, то най- 
демъ, что 


|? (2, У+УИ— ТУ (&, 9] (Ч -+ 499 У-—П=Е(@) 42, 
откуда сл$дуетъ, что /(2) 42 есть дихзеренщаль Функщи 
перем$нныхь д и у. Поэтому имфемъ такое предложенте: 


ТЕОРЕМА. — Дифферениале Кг) 42 допускаеть инте- 
араль, кода 2 есть мнимое, точно такз-же как и въ том 
случаь, вода г есть дтйствилиельное. 


Услов1я, для того чтобы выражене 
Х дд У ЧУА4е-...- : 4+ У 
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было точнымъ дизференщаломъ въ томъ случаф, когда 
х, у, 2, ... означаютъ мнимыя перем$нныя, очевидно т% 
же самыя, что. и въ случа$ дфиствительныхъ перемфнныхъ, 
и правило, изложенное нами въ ых. 483, прилагается ко вофмъ 
‚ случаямъ. 


_ 486. ПрРимврЪ Г. Предположимъ, что отыскивается инте 
граль дизхеренцлала 


И 70 
до = дл — а, 
&— 9: уе” 
ЗдЖсь имфемъ 
№ = рН ЕЕ ет ыы. 
(1—9 У (9-5 
1? 1 
У — — = 
у %— 9. Уч Е АТ 
Г ха -ме-и- 5 
у. ›-4 4 — 108 (У — 106 (67% “одели. 
уу = ВУ уз + 08 (20 = 9) 
уу 
ое ь-— 108 ® — %) 
0 (2—9) 5 № У/› 
откуда 
гу У 1—0 
о бе 0 О 
: у х— У 5 о Ти“ | 
или просто 
о" оС, 


х— 9 


гдз С есть какая-нибудь постоянная. 


481. Примвръ ПЦ. — Предположимъ теперь, что тре- 
буется отыскать интеграль дихференщала 


42 — (и + 2) 42 -+ @-+ 2) 9+ @ +9 4. 


Зд$сь имфемъ 
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Х =у- 2, У =е-х%, Да = 5 + 9; 
[ хе =о-+ 2—2. 


| 


е/ 


о 
$) 
Г у.ду = @+ ду @ууь 
$0 
эй 
50 


2,49 = (о + уда — (о + уе; 
откуда | 

О = 92 -- 22 + ху — у —- 2, — 2, -[ С, 
или проще | 
О — 492 -- 2х -- 4 - С, 


гдф С есть произвольная постоянная. 


Опредфлене значенй н5которыхъ опредфленныхъ интеграловъ. 


488. Существуеть громадное число опред$ленныхъ инте- 
граловъ, часто встрёчающихся въ приложеняхъ Анализа и 
которыхъ значеюмя могутъ быть опред$лены безъ употреб- 
лен1я рядовъ. Мы сейчась покажемъ различныя дЪйствя, 
которыя можно употребить въ розысканяхъ этого рода. 

Замфтимъ сначала, что опред$ленныйи интегралъь 


Г Г (2х) ах 


*7 т 


получится всегда непосредотвенно, когда умфемъ выразить 
неопредфленный интеграль дизференщала 7 (1),4% посред- 
отвомЪ извъестныхь Функц, потому что, означивъ этоть 
интеграль черезъ “Е(2) + с0п8{., имфемъ 


“ Е (4) 9х =Е (®-—Е (4). 


то 


Нужно дать нзоколько прим$ровъ этого перваго дфйствя. 
1) Им$емъ 


| дате _ 6% ое 
т Пх = ——— - с01%., Г. ах = ——— - с0п35., 
т 1 | я а (1 
о 1, Я 4х дм“ | 
———< = - атс (айе — -- с01$., - ——-—— = агс 9 - -- соп$6. 
та а баг | ие-—х а а Г в” 
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положивъ @>0, получаемъ 
1 ай 1 
[ дт д = Т е—“* ал 
0 т 1 0 < 
ТВ т № м Иа 42% ет 
ож. а" а р. ие 
0 *: 


2) Им$емь ($ 450) 


/ 


@ с0$ бх — 
| е—9* соз бхах = — е—® о бо 9 -- с0п$%. , 
а“ -- 0 
: м | „ ям мб 
| ‚ @—“* зщ блах == — ее“ 21.1 -- соп$ь, 


предположивъ @>0, получаемъ 


> 


Ре РЕНИ СИ 
(2) }. е—4* с03 64 4% = я 
(5). | е—“* за бх ах = ВЕ: - 


о | а -- 0" 


3) Въ $ 456 мы дали значеве интеграла [ 30” д 9 
для случая, когда и есть цфлое положительное число. чет- 
ное или нечетное. Если возьмемъ этотъ интегралъ между 


предфлами 0 и 5, то будемь имфть слфдующя гормулы: 


(4) Г" ар 1:80. Юм 
НЕ Зо. 
5) Г’ сниЗв _ 2. 4.6... 
. И ++! дах = 57 57... +П" 


Нужно зам тить, 


} 
что эти интегралы соотвётотвенно 
обращаются въ 


6057 д ах, Г 05+ 6 
0 


№ | # 


}. 


жогда измфнимъ 2 въ ие, а также въ 


д7" ео Г д": 4х 
ИТ — 2? “} ут 


ГЛАВА ПП, 
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когда измфнимъ $15 въ х ах ВЪ ут к. 
4) Мы нашли ($ 454) 


: та м с05"—! 
[ 311” д с05" д 4х = = 


п—1 т п— я 
юля Ник. | 5 х с05*"—? 4х. 
Предположимъ й и и цфлыми положительными числами ий 
, 


п>1; взявъ интегралы между предЗлами нуль и -, будемъ 
ИМЪТЬ 


к 


[. м 605° ха = к 5107 % с05"—* д ах. 
0 


Замфнимъ послдовательно и черезъ 2 и ап +1, гв буква 
п постоянно означаетъ цфлое число; на основаи предъиду- 
щей Формулы имфемъ 

- Е а 
Й $10” рии х Чл = па тт та 5107” д ах, 


а А 
СЕТЛСЕТОЕ 


т 
< вру С 5107 05 д 4%; 
интегралъ диффхеренцала зш’” х с08 х ах есть 


к 


ю] а 


9 
Й 1” д со" д ах = 
0 


шея 
г 1 -- с015$$.; 


поэтому имфемъ 
ее 
я 1 
Й 510 а 
и сл5довательно, второй изъ Ара 
иметь значенемъ 


интеграловъ 
а 


Что же касается другаго интеграла, то, если напишемъ 20 
В | 


2. | 
мфото т, на основании Формулы (4) будетъ имЪть 


Г. 1.3...2@т— Вх! 
(7) { $1037 д 605” д 4% = 
‚’ 0 | 


1.3... 2 8—Тх, 
2.4.6... (2т- 9”) 9’ 
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нужно замфтить, что интегралъь Формулы (6) обралцается въ 


ю] 25 


{ 5107-11 05 д ах, 
(( $ 


п 
когда изм$нимъ 1 въ 5 —@. 


о И ы а 
| реки ВЪ которомъ р есть Положи- 


489. Интегралъь 


тельное число, меньшее 1, имфетъ конечное.значен1е; этотъ 
интеграль, изсл$дованный Эйлеромъ, играетъ больигую роль въ 
теор!и опредфленныхъ интеграловъ; онъ можетъ быть полу- 
ченъ, какъ мы сейчась увидимъ, посредетвомъ простаго раз- 
смотр$н1я рацюнальныхъ дифференцаловъ, | 

Означимъ черезъ ти и два таюмя цфлыя положитель- 
ныя числа, чтобы т< и, и разложимъ на простыя дроби 
рацлональную дробь | 


я 2 
1 а 227” 


Если положимъ 


®;,. — 


% 


то корни уравненля 1-2” = 0 будутъ представлены формулой 
е-уУ-=1, гдф мы должны дать Ё значеня 0, 1, 2,..., (и—1), 
и сумма Т, двухъ простыхъ дробей, отв$чающихъ сопря- 
женнымъ корнямъ е1®+У-*, в %уУ-—1, будетъ 


т РЕ ВЕ у е(®т-|-* ) $, де е `(®т--*)?, г. 

8 | #— ежу # —6 ФчУу-". 
_ — (@- 60554) 0$ (2т -- 1) р + чае 5 (т Пк 
р (2 — 032) * -Е 11 9% 


Если возьмемъ интегралъ дизференцала Т, 42 между пре- 


дЖлами 2 = —Диз= 1, то получимъь 
| 
зв’ 2 а 
| оф | (1 — <059%)* - з11* 9% 
у "ТГ: че = —5 со (82% -- 1) 2, 05 (И вов". ет 7, | 
р. : | р ! ул а 052, у -- 05 й. 
+ эт (2 -- Т) 2% [го чт ву» ^ + агс бат о гы. Й 


1П 
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если заставимъ 0 стремиться къ безконечности, то логариемъ въ 
предъидущей Фхормулф въ мн уничтожится, и 00$ дуги‘ 


круга приведутся каждая къ 5. потому ‘что $. «т. Поэтому 


имфемъ 


$ 
Пий Т,4е = п зщ (2% + 1), 


— © ` 


= если сдлаемъ: 


то будемъ имть 
| 5 (+ | 
(2% +1) 2, = Ф-Т), Пт [ Т,4е = = эш (2+ 1)м 


Теперь имБемъ 


д #2т 


трат = ТЪ НТ, НТ... НТ 


поэтому 


-- 277% „ 
[ Теряя ==т [Бы + 5 3 +. „эм (2% — 1х. 


‚ Если сумму между скобками, содержащуюся въ этой гор- 
мулф, умножимъ на 23 а, то получимъ произведеше, равное 


_ (1 — с059«) + (08 9= — с08 4) +... -+ [60$ @* — 9) « — с05 «|, ` 
т. е. равное 


1 — с05 2% ® =, 


такъ какъ баны т--1) т. Такимъ образомь, 1 подотавивъ 
вместо я его значене, получимъ 


-® дот п 
аа 42 = 
а ВВ | (2% *. 
51 п 
\ 2 
Интегралъ, значен1е котораго мы только-что нашли, есть 
сумма двухъ слБдующихъ: 


— 
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° ж2т фе < 42?т фе 


и ———_ 9 
ее" о 1 -- 2" 


которые равны между собой, потому что ихъ элементы по- 
рознь равны между бобой. Поэтому въ нашей формул инте- 
грирован1е можно начать отъ нуля, если только им\емь 
двойной интегралъ. Такимъ образомъ имфемъ 


® 9 п2зт 12 п 


У 12. миЕЕН 
и [м 
ВР 


Перем$нная 2 остается теперь положительной, поэтому 
мы сдфлаемъ внесенле 


И ПОоЛОЖИМЪ 


предъидущая Формула аа ВЪ. 


‘д т 
8) р 
: 1-х — зтря. 
это же есть результатъ, который мы желали получить. 


Формуле (8) была доказана въ томъ предположении, что 
2т%-1 
27 
гдЪ ти п цфлыя числа. Но об$ части этой гормулы, оче- 


видно, непрерывныя хункщи отъ р, а слёфдовательно он$ 
имфють мФето для всфхъ значеми 1, заключенныхъ между 


нулемъ и 1, потому что можно образовать неопред$ленный 


рядъ рацщональныхь дробей, имфюЮщихъЪ видъ м отре- 


число р, заключенное между нулемъ и 1, имфетъ видъ 


У 


мящихся къ предфлу., равному р. 


490. Точно такимъ же способомъ можно опредлить инте- 
гралъ 
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фу: ф означаетъ но заключенное между нулемъ и 1. 


0 
Если изм$нимъ 2 Въ —, @% въ — =’ то предёлы интеграла 


3 


обратятся ВЪ с и 1; но эти предфлы можно перемфетить, 
измёнНИВЪ знакъ интеграла, это же дастъ 


р ше 


4 — ыы 
1 1—%. 


ах; 


поэтому, сложивъ эту Формулу съ предъидущей, будемъ имть 


1 
.) аа ВЕ ДР ФР 
=. 


о 


ИЛИ 


1  — — ХР 
% — 


гдё тип пфлыя числа. Если употребимъ подстановку 
х = 2", дл = 972°7-—1 4, 


то получимъ 


9 эр а — 29% (4—р)— 
рр 4 


количество, умножающее 42 подъ знакомъ Г , есть раппональ- 


ная хункця, которой оба члена четной степени, потому что 
2ир, по предположению, есть цзлое нечетное число. Отсюда 
слздуетъ, что интегралъь можно начать отъ — с ‚если только 
возьмемъ половину. рен такимъ .образомъ будемъ 
имЪтЬ 


ре Г --® ® вр—1 ЗВ 23" Ее" р 
$ 9.” фи" | 


Значеня 2, двлающия безконечною ращональную дробь, умно- 
жающую 42, суть 
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гд$ число Е имфетъ значевя 1, 2, 3,..., (и—1). Если 
назовемъ черезъ Т, сумму двухъ ращональныхъ дробей, 
отв$чающихь сопряженнымъ корнямъ, даваемымъ предъиду- 
- щимъ уравненлемъ, то наидемъ 


кт 
яп — 
8 


И ре 


2 — воз" —- 5108 — 


откуда сл$дуетъ, что 


Е 
> 51 — а . 
| Т, 4е = ма Ар” = а; 
—° 8 — ©0905 — ы 
| С =") ++ 8т* — ет 
Кл ® Ся Г“ [4%] 
если ПоложЖимЪ 2 — 608 —— — 1 зш >, то интегралъь второй 
| ь ь + о 
части этой Фхормуль: обратится въ. ти’ и сл дователь- 
| `п ИЗ * 
но, онъ равенъ 5 + Или м. Поэтому имфемъ 
4 - 
ка с 603 (2% — 1)р* — с03 (2 
Й И ов дви вай 
Ао | 2 тр 


Дадимъ теперь Ё значеня 1,2, ..., (и— 1); сложимъ ре 
зультаты и зам тимъ, что 


0$ (9% — 1)р* = — 603 рт, 
такъ какъ 270 есть цфлое нечетное число; будетъ им$ть 


# = лс0бр т, 


ИЛИ 


| р 
9) —— о ы псофрл, 

о. 1—х 
Формулу, существующую для возхъ значен1й р заключен- 
ныхЪ между 0 и 1. 
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Нъкоторыя сл детвя изъ предъидущихъ формулъ. 


491. Только-что полученный нами результатъ приводитъ 
къ Формулф, выражающей разложене тангенсовъ въ рядъ 


изъ простыхъ дробей. 
т 2 


| В—1 — 
Дйствительно, если Функцю ^ ^__^ помощью алге- 
| 1-2 = | 


браическато дфлевя разложимъ въ рядь, то будемъ им®ть 


ТФ 
Р-Р я 
— дт--РЫ— ‚ВИ =) . 
] и У, 2 
2 — од $ 


умножимъ 0обф части на 4% и возьмемъ потомъ интеграль 
отъ (0 до 1, получимъ 


т— 


К 1 1 | 
ета = Ур - ит в) 
0 


0—0 


поэтому, на основами Формулы (9) предъидущаго параграха 
имфемъ 
5 рН —> (та) на 


1-р ТР \1— 1+ 


а положивъ посл®довательно рт==ди== 5; — 1, 


сое = ( . ВЫ. ЗИ ЗС Е 5 -5=:)- 
д \"-бх п-х/  \9=— 2-4 | 
/ \ 
ме в) + 
Ро УГ 212 


гдв р заключается между 0 и 1, нашь анализъ предпола- 
гаетъ, что Въ предъидущихь Формулахъь 4 заключается 


между 0 ит или между ви и 5; но Такъ какъ обф части 


каждой Формулы очевидно допускаютъ перюдъ т, то эти Фор- 
мулы имзютьъ мфото для какого угодно &. 
Такъ какъ 


ы 
60566 # = = р мшво 2 + 56055 


1! 
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то предъидупия Формулы даютъ 


_ 1 / 1 А Де ®* 1 \ 
Е ен. у-ва) +... 


измЪнивъ же д въ _ — 2. 


Нужно. замфтить, что эти послёдн!я Формулы вытекаютъ 
также изъ гормулы (8) \ 489, потому что эта послфдняя 
легко можеть быть приведена къ виду 


дР—# —2 
Г ит ° Дт = - В 
о ТЯ. пря 
492. Формула ВлаллисА. — Въ & 488 мы вывели 
значене опред$леннаго интеграла 


и] 9 
ри 
— ‚= | 10” 7 ах 


для того случая, когда 9) есть цфлое положительное, четное 
или нечетное число. Очевидно, что этотъ интегралъ уменр- 
шается, когда 1% увеличивается, потому что элементы зш” 1 45 
т$мъ болфе, чЪмъ т менфе; поэтому, означивъ черезъ ий 
цфлое положительное число, имемъ 


Ио < Чи —. И ои— 4, 


т. е. ($ 488) 
`9.4....9%0 1.3. Е . Жт— 2) 
35...08 1< в. < ВРУ в т —®— 1 
ИЛИ | 
924466 9—2 2 2% 
5>1'3'8'5°5'7``и— 19 198 ЕТ’ 
п 294466 2—8 ри: 


Отношене‘ вторыхъ частей предъидущихъ неравенств 


_ равно т и оно имжетъ пред$ломъ единицу, когда й стре- 
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мится къ безконечности, поэтому имфемъ 


12.2.4466. 0—2 жт—2 9 ка, 

8—1‘ 85578 ж 19—10 =). 
Это и есть Формула Валисса; ‘далёе мы будемъ имёть случай 
сдфлать ея приложение. | 


Приложене дифференцированя и интегрирован!я подъ знакомъ Г КЪ 
отысканю н5которыхъ опредфленныхъ интеграловъ. 


493. Когда опред$ленный интегралъ, котораго значене 
извфетно, зависить отъ одного или н$сколькихъ параметрозъ, 
то посредствомъ диъфФеренцирован1я или интегрированя отно- 
сительно параметровъ можно вывести новые интегралы. Мы 
осейчасъ дадим Ъ н$околько примровъ. | 

1) Имфемъ (\ 488), положивъ я>0, 


1 


“ ах НЫ 


| - и 
ох #8 


взявъ же и разъ дихференщалъ относительно а, получимъ 


? 


} 


"1.2.:3`...п.@х _1.3.5... (8 - Пт 
(де = он" 9’ 
откуда 
5 ах _1.3.5...(%-—-Ю * | 
{1 . ф (нЕ _ 9.4.6... 9 Е 


2) ИмЪемъ ($ 488), предположивъ « положительной, 


© 
нае ] 
Й с а р =, 
4 


0 
взявъ жея — 1 разъ диъфхеренщаль относительно а, получимт, 


{2) | о" ЧЕ Е — ааа 
0 


[24 


‚Если въ этой хормул$ предположимъ « = 1, то будемъ им$ть 


© 


(3) [ с‘ 7—1 д1=1.9.3... (® — 1). 
| | 


СЕРРЕ. ИнтегР. исчисл. | | 8 
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494. Бозьмемъ снова Формулу 


т аи Я = ы 
0 Хх 


которую мы только-что разсматривали; умножимъ ее на (4 и 
возьмемъ потомъ интеграль отъ «=0 до «==а; такъ какъ 


& 


—0 РЕ 
Й е “па ыы зи 
ь ий 


то нолучимъь 


4 | В бань Ви 
(4) | о 


и, сдБлавъ 6 —1, 


| ё® е Е 0. СХ ` 
(5) ,} г НЫЙ 
0 


Мы нашли ($ 488), предположивъ «>0, что 


Е. т д 
| е` 9* с0о5 бхах = —— 
[6 и 


“>. 


е “зо бхах = 
Й а 


 Умноживъ 06$ эти Формулы на 4а и взявъ потомъ инте- 
нахь отъ д=] до а=9, получимъ 


— 9% 2 
(6) Г ея Вы 605 05 41 = 5105 т т ыы 


у! Г Е Веб аге ‘ап Я ге {а Г 
(т) |" 1 — в мое, 


гд$ / ид каюя угодно положительныя количества. 

Предположимъ въ ФормулБ (1) 6 положительнымъ; тогда» 
если сд$лаемъ } =0, (= ®, втерая часть этой Формулы 
обратится въ —, и мы будемъ имфть 


Боя 


(8) | [ = рх вы 
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очевидно, что если 6 отрицательное, значене интеграла бу- 
п | 

деть — 5. 
495. Предъидущая Формула имфетъ большое значен!е въ 

томъ отношенши, что даетъ геометрамъ средство облегчить 

трудныя изысканя. Если въ ней замфнимъ 6 черезъ «+5, 

потомъ черезъь а — 6 и предположимъ диф положительными 

и а>6, то получимъ 


Г зи (@ 0) дым ЕО 
7. к 4 = 


9 


Оложивъ об эти зормулы и потомь вычтя вторую изъ 
первой, найдемъ 


“ти ах с0$ 6х п т 6х созах 
о ВыывиНибЕ о. ——- — ал =6. 
2. Н 


Но эти два интеграла выводятся одинъ изъ другато посред- 
ствомъ перем$щеюя буквъ ди; поэтому имфемъ 
2 [” пах с036х 
(9) = О 1, — 1 или —=0, 
п, Чй 
смотря по тому, будеть ли а>6 или а<6; количества диф 
сверхь того предполагаются положительными. Если 6 = а, 
то первая часть хормулы (9) обращается, на основавн!и хор- 


мулы (8), въ — п х, т. е. въ 5. 


Такимъ образомъ мы имфемъ прим ръ зункщи двухъ пере- 
изнныхъ ди 6, существенно прерывной, значеше этой хунк- 
цли постоянно равно 1 или нулю, когда 4 и 6 положительныя; 
мы сейчасъ покажемъ приложен1е Формулы (9), которое 
относится къ опредБленлю новаго опредЪленнаго интеграла 


496. Возьмемъ снова Формулу 


" [у 
е ‘®зш бах = =. 
Г эт 6245 = рр 


с05 6 
р 46, получимъ 


\ 


‘умноживь ее на 
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$ зш 6х с036 46 аа д. — 6080 46. 
Г 6 | а? р 6 


интегрируем» теперь относительно 6 отъ 6 =0 до 6 =; 
‚въ первой части можно будеть произвести интегрирование 


подъ знакомъ Г ‚ а такь какъ множитель в “* 4х въ инте- 


гралф относительно 6 есть постоянная, то будемъ имфть 


ы д, В ыы ый с080 46 
Й |= | р и. РЕ 


Интеграль относительно 4 въ первой части можетъ быть 
разложенъ на два: одинъ получится, если возьмемъ интегралъ 
отъ 1==0 до 2 =, другой, если возьмемъ интеграль отъ 
1 —1 до д = ©. Но, когда х<1, множитель 


Г 5т 0х гы 2, 


 _ 
на основами =ормулы (9) ($ 495), есть нуль, и тоть же 
множитель равенъ _, когда х>1. Поэтому предъидущая $ор- 
мула приводится къ 


ы 27. _ Г 608046 
— е 4« = | аа 1 


а такъ какъ | е > 
1 ` 


И а существенно положительная; если же сдфлаемъ 
$ —= ах, 4`= а4х, то получимъ 


“ сосахах т _— 
10 : [ —_—-|-—_ ;-8@ ой 
(19) < Та 78 


это же есть та Формула, ‘которую мы предположили вывести. 


491. Мы разсмотримъ еще опредфленный интегралъ 


№ ое < а 
[ е "4х. который составляетъ часть класса тЪхъ, теортю 


- © 
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которыхъ мы разовьемъ въ слБдующей глав$ и значене 
котораго можетъ быть легко получено, если надлежащимъ 


_ образомъ приложимъ интегрирован1е подъ знакомъ | ‚ Поло- 


ЖИВУ 


А == Й 2" Чх, 


очевидно будемъ имфть 
А =8 [ е—= 4х. 
- ы : 
`Еели сдфлаемъ 
Х=еь 4=« 
ГДЗ @ постоянная, то получимъ 
Я 
0 
и, умножая на 2 в“ 44а, | 
А-а? 4х = 4 | [с—ая (1-2) х д] 48. 
0 


Интегрируемъ теперь обЪ части этой Формулы относительно 
%, ОТЪ «==0 до «=; въ первой части будемъ имЪть 


2 А Г е—1* {о или А*; 
0 


что касается второй части, то интегрированле относительно ' 
« можетъ быть произведено подъ знакомъ [ ‚ а такъ какъ 


неопредфленный интегралъ диххеренщала 2 в“) а да есть 


ее ВЕГ.. - 
— тя 601086, то результатъ интегрированя будетъ 
2" 2“ д. Т 6 $ 

о =‘ =". акимъ образомъ имземъ 


А* = л, 


и слБдовательно 


4 — | Г с—=' д1 = И ^. 
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498. Исходя изъ этого послфдняго‘ интеграла, можно 
получить друге, которые надлежитъ изложить. Наприм®ръ, 
если а означаетъ положительное количество и если зам нимъ 


д черезъь х\/а, 4х черезъ 4х У а, то получииъ 


р к 
аз) Г" еше У 


РА Уз 


Взявъ дихФереншаль этого послЗдняго уравненя и разъ къ 
ряду относительно а, будемъ имЪть 


Г ая п даа о ое т (2% — 1) о @+») 


и, сдфлавъ @ = 1. 


+= ь. ИИ 
(13) | г =" ах = У* Е = 8. у 

Если означимъ черезь @ дйствительное, положитель- 
ное или отрицательное количество и если въ формул (11) 


х измнимъ въ х-Е а, то пред$лы интегрирован1я останутся 
т5 же самые, и мы будемъ им$ть 


> И — 


если двойной знакъ въ первой части зам$нимъ сначала черезъ 
+; потомъ черезъ — и возьмемъ потомъ полу-сумму резуль 
‚ татовъ, то будемъ имфть 


ы 
или, измнНивЪ 4 въ 4 и @ ВЪ —, 


| =- © ‚ тя пух ьь 
(14) \, [ А ал = У* в" 
ый 2 7 


Формулу, существенно предполагающую 272 положительным?- 
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0 переход5 оть дЪйствительныхь количествъ къ инимымъ. 


499. Когда дв$ хункщи равны между собой для всЪхъь 

дфйствительныхъ значенй перемнной и когда он объ раз- 
лагаются въ`оходящеся ряды, расположенные по цфлымъ 
восходящимъ отепенямъ этой перемфнной, то коегфищенты 
при одинаковыхъ степеняхь равны между собой въ обоихъ 
разложенияхъ; если же. ряды остаются сходящимися, когда 
предполагаемь перемфнную мнимой, то равенство обфихъ 
Функц будетъ необходимо существовать. Это разсмотр$н1е 
позволяеть получить значенмя н%$котораго числа новыхъ. 
ФУнкщй. 
_— \Возьмемъ снова, наприм$ръ, Формулу (14) $ 498. Оче- 
видно, что обф части этой Формулы разлагаются въ сходя- 
плеся ряды, расположенные по цфлымъ степенямъ, и что 
эта сходимость не будеть нарушена, если и замёнимъ черезъ 
#И— 1; поэтому будемъ ИМВТЬ 


\, Г” т о 7 п С х? т 
—т? 2 Е 
ь Го 60$ 275 4% = > 
можно заставить интегралъ начинаться отъ нуля, если 


только раздфлимъ вторую часть на 2, и мы такимъ образомъ 
‚имфемъ 


Г = 9? 


С об? к 2 
| 2“ ” Е: бы 
т 7) 


_Чтобы дать новый примфръ, возьмемъ хормулу (12) $ 498, 


тд а есть положительное количество: замфнивЪъ въ ней Уа 
уе т (1%), получимъ 


+= ы 
Г © а-я фу = т >); 
06% части этой Формулы “разложимы въ сходяциеся ряды, 
расположенные по цфлымъ степенямь а для вобхъ дЪйстви- 
тельныхъ значешй а, заключенныхъ между— 1 и--1; сверхъ_ 
того эти ряды остаются очевидно сходящимися, когда а 
означаетъ мнимое количество, модуль котораго меньше 1; по- 
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этому предъидущая Формула будеть существовать въ томъ же 


предположени. Пусть я =рИ— 1, гд$ р дзйствительное ко- 
личество, меньшее 1; будемъ им$ть 


+ < ый) тж 
| ее У —* та ах ОСИНА 2. 
-.. _ ТАТРУ-Ь 
_@а-вИ-—ПШУ”т. 
9 (1-Е 2°) 


‘сравняемъ между собой дЪйствительныя части и мнимыя, 
получимъ | 


+ — ый ик И- 
12 —0*) 27252 "= — ———— 
Г. бе со; (2х) ах т 28 


=> | о Ил 
—(3— 02}? 27? ст И НЕЕ в ЗЕЕ 
|. е `(*—2') т (20017) 4х т 2 


или, положивъ (1— р) т? =, # ри” =, 


Г е—#2" с0$ (%4*) 4х = Уч ие. 


ип = У 
Г. е-в=* эт (уд*) 4% = \/5\ У- БЕН Ея Е. -- > 


эти Формулы полагаютъ №0. 


Формула Коши. 


500. Пусть 2 == ре?У=1 мнимая перем$нная и } (2) хункшя 
этой перем$нной, остающаяся непрерывной и им$ющая 
опред$ленную производную для всфхъ значений 2, которыхъ 
модуль не превышаетъ даннаго количества В. Им$емъ 
42 = е® У д + ИУ — 1 ре? У-* 4, 

и слёдовательно | 
[ (2) 42 = + (р, ®) 4р Е У, в) 4%, 
сдзлавъ для краткости 
ее УГ бе УТ) 
ф (2, ®) = И — 1 ре®У-—* {(резУ-\). 
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Мы видфли (\ 485), что это выражеше Г (2) 42 есть точ- 
ный дифФеренщалъ Фхункщи двухъ независимыхъ перем%н- 
ныхъ рис; поэтому, означивъ черезъ ро и о как1я-нибудь 
начальныя значеня рих, имфемъ 


(р, — 9 (руд) [4 = (| 9,2) — $ (ео) |4. 
р. ты < 


Мы возьмемъ р, =0 и напишемъ я вифсто ®); сверхь 
того, такъ какъ Функция Л (2) остается непрерывной для зна- 
чей 2, которыхъ ‚модуль не превышаеть В, интегралы 
предъидущей хормулы будуть имфть конечныя значеня, 
если сдЪлаемъ р= В, ®=«-2т. Но наше предположенте, 
относящееся кь непрерывности Х (2), содержитъ услове, 
чтобьт эта хункцая имфла одно и то же значен1е для ® = и 
« —= «--2 п, ГДЗ р остается то же самое. Отсюда сл$дуетъ, что 
первая часть нашего равенства есть нуль; сверхъ того Функ- 
ця $ (р, ®) есть нуль для р==0, такъ какъ У (2) не можеть 
быть безконечност1ю, поэтому просто будемъ имЪть 


2 к-р а 
| ф (В, ®) 4 =0, 


ИЛИ 

"в е” "(в егУ—*) дь = 0, 
или еще 
(1) к и. Г (7) аз = 0, 


гдф / имЖетъ значене 


2 = ВеРу-*. 

Формула (1) отличается только видомъ отъ той, которую 
мы вывели въ & 382, и анализъ, который мы здфсь ввели, 
имфетъ то же основане, что и тотъ, который мы употреб- 
ляли въ поименованномъ параграФх. Если означимъ еще 
здфсь черезъ Ё (2) зункщю, остающуюся непрерывной и 
имзющую опредфленную производную для значений г, коте- 
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рьыхъ модуль не превышаетъ В, черезъ х дЪйствительную 
или мнимую постоянную, которой модуль заключается между 


О и ВБ, то въ зону (1) ($ 382) будемъ въ состоянш по- 
ложить 


по =, 


и эта Формула обратится. въ 


ап--< 
Й й В [Е(2) — К] 4 =0 


7 — 
ИЛИ 
(2) _Е@) ОВ до ды = [^^ => >. ЕР); 
Но 
ВЕ ма ЕЕ. РИ Йа 
а АВЕ ЛЬ ПМ у 


сверхъ того, если Т не есть нуль, 


от ут хто рэт-га ме 
| ут о га В” к 4 = —_ О; 
поэтому ы 
аа у о- де ("г 9 жк 
—— — —— ——_ Вы ИВ ° до: 
[. _2 = ыы {. мы Е Вы.) а д — 


модуль ъ, уничтожается для р =, и мы олёдовательно 


имфемъ 


Формула (2) поэтому обращается въ 


1 г 2-я и 


(3) о =. |. Е (2) 4». 


д — 


Эта хормула Коши не отличается отъ Формулы (12) $ 384, 
изъ которой мы вывели разложение хункши Е (5) въ рядь. 
Диззеренцируемъ ее |» разъ относительно д или, если угодно, 
относительно модуля 1; диъъеренцироване во второй части 
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можеть быть произведено подъ знакомъ |. ‚ имы будемъ им$ть _ 


44) Е() (2) =1.2.. 


эп--а 
1 ва [ _ 22), 


(2 — 2) — же 


Для д =0, Формулы (3) и <), написавъ Ве/— вм%ото А, 
даютъ 


1 р р 
(5) Е (0) = РЯ. р Е(Вегу— аъ, 


+ 


опа че шк. % | 
(6) Е (+) (0) =1.8...№8 № = { с У—щЕ(Ве?уУ —дь. 


Наконецъ, если обозначимъ черезъ 1х постоянную и если 
Формулы (5) и (6) приложимъ къ хункщи Е (2) = Ё(%-2, 
то, написавъ 7 вм$ото В, будемъ имЪть 


| ты 
п) = =. (р + те У ь, 


7-2 а 


(8) — Е®@)=1. 2..5 р с РУ Е а + ге У аъ. 
Формулы (7) и (8) существуютъ для всофхъ тфхь значенй 
7, для которыхъ Фхункщя Ё (5 -+ те*У-—*) остается непрерывной. 


501. Предъидуция хормулы позволяютъ опред$лить гро- 
мадное число опредзленныхъ интеграловъ; мы сейчасъ дадимъ 
примфры. 

1) Пусть будетъ 


1 


а 


эта Фхункшя остается непрерывной для вофхъ значенйй в, 
которыхъ модуль меньше 1. Формула (5), если сдБлаемъ 
а — 0 и предположимъ В<1, поэтому дастъ 


Фо 
О ЗИ: - ВЕ 
хч 1. 1 — Вему- 
"(1 — В сз) + УВ шо ‚, 
5 1—9 В с0$ ® + В* : 


откуда, сравнивъ дфйствительные и мнимые члены, получимъ 
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“<  ] — В с05 о РР 
1—9 В созь — В” 9" 
те УП © 
Й Вор. 


Нужно замфтить, что эта послФдняя Формула очевидна; 
диствительно, элементы интеграла, отв5чающие значен1ямъ 
®, сумма которыхъ равна 2т, равны между собой и про- 
тивныхь знаковъ. Что касается первой хормуль, то она 
перестаетъ быть точной, когда В>1, и въ этомъ случа ея 
значен1е есть нуль; дЪйствительно., имфемъ 


1—2 00а 
1 — В 605 ® В 


1 —9В созе + В? Г ы. 


1 — > 60$ ® —- ы 
ВТ 
Если это тождество умножимъ на йо и если потомъ возь- 
мемъ интегралъ отъ 0 до 2=, то первый изъ интеграловъ, 
въ предположеми В<1, первой части будетъ равенъ 2м, 
второй поэтому есть нуль, и мы имфемъ 
зп 1 
1 — = 60$ ® 
В 
ее ВЫ 
1 в 60$ ® -- =. 
В В} 
о : 
въ случа$ В =1, интегралъ, очевидно, равенъ т. 


2) Пусть будетъ 
| | Е (2) =е?; 


хункцая Е (2) остается непрерывной для какого угодно 2, и 
если сдЪлаемъ `« = 0, В = т, то Формула (5) даетъ. 


Г ст с0з ф-т вт Фу —1 до — 9 п: 
Г д... 
откуда 


5 
Г 6" °°° ® с0$ (2% 31 в) 4е = Эт, 
0 


к. | 
[ ст 508 ® за (т зщ в) йе == 0; 
9 


элементы перваго интеграла принимаютъ одни и т$Б же зна- 
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 чевя, когда даемъ ® два дополнительныя знамен!я до Эт; 
слфдовательно, если остановимъ интегралъ на ® — т, то бу- 
демъ имЪфть половину полнаго значен1я; другими словами, 
имжемъ — 


и" 
[ т 05 (7 81 в) де = п, 
о. 


Формулу, которую Нуассонъ получилъ съ другой точки зр*- 
шя въ ХХ номерЪ Журнала Политехнической Школы. 


3) Положимъ еще 
Е (2) = 105 (1+ г) = 108 (1 + ре? У-1), 
ГДд$ ® заключается между —пи--т. Если сдфлаемъ 
1+ а = хефУ-—*, 
то будемъ имБть 
1+ 2608 ® = 605 $, рп о = $, 
откуда 


и =МТ- 9 р е0зо Е 2", 4 = аге {ао рати _ 
=У1-- 2р605 о -| р", $ = ие 


Функця Е (2) непрерывна ($ 315) только въ томъ случаЪ, 
когда р меньше 1; тогда соз $ постоянно положительный и 


уголь $, заключающийся между — эи-+ 5 5 вполн$ опред$- 


ляется своимъ тангенсомъ. Если поэтому предположимъ 
В<1, то ие (5) дастъ 


“бов ++У= 4 =0 


+ 
|. 105 (1 + 3 В с0$ ® + В*) 4ь =0, 


На | 
|. ( (атс фато. : ин. -) де — 0. 


\ 
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Употреблене опредленныхъ интеграловъ для выраженя коэффишен- 
товъ рядовъ, расположенныхъ по синусамъ или косинусамъ кратныхъ 
перемфнныхъ. 


502. Опредфленные интегралы 


К" К 


(1) | 0812 с0$.] х ах, Г шах ах ах 
0 е7 0 


оба обращаются въ нуль, когда фи 1] означаютъ цфлыя не- 
равныя числа. ДЪйствительно, если возьмемъ ихъ сумму и 
ихъ разность, то найдемъ 


эй | 5 
(3) | -] с0$ ($ — Л) х ах, | с0$ ($ 1) х ах; 
< > 0 о 
очевидно. что эти интегралы равны нулю, потому что 
60$ (*—1) дах, соз (3-7) 4х суть диъференщалы Функщй 
зш (7—2 зш@-/Ля 
®—7 +7 
которые уничтожаются для д==0 и для д = т. 
Но если имфемъ 71 =%, то второй только изъ интеграловъ 


ке п 
(2) уничтожается, а первый приводится къ [ (у или къп; 
| 0 


поэтому оба интеграла 

|] у) < 
(3) - Г 605$ $Х ©0537 дах, | исх зшух ах 
т Ло п 0 


равны единицф или нулю, смотря по тому, будутъ ли цфлыя 
числа $ и] равны между собой или неравны. Это заключе- 
н1е предполагаетъ однако, чтобы не были $=/= 0; въ 


этомъ случа первый интегралъ (3) равенъ 2, а второй 
есть нуЛЬ. 


503. Теперь пусть будуть / (2) и Е (5) дв Функции отъЪ 27, 
и предположимъ, что мы знабмъ, что эти Функщи но 
въ сходящеся ряды слфдующимъ образомъ: 


(4) Га) = 5 Аь + А, с0оз Ж-- А, сз 8х -... - А; со ж-..., 
(5) Е(2)=В, ша- В, зт2х | В, зт3а-... + В;зтея-...; 
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намъ остается опредфлить коэфФищенты, это же нетрудно 
_ сд$лать сл$дующимъ способомъ. 


а | 
Умножимъ Формулу (4) на — 60812 4% и возьмемъ потомъ 


интегралъ отъ 0 до м; на основав1и предъидущаго, вс$ члены 
второй части проистекшей Формулы будуть нули, за исклю- 
ченлемъ члена, 


‚8 г" | и 
А,х= | 605$ 1 605$ д дм, 
" 0 
который равенъ А.; поэтому имфемъ 


рт 
(6) А; = -| Г (2) воз фл ах: 
по 


эта Формула существуетъ для 4=0, потому что мы озабо- 
тились первый членъ второй‘. части Формулы (4) означить 


1 | | 
 черезъ 5 А, а не черезъ А.. 


й 2-й | 
Умножимъ также Формулу (5) на - 3184 4%, и возьмемъ 


потомъ интегралъ отъ 0 до п; члены. второй части проис- 
текшей гормулы будутъ нули, за исключешемъ 


2 эт ы ы и ре | 
В; х- $1 $2 зщ ах, 
део 


_котораго‘ значене равно В: поэтому имбемъ 
т р и | . | 
(7) | в.= | Е (2) заох ах. 
ь д 0 


504. Изъ хункщий Х(л), Е(5), которыя мы только-что раз- 
смотр%ли, одна—четная, другая— нечетная; поэтому он$ со- 
ставляють частный случай перлодическихъ хункшй. Означимъ 
вообще черезь Е(1) хункщю, разлагающуюся въ сходящийся 
рядъ, расположенный по косинусамъ и синусамъ кратныхъ 
1; разложене будетъ имфть видъ 

1 \ 
(8) Е) =5 А. - А, с03х -- А, 0$ 9% +... А; в081&-... 
( ? : | 
-- В, зпх- В, зш ЖЖ... В; мая --..., 


коэФФищенты этого ряда опредфлить нетрудно. ДЗйстви- 
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тельно, мы знаемъ, что интеграль 


РИ 1 =" 
_ с0$%5 05.7 х ах, - | 311$ $175 ах 
п 7 о п о 


равны или единицф, или нулю, смотря по тому, будуть ли 
цфлыя числа $ и) равны или неравны; въ случа $=1=0. 
первый интегралъ есть 2, а второй есть нуль; мы также 
видимъ, что интегралъ 


о“ 
| $11$5 с0$7% ах 
0 


постоянно равенъ нулю. Теперь, если умножимъ Формулу 
1 "ее 

(8) на — с0з:хах, потомъ на — 1 4 4% и если послф этого 

возьмемъ интегралъ отъ 2=0 до х—=2т, то будемъ имфть 


} 


п 


Е(5х) соззх ах, 


ка 


(9} | Вин 
(10) - В; = | "Е 51и 22 4х; 
Де 1 о 


Формула (9) не дБлается невфрной для $=0, въ этомъ слу- 
чаЪ$ она даетъ двойное значене А,, члена независящаго отъ 
% въ разложенши #(т). 


Часто бываетъ выгодно вводить мнимые показатели Въ 
разложен1е ряда, который мы только-что разсмотр$ли. Такимъ 
‚образомъ Формула (8) можетъ быть представлена въ видЪ 

1—— ® 
Е(х) = У; А;с7У—*, 
1— — © 


тогда, если умножимъ ее на 5. е-®"У-—: 4х и возьмемъ потомъ 


интегралъ отъ 0 до 2х, то будемъ’ имЪть 


= 


51 7) УТ ад = У А В /. ву—й2У-1 ах; 


4——® 


интеграль Г = : 45 равень =, если ]=% Н0 ОНЪ 
0 | | 
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равенъ нулю для воёхь другихъ значевшй 1; слфдовательно, 
имфемъ | 


=. Г Еле ®У-1 ах, 
| о 


Формулу, гдЪ индексъ $ можетъ имфть вс$ цфлыя значемя, 
заключенныя между — оси о. 


Замфчаня на изм5нене перемфнныхъ въ опредфленныхъ интегралахъ. 


505. Пусть будетъ опредфленный интегралъ { ы 7 (%) ах. 


Если желаемъ подставить вмЪсто # другую рений {, 
такую, чтобы 


х = (9), 
и если сдфлаемъ 
Е (9) = /[2 (1 #®,. 
то будемъ имфть ($ 416} 


д „8 
[ Из) аз = (| Еф @ 
то $0 | 


тдф & есть значене $ отвфчающее х = 2. Потомъ, если 
сдфлаемъь х=Х.и если назовемъ черезъ Т значение #, отв$- 
чающее 1 = Х, то будемъ имЪть 


) ©. | х Т 
{1) + (д) 4х = Е(9) 4. 


Употреблеве этой хормулы требуетъ н%которой осмотри- 
тельности, чтобы не получить неточныхъ результатовъ. Когда 
Функщя $(7) не единственная, тогда можеть случиться, 
что, для получешя непрерывнаго ряда значеви 1, оть 
% до Х, необходимо употребить посл$довательно различныя 
опредфлешя Функщи $(Ё. Въ этомъ случа нужно умфть 
сдфлать измфнен!я перем$нной послфдовательными. 


506. ПрРимърь. — Очень простой примръ выяснить то, 
что было сказано. Разсмотримъ интеграль 
СиррЕ. Интегр. исчисх. 9 
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Хх фо 
и 1-- 28 
0 
гдз Х есть количество положительное. Мы вид$ли въ $ 446, 


что этоть интегралъь можеть быть приведенъ къ  эллиптиче- 
скому виду посредотвомъ подстановленя 


=", 
которое даетъ 
в =ё "(1-= Ут), и— == *УТ-В, 
9 ее... и 
И 1+ — ЗузуУр в 


Если желаемъ, чтобы д и $ обратились одновременно въ 
нуль, то возьмемъ для малыхъ значений # 


ЗИ ый 
8 —=& (1 ИТ В). 
| 
Перем$нная $ возрастаетъ отъ 0 до 1, х возрастаетъ въ то 


же время отъ О до 1. Чтобы перем$нная х приняла зна- 
ченая, превышающая единицу, нужно взять потомъ 


3 ы 
=. г. [1 ив. 
Если заставимъ $ измфняться отъ 1 до 0, то х будетъ во3- 
растать оть 1. до ©. 


Пусть будетъ Т значение $, блины ИХ. Вых Хх<Ь 
то также имемъ 


а) $ МИ НЫ ВЕ СИЕ В 
И1* ЗУ2/ Утв 
Но если х>1, то 


о Ге ря [т 4 __ 
УТ = ут ут т +зут/ — Ув 


можно нарушить порядокъ вы послёдняго интеграла 


} 
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второй части, нужно только изм5нить знакъ этого интеграла: 
ВЪ этомъ случа онъ ворахитея ВЪ 


я реа = = У -/ Е 


это же для случая Х>1 дастъ 


а __ 98 _ ___ @ 1 1” 4 


и ] уе -7з/ Утв -#7з. у 


мы видимъ, что эта Формула (2) очень отлична отъ хормулы 
(1), относящейся къ случаю Х<1. Формулы (1) и (2) даютъ 
одинаковый результатъь для Х —1. 


507. Посредствомъ подстановленя опредФленный инте- 
граль всегда можно привести къ другому, въ которомъ пре- 
дзлы интегрированля суть количества, выбранныя произвольно. 

| ь х 
Наприм $ ръ, если данный интегралъ есть [ 7 («) ах, тд х 
| © 
и Х — конечныя количества, и если положимъ 


иж _ Е а тт 
то 


тдФ $ есть новая перем$нная, % иТ какя ев конечныя 
количества, То очевидно будемъ имфть #=& для =, и 
{— Т для д = Х; слфдовательно, подстановлене даетъ резуль- 


тать вида 
х т 
Й (г) ав = | Е(® 4. 
Фо фо | 


Если употребимъ подстановленте 
—% _ 1-6 
Хи, ЕЕ 


то будемъ имфть #=& для = и НЕ Для. Юл. 
слфдовательно, наше подстановлене дасть 
9% 
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И Ех «= |. Е(Й ав, 


го 


в если возьмемь &==0, то будемъ имфть 


х И 
Г Г(2) аз = | Е) а 
о о 
Очевидно, обратное подотановлен1е приведеть интегралъ 


| Е (© ай кь виду Г © (с. 


508. Мы видфли, что опред$ленный интеграле можетъ 
быть написанъ наподоб1е неопред$ленныхъ интеграловъ, 
если только будемъ произвольно брать значене, отъ кото- 
раго начинается интегрироване. Мы можемъ прибавить, на 
основами предъидущаго, что неопред$ленный интеграль 
можетъ быть замфщенъ, безконечнымъ числомъ способовъ, 
опредфленнымъ. интеграломъ, котораго пред$лы могутъ быть 
взяты произвольно. Д%йствительно, пусть будеть неопред$- 


ленный интеграль |. 7(2) 4%; имЪемъ 


[пог = Г опоры. 


гдЪ С есть произвольная постоянная. Напишемъ, подъ знакомъ 


{ во второй части, а вм$ото 1, получимъ 


[ (2) аз = Г Де) 42 + С. 


[ а («) 4« есть опред$ленный интегралъ диъференщала 


УХ (а) @а, взятый между ‘пред$лами 5, и 2; поэтому къ нему 
можно приложить преобразован1я, о которыхъ было говорено 
въ предъидущемъ параграз$. 

Равсмотримъ, наприм$ръ, неопред$ленный интеграль 


| д’—*е-* ам, 


ВЪ которомъ 1 показатель % предполагаемъ положительным. 
Этотъ интегралъ равенъ 
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7 я 


Й д—1е Тах -- С или [ до 6 т* ЕО. 


0 0 
гдф С произвольная постоянная. Если положимъ 
| «х — 2, 4“ = 54, 
то получимъ | 
ь 4 | 


Г ди от д ет 


0 


или, вынеся 4” за знакъ [ 


= 
ИН { —1е д ть С. 
о 


Разсмотримъ еще эллиптическ1й интегралъ перваго рода 


| РОСИИ ОКИ ИИ 
Е ] УЯЕРа=ЕВ-/, УЧЕРЧЕРВ 
сдфлавъ, какь И ВЪ предъидущемъ прим$ръ, 
| | х =фх, 4х = #4 
получимъ 
| ] : Хх 
‚ уа-=2а- Рай) 
0 кратныхъ значешяхъ, которыя могутъ имфть интегралы, взятые 
между двумя опредфленными предЪлами. 


509. Въ & 466 мы доказали, что 


х т} | т. &. 
й Г(2) 2 = [| дада +}. Кое +... | 74% 


как1я бы ни были количества 1., 2.,..., 2—1» СЪ ТЪМЪ, Однако, 


что хункщя } (2) остается непрерывной, когда 1 изм5няется 


между предфлами каждаго интегрированя. Эта Формула, вы- 
ражаетъ, что интегралъь 


Г Г) ах 
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имбетъ одно и то же значен1е, какой бы ни быль способъ, 
посредствомъ котораго заставляемъ изм$няться перем$нную д, 
чтобы она отъ начальнаго значеня 525 достигла конечнаго Х. 
Это требуетъ только, чтобы хункшя }(1) снова прини- 
мала то же значене, когда х снова беретъ то же значенте, и, 
 сверхъ того, чтобы эта перемнная 1 измёнялась, непрерывно 
переходя отъ 1 до Х. Когда эти условя не выполнены и 
когда 1 переходить отъ 45 до Х различными способами, 
тогда интеграль можетъ имфть очень различныя значения. 
Отсюда, наприм$ръ, кратныя значення выражений 


атс зш Х, агс4атсХ, агезесХ, 


ъ 


суть ничто иное какъ значеная интеграловъ 


о Гм [Г 
И т = дУй-—Т 
И: 0 0 


эти интегралы зависятъ не только отъ значеная Х, но также. 
и отъ способа, посредствомъ котораго измфняется д, пере- 
ходя ОтТЪ редна О до предфла Х. Надлежитъ ни ДЛЯ 
этого нёкоторыя поясненля. 


510. Разсмотримъ сначала интеграль 


к 
Е. 
выспай предфль котораго есть какое-нибудь количество, 


заключающееся между —1 и 1. Заставимъ сначала д изм$- 
няться оть 0 до Х въ одномъ и томъ же смысл; радикаль 


И1 — 4? можеть быть взятъ сначала съ знакомъ + или ‘0ъ 
знакомъ — , по произволу; но такъ какъ этотъ радикаль не 
уничтожается въ промежуткБ отъ 0 до Х, то нужно для 
непрерывности брать его постоянно съ однимъ и тфмъ же 
знакомъ. Выберемъ знакъ-- и предположимъ, для ясности, что 
Х положительный; означимъ черезь « значен1е нашего 
интеграла, опред$леннаго такимъ образомъ, и положимъ 


ых 9 
у” 
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гдз скобки, которыя мы употребляемъ; служатъ для указа- 
ня на то, что х изм$няется постоянно въ одномъ и томъ 
же смысл, переходя оть предёла О къ предфлу Х. Пусть 
К значен1е, которое принимаетъ «, когда Х =-1; будемъ. 


ИМЕТЬ 
а 4 - 
7 
| Ра К 
ИУ: — = 
0 — 


Такъ какъ перем$нная х возрастаетъ отъ 0’до своего выс- 
шаго пред$ла -- 1, то заставимъ ее убывать отъ 1 -- до 0 и возь- 


ы ох 
мемъ между ЭТИМИ предЗлами интегралъ диффФеренщала ет 


° д 
именно: о, 
4 УТ — 


то интегралъ, о которомъ мы говоримъ, будетъ имфть зна-. 
чен1е —К, потому что его элементы будутъ равны соотв т-_ 
отвующимъ элементамъ съ обратными знаками предъидущаго 


имЪъ знакъ--, 


интеграла. Но такъ какъ радикаль /1— 1? уничтожается, 
то` естественно изм$нить его знакъ, и тогда будемъ имЪть 


0 
ал 
у ерриришуетиотисий =" К: 
| И) т 


перем$нная х снова обращается въ нуль; предположимъ, что 
она непрерывно изм$няется до т$хъ поръ, пока не достигаетъ 


у 


<воего низшаго предфла — 1: радикаль У 1 — 7 долженъ оо- 
хранять знакъ —, потому что онъ не уничтожается, и МЫ ОПЯТЬ 


потому что элементы этого интеграла и элементы предъиду- 
щаго порознь равны между собой и им$ютъ одинаковые 
знаки. | | 


Но ДЛЯ Х— =] радикалъ и 1—2? снова, уничтожается, 
и мы ему должны дать знакъ +, когда х возрастаетъь отъ 
— 1 до 0; поэтому будемъ им$ть > м 
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р ах 
| ] Е ие 

Ее р 
если же снова заставимь х возрастать отъ 0 до Х, то опять 
нападемъ на значен1е о. | 

Отсюда слфдуетъ, что если для перехода отъ 0 до Х 

заставимъ 1 возрастать отъь 0 до-+1, если потомъ заставимъ 
убывать эту перем$нную оть--1 до —] и если заставимъ 
наконецъ возрастать оть — 1 до Х, то интеграль 


4 _ 
Ут 


0 


будетъ им ть значене 4К-а. 

Если вм$сто того, чтобы поступать такъ, какъ мы только- 
что дфлали, заставимъ 5 сначала убывать отъ 0 до — 1, 
потомъ возрастать отъ —1 до + 1, далБе убывать отъ + 1 


до О и наконецъ возрастать отъ 0 до Х, то будемъ им$ть,. 
какъ это нетрудно вид$ть, 


А 


=|. = К 
речи ет — 7 
р: УТ 


и тогда значен1е налиего интеграла будеть —4К + «. БЪ 
этомъ случаЪ, какъ и въ предъидущемъ, когда 4 достигаеть 
_ предЪла интегрирования Х, радикалъ У1— 2? имфетъ зна- 
чене+/1— Хз. 

На основави этого мы видимъ, что разсмотрнный инте- 
гралъ будетъ имфть значене 


АПК + а, 


гдф я означаетъ цлое положительное или отрицательное та- 
кое число, что 1, измВняясь отъ 0 до Х, переходитъ черезъ 


свои т предфльх +Тир— 1 число разъ, равное абсолютному 
значеню я. 


ГЛАВА И, 137 


_Предположимъ, что посл того, какъ получили число == п 
разъ предзлы + 1 и—1, 2 снова получилъ значее нуль; 


въ этотъ моменть заставимъ его возрастать отъ 0 до +1, и 


ах 
_интегралъ дифференщала —— = относительно этого проме- 


жутка будетъь равенъ + К; заставимъ потомъ д убывать 
оть-+-1 до 0, имы опять будемъ имЪть соотвтотвующ ин- 
тегралъ, равный + К, такь какь др и У1— 4? вь этомъ 
случа отрицательные; заставимъ наконець 4 возрастать 
отъ 0 до Х, и такъ какъ радикаль У 1 — 4? не уничтожается, 
то мы должны сохранить при немъ знакъ —; сл5довательно, 
относительно этого новаго промежутка интегралъ будетъ — а. 

Поэтому, если для перехода отъ 0 до Х перем$нная 5 
однимъ разомъ бол$е достигаетъ одного изъ предёловъ + 1,— 1, 
_ ЧВМЪ. другато, то значене интеграла 


| + 
та У1— 4 
будетъ 


| к ' _ (4-2 К—« 
и когда д достигнетъь предфла интегрировав1я, тогда зна- 


чен!е радикала УИ1— 2° будеть—И 1—Х?. 
Мьт Си Х положительнымъ; но ‘очевидно, имЗемъ, 


м ув -] я ты 


если только послфдовательныя значен1я х, изм няющагося 

отъ 0 до —Х, будутъ соотвЪтственно равны значенямъ съ 

противными знаками х, измёняющагося отъ 0 до -Х. 
Изъ этого анализа слфдуетъ, что, если положимъ 


0 


фи У1 — <? будуть вполнф опредБленныя хункши пере- 
м®нной и и что эти хункщи будуть имфть перодъ 4К, ко- 
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торейй есть ни что иное, какъ окружность 2т. Мы нашли, сл%-. 
довательно, только хорошо. известные результаты; но все-таки 
было важно показать, какъ эти результаты могутъ быть вы-. 
ведены изъ раземотр$ня интеграловъ. 


и _ ал 1 
511. Интегралъ ]. гул — 1 Черезъ изыбнения & ВЪ д При- 


водится къ тому, который мы только-что разсмотр$ли, по- 


этому имъ не стоитъ заниматься; но мы должны раземо- 
трЪзть интегралъ 


` ах 


г сне 


дихФеренцалъ котораго ращональный. 
Положимъ 
Хх дл 
сы, +6 
‚ м ` 


гдё скобки указываютъ, какъ и прежде, на то, что 5 изм%- 
_няется отъ О до Х постоянно въ одномъ и томь же смыслф; 
пусть будеть также 
а __ 
а |. 


Чтобы перейти отъ д ==0 къ д=Х, можно заставить #7 
возрастать отъ 0 -- ©, перем$нить знакъ этой перем нной, 
заставить снова ее возрастать отъ — © до 0 и наконец 
заставить ее измёняться въ одномъ смыслЪ отъ 0 до Х; или 
можно заставить х убывать отъ`О до — ©, потомъ отъ - © 
до 0, и заставить эту перемфнную измёняться` въ одномъ 
смысл отъ 0 до Х. 
Если заставимъ сначала д возрастать отъ О до, по- 
томъ отъ — со до 0, то, такъ какъ очевидно = 


Г. Г т 


значен1е интеграла 
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С“ а< 

У, 1 -—- 2* 
будеть 2К а. сли, напротивъ, заставимъ 1 убывать оть. 
0 до — ®, потомъ оть-- оо до 0, то будемъ имть 


Е Е Г 4 ПбЦк 
Е: т —_ 
и сл$довательно, значен1е нашего интеграла будетъ — 2К в. 


Отсюда слфдуетъ; что этотъ интеграль будетъь имфть 
значенле 


ЗК -г «<, 


если только 1 измняется отъ 0 до Х, переходя черезъ об$ 
безконечности число разъ, равное абсолютному значентю ц$- 
`лаго числа и. Наконецъ, мы видимъ, что, положивъ 


42° 
и — Й ТЕ 2 
х будетъ вполнф опредфленная «ункшя отъ и и что эта 
Фхункщя будеть имфть перодъ 2К = т. 


О двоякомъ перюдф эллиптическихь функшй 


512. Предъидуция разсмотрён1я позволяютъ легко изло- 
жить основное свойство эллиптическихь Функции. 
Мы назвали элиитической ыы перваго рода ( ($ 485) 


_интеграль | 
Е Иж уе 


гдж №? <1: дихФеренщаль Те 
тельнымъ, пока перем$нная х заключается между — 1 
и-1. Интегрируемъ этотъ дизференщаль между пред$лами 
О и 1, предположивъ, что х возрастаетъ постоянно отъ одного. 
изъ предфловъ до другаго, и возьмемъ ‘радикальг положи- 
тельньыгии; означимъ черезь К такимъ образомъ получен- 


остается дЪистви- 


140 _ ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ. 
ный интегралъ, который Лежандръ назвалъь полнымз инте- 
раломз; будемъ имЪть 


‚ 1 ка | 
— ИИ 
0 
1 


. - ] 

Когда х заключается между 1 и + или между —Ти—- 
45 

Иглу 


тогда дизФеренщалъь мнимый и онъ равенъ 


произведеню ^ 
Г 


ах 
И 2 —1И1— 


на У —1. Интегрируемъ этотъ послёднй дифференщаль, 


заставивъ 2 возрастать оть 1 до > и взявЪъ радикалы положи- 


тельными; если назовемъ черезъь К’ такимъ образомъ полу- 
ченный интеграль, то будемъ им ть 


© 


1 


К 
К/ ине [ нее, ра 
Л Из —1ТУ1т— 
Нетрудно привести его къ предфламь 0 и 1; дёйстви- 
тельно, положимъ | | 
К =1— КА? или Е К =1, 
и употребимъ подстановление 


1 г а. 
— - —_ 1/32 И 
# = т И1 — АЗР, ах н ИТ = 
Предфлы интегрирован!я, относяшеся къ & будуть 1 и 0; 
если перемБстимъ ихъ между собой, изм$нивъ при этомъ 
знакъ диФференшала, потомъ, если вмфсто $ напишемъ 
букву 1, то получимъ 


К’ —= : ОИ 
УТУ. 


Модули К. К названы Лежандромъ дополнительными” моду- 
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_лями; равнымъ образомъ оба эллиптическе интеграла 
| .% 
45 'В ах 
Ут - жит -— и Иж 
о 0 
модули которыхъ й и А, названы имъ дополнительными функ- 


ями, а отсюда слфдуетъ, что К. и К’ полные дополнител- 
ные эллиттическе интещалы. 


— тату, УТ —- 25° = созаши, И1— #22* = Ааа: 


Пусть будетъ Х. значене 1, заключенное между —1и +1, ия ^ 
соотв тсхтвующее значене и, когда интегрируемъ, заставивъ 
х измфняться въ одномъ смыелЪ отъ 0 до Х и взявъ поло- 


жительными радикалы 1 — 2?иИ 1 — 22; будемъ имЪть 
о Х = япаш», УТ — Х = с0з аш», ИТ Хх — Аз =. 


- Предположимъ х > 0 и возьмемъ интеграль диххерен- 


4х | В 
шала, о. заставив Хх возрастать ОТЪ :() да 1 $ 
И1— 2 И1 — К 


потомъ убывать отъ 1 до нуля и наконець снова убывать 
отъ0 до — Х. Интеграль, относящийся къ.первому промежутку, 
равенъ ‘К; во второмъ промежутк® радикалъ И1- 1—2" 
дВлается отрицательнымъ, обративигись сперва въ нуль, 
и. соотв тотвующий интегралъ опять равенъ К; наконецъ, въ . 
посл днемъ промежуткВ радикалъ У 1— 2? остается отри- 
цательнымъ и соотвфтствующий интеграль 


а ат ь \ 

ИТ ИТ 1 
| м аа 
очевидно равенъ «. Теперь, замВчая, что У 1 — #?5* остается 


] 
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положительнымЪ, мы видимЪъ, что 
| — Х = вам 2К-|-»), 
(2) | ] —И1— Х2 = созам (2К - «), 
У1— #Х? = Даю (2К + 4; 


очевидно, мы получимъ т%-же самыя Формулы, если предпо- 
ложимъь Х<0. Уподобляя ихъ  предъидущимъ и написавъ 
вм$ото я, получимъ 


К. | зи ат (2 К - %) = — зтами, 
Че - ка 

9. _‹ свозаш (2 К + и) = — созати, 
ео Лам (2 К | ч) =Ааму. 


Такцие | "Фбрявозиь 311 а и с08 аши изм$няютъ только тогда 
Зная прибавляемъ къ перемфнной постоянную 2К; 
отеюда сл$дуетъ, что эти Функции не изм$нятся, если по- 
вторимъ это сложевне два раза; поэтому имфемъ 


3 ал (4К -- и) == зш ами, 
4) — 
с0$ ал (4 К. -- и) = созашщ и, 


это же выражаетъ, что зункши зташи и созаши ИМБЮТЬ 


перюдъ 4К; послфднее изъ уравневй (3) выражаетъ, что. 
Ааши имфетъ перодъ ЭК. 


514. Если значенле Х постоянно положительное и мень- 
шее 1, то предположимъ, что для того, чтобы перейти отъ 


| | 1 
О кь Х, мы заставили перемфнную 2 возрастать отъ 0 до т 


1 
и потомъ заставили убывать оть = до Х, причемъ радикалы 


У1—2’ иУ1 — #21? взяты съ внакомъ --. Отъ’ 0 до 1 
‘интегралъ дичеренцуала, 


ах 
Узун 75 


‚ВР | ож 
равенъ К; оть 1 до -- этотъ дизференщалъ мнимый и иметь 
значене | 


1 ес синее тр деи 
у ИУ ТИГ- 7? 
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радикалъь У 1 — #4? долженъ быть постоянно взять съ зна- 
комъ --, но знакь У 2 —1 неопред$ленный; мы свободны. 
его взять 60 знакомъ -+, такъ какъ У — 1 имфетъ двой- 

р 1 | 
ной знакъ. Отъ 1 до х интеграль предъидущаго дихзерен- 
щала поэтому будетъ КУ —1($ 512); если 5 убываетъ по- 

ь ть рю рт ь Ут 27 В ничто 
томъ отъ х до 1, то радикаль У 1 — #*4?, который уничто- 
жается, долженъ быть взятъ съ знакомъь —, и инте- 
гралъ, относящийся къ разсматриваемому промежутку, ОПЯТЬ 
будеть К И — 1. Остается заставить 2 убывать отъ 1 до Х; 
тогда дихФхеренцалъ снова дЗлается дфиствительнымьъ, ради- 
калъь /1— #4? остается отрицательнымъ, но ничто не 
опредфляеть знака У 1 —4?, который только-что перешель 
отъ мнимаго значен1я къ дфйствительному. Передъ этимъ 
радикаломъ я поставлю двойной знакъ ==, и тогда интегралъ, 
относящийся къ. посл$днему, нами разсматриваемому проме- 
жутку, будетъ. 

х 


м 
] (= УТ (- Ут Иж) 


такъ какъ Х<1 4х отрицательный и предъидупай инте- 
граль очевидно имфетъ значешемъ = (К—в). Такимъ обра- 
зомъ, когда 1 переходить отъ О до Х, идя по тому пути, 
который мьт допустили, тогда получимъ Е значене 
`котораго есть 


КК’ И 1 = (К — +, 


и мы имфемъ.о 


| | | Х = зпам [К + 2К’ ИТ (К —@) |, 
(5) У 1 — Хе = со; ам [К -2К’ И—1= (К — «|, 
— У1— 1х = Адаш [К Е 2К’У—1= (К — «|, 


_гдВ двойной знакъ = долженъ быть зам щенъ или черезъ -- 


или черезъь —; какой бы ни былъ допущенъ знакъ, мы при- 
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демъ, какъ это мы сейчасъ увидимъ, къ одному результату. 
№ ® 

Сравнен1е Фхормулъ (5) съ ормулами (1) дастъ, если за- 
мфнимъ знакъ — черезь —1 и вм$ето а напишемъ ц, 


| зт ат (КУ —1- и) = яп ами, 
(6) | 605 ат КУ —1- ®) = — созами, 


Лат (2К’М —1-+ +) = —Аамыу. 


Замфнивъ во второй изъ этихъ Фхормуль и черезь и-+2К и 


черезь и+2К’\У — 1 въ третьей, на основани этой Фор- 
мулы и втораго уравненая (3), будемъ имЪть 


_ со; ат (2К + ЗК/И — 1-Е 9) = созамы, 
Ко | | | Дам (4К’У — 1+ и) =Аами. | 


Первая Формула. (6) показываетъ, что $1 ат % допускаеть 
перодъ 2К’У — 1; уравневая (7) выражаютъ, что хункши 
‘созаши, Ааши имфють: первая перюдь 2К-+2К’уУ — 1, 
вторая 4К’И — 1. 

Если въ Фхормулахъ (5) замфнимъ знакъ -= черезъ +, то 
сравнен1е ихъ съ формулами (1) дастъ | 


| п аш (2К + 2К’И — 1 — и) = зщамщи, 


(8) с05 ат (2К  2К’ И —1 — 4) = созащи, 
‚ Лам (к + 2К’У —1— и) = — Ааши. 
Очевидно, что если х измняется тЁмъ же способомъ отъ 
О до = Х и оть 0 до —Х, интеграль дифференциала 
| ах 


и эт бут имфть въ обоихъ случаяхъ равныя 


значев1я и противные знаки, между. тфмъ какъ значение 
И1 — Х? или значение ИТ — №Х? будеть одно и то же. 
Отсюда слБдуетъ, что зшалш и есть нечетная хункщя отъ 
и, т. е› хункшя, изм5няющая знакъ вмфст% съ и, сохраняя 
при этомъ одно и то же абсолютное значенле, между 
тфмъ какь созаш и и Адам и суть четныя хункцщи. Те- 
перь измзнимъ въ Фхормулахъ (8) и вь — (и; уничтожимъ 
потомъ половину ‘пер1ода ЭК, измфнивъ знаки вторыхЪ 
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частей, мы снова придемъ къ уравнеюмямъ (6), которыя, та- 
_кимъ образомъ, им$ютъ м$сто, когда # положительное и когда 
% отрицательное. Мы пришли-бы къ тёмъ же результатамъ, 
если бы ввели предположене Х< 0. 

Изъ этого анализа мы видимъ, что Фхункщи зтати, 
$083 ати, даши имфютъ единственное свойство быть двояко 
перюдичными; первая Функшя допускаеть "- 4К и 
2К’И —1, вторая, пероды 4К и ЭК +2К’у —1; нако- 
нецъ третья имфетъ два пер!ода. ЭК и 4АКИ-— 1. р до- 
казательства этого предложемшя мы разсматривали только 
дфиствительныя значеня первой Функщи зташи, но мы не 
могли быт далфе развивать эти разсмотр$вля безъ того, Чтобы 

‘ме выдти изъ опред$ленныхъ нами границъ. 


_ ЮвррЕ. Ивтег». исчисл. | | ЕО) 


ГЛАВА Ш. 
ТЕОРТЯ ЭЙЛЕРОВЫХЪ `ИНТЕГРАЛОВТ. 


06бъ Зилеровыхъ интегралахъ перваго и втораго рода. 
515. Лежандръ означилъ подъ именемъ Эйлеровыхь инте- 
зраловз два опред$ленные интеграла 


0 


" 
Й д7—1 (1 — 2)1-' 4х, т е "АР! 4х, 
которые были изучены въ первый разъ Эйлеромъ и кото- 
рые сдфлались потомъ предметомъ изыскан!й большаго числа 
геометровъ. Теорля этихь интеграловъ имфетъ большую важ- 
ность, и мы намфреваемся развить ее въ этой глав, которая 
будеть служить дополнешемъ предъидущей. 

Первый интеграль зависитъ отъ двухъ параметровъ 4 
и 9; мы означимъ его чрезъ В (р, 4); второй интегралъ зави- 
ситъ только отъ одного параметра р, и мы его означимъ, 


согласно Лежандру, символомъ Г(7). Сл довательно, будемь 
имтТЬ те | 


ыы 
из 4 р 
0 
9) Го = [| ее ат, 
;. | ы 0 | 


гдЪ © ознанаеть, какъ обыкновенно, основан!е неперовскихъ 
логариемовъ. 


ГЛАВА Ш. 147 


Функции В (1,9) называются Эйлеровыми интегралами 
перваго рода, а хункши Г(р) — интегралами втораго рода. 
Чтобы эти хункцши оставались конечными, нужно и доста- 
точно, чтобы параметры р и 4 были положительные или, 
по крайней мрЪ, чтобы ихь дйствительныя ‘части были 
положительныя, если они мнимые. Въ этомъ послёднемъ 
‘случаз вмфсто д? нужное написатье = 7157; такъ же нужно по- 
отупить и съ другими. 

_ Интеграламв В можно дать другой видъ, который не 
безполезно показать, Если положимъ въ Формулф (1) 

= 04 
-т+У ат 
то интегралъ относительно у долженъ быть взятъ между 
предзлами О и <; поэтому, написавъ 4 вмфсто у, будемъ 
имть о 


ЛИ __ 
ти 1—х 


сы 
(3) В\“р, 4} == : ЧИЖ т ту ах, 
или еще 
Г’ 42—45  [” 2—1 д4 


89), пеар +.), ата 


если во второмъ интегралё х замнимъ  черезъ >, йх че- 


Ур 


(х | 
резъ — =, то предфлы, которые были 1 и < ‚обратятся въ 


1 и. 0; эти поол$дие пред$лы можно перем$стить, для этого 
нужно только изм$нить знакъ интеграла; имемъ 


Ре Пе := #4 сн. 
р ПЕН" 


} п 
ИЛИ р 
| 4 
м об а-я 
(4) В (р, 4) —. Й ‘афжн г 


| : 


Эта Формула показываетъ, что хункшя В (р, 9) симетрична’ 
относительно двухъ количествъ фи 4, отъ которыхъ. она 


зависитъ; отсюда сл$дуетъ, что. 
| 10" 
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В (р, 9) =В (а, 2); — 
впрочемъ, это свойство можетъ быть также выведено изъ Фор- 


мулы (1), потому что, если въ ней изм5нимъ х въ 1 — 2%, непо- 
средственно преобразуемъ В (р, 4) въ В (9, р). 


Приведене интегоаловъ перваго-рода къ интеграламъ втораго рода. 


516. Мы сейчась покажемъ, что хункщи В (р, 9) могутъ 
выражаться посредотвомъ хункцй Г, такъ что намъ придется 
заниматься только этими посл$дними. 

_ Если означимь черезьъ т% положительную постоянную. 
и если въ Формул$ (2) $ 215 положим х= ту’, то полу- 
чим = | ` 


ры 


1 Г ( р) м т }} Е д’Р—1 Ах’, 


9 


откуда `будемъ им$ть 


1 де | 6 "=". д’Р—1 Ча’, 

т’ Гру. 
Формулу, часто употребляемую въ анализ и которая намъ 
сейчасъ послужитъ для р5шен1ая вопроса, который мы имЗемъ 
‚въ виду. ДЬйотвительно, на основан1и этой Формулы имфемъ 
я Е Г е (1-7) /Р--9— 1 Ч’: 
1-2) Гра), 


поэтому Формула (3) \} 515 можеть быть написана такъ: 
1 ъ® = „> к 
В(р= | Рае [ са ит ду. 


Можно нарушить порядокъ интегрированя и можно напи- 
сать | | 


1 ы И 
В (2, д) = и —2' 4/11 ДК’Т’Р. 5 „0—4 Л: 
(р 4} 9.) ед 2’ Е е а Ир: 


“о на основаши Формулы (1) 2? [е "47-* 4% равенъ Г(р}; 


“о 


поэтому 
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О. " 


— — 9’ т/9— 
В(р, 4) = Го-о` 9) С хх к Ох’, 


ИЛИ 


ГГ а) 
(2) В (р, 4) = 
(2) | ‚‚ НОЕ. 
это же есть искомый результать. Мы перейдемъ теперь къ 
разбору главныхъ. свойствъ ФункщЙ втораго рода. 


Ир свойство функшй Г. 


517. Интегрируя-по частямъ диххеренщалъ 2” *Же ам, 
‚имфемъ 


Й дР—е бах = — 9—6" - (р—1) Г е?Р-? 4х. 


Если р>1, то проинтегрированная часть’ уничтожается 
| | | \ 
для обоихъ предфловъ 0 и <, поэтому имфемъ 


=) 


[ ег? Р—1 Чл = (р—1) [ вах, 
0 


т. е. о а 
_ 0) Го =о-оГго-у; 


| 
это уравненле выражаетъ первое свойство хункщи Г; непо- 
средотвенно вычисляемъ, означивъ черезъ 2 цзлое, число. 
_ меньшее р, | ь 


а А к ЕЕ ЦН д 8, (ф-т) Гф—т), 


откуда слЗдуетъ, что, если хункщя Г известна для воБхъ 
значешй аруумента р, заключающихся между О и 1, или. 
вообще, заключающихся между двумя посл$довательными 
цфлыми числами, то та же хункщя будетъ также. извотна 
для возхъ другихъ дфйствительныхъ значенй аргумента. 
Если р цфлое число и если сдфлаемъ въ уравнени (2). 
2% — —=Фф — 1, то получимъ. | 


, Г(р) =1.2.3... #— Га); 


но такъ такъ интегралъ. (== 4х2` равенъ — в" - с0пзф., то 


150 ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНТЕ. 


> 


И} а =Г(=1: 
поэтому 
(4) (2) =1.2.3...(р— 1, 


такимъ образомъ, если р цфлое число, большее 1, то Г(р) 
приводится къ произведенню р — 1 первыхъ цфлыхъ чиселъ; 
этотъ же результатъ уже быль изложенъ въ $ 593. 


Второе свойство функщй Г. 


518. Свойство, которое мы сейчасъ изложимъ, позволяетъ 
г И 

привести къ 5 промежутокъ единицы, въ которомъ, по пер- 
вому свойству, достаточно произвести вычислене Функщи Г; 
оно даетъ, напримръ, значеня этой хункщи, отвфчаюция 


1 
значентямъ аргумента, заключеннымъ между сз и 1, когда 


| 1 

извЪетны значемя, относящ1яся къ предфламъ О и 5: 

Если въ Формулф (2) $ 516 сдёлаемъ 9—1 — р, гдё р 

заключается между О и 1, то, по причин Г(1) =1, по- 
лучимъ 


г(рга ^ о-в 1— р), 


и, на основами Формулы (3) < 515, 


\ ея ‚7—4 
гога-в=] =. 


Но мы знаемъ, что интеграль, содержащийся въ Этой. ФОор- 


мул$, иметь значен1емъь ——_—; поэтому имфемъ 
эшрт 


® Г (р) Г(1—2) = ИТ 


Эта и есть Формула, выражающая второе свойство ФуНК- 


ши Г. Если ВЪ ней предположимъ - то она дастъ 
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откуда 
= 
©) " | (5) а Ил. 
Эта Формула не отличается отъ той, которую мы вывели 
въ © 497. Действительно, если сдблаемъ въ Формулё (2) 
$ 515 = и если напишемъ 12° вм$сто х, то будемъ ии%ть 


1 | .“ | -Н 
Г (5) —=2 Й е Ц х = | 6 ах. 
р. о. — 


©® 


Третье сзойство функшй Г. 


519. Если предположимъ въ Формуль (1) $ 515 а=ь, 
то получимъ 


Е 


{Г у В (р, 2) = Й [1-2 «| кр 


2 Е 
Мы видимъ, что коэфФхищентъ 41 подъ знакомъ [ принимаетъ 


равныя иене, когда 2 р значения > чри 


1 т 
= — й, равно удаленныя отъЪ =; 
2 Р р ь 


предъидущей Фхормулф, для высшаго предфла, можно будетъ 


отсюда сл$дуеть, что Въ 


ВЗЯТЬ. = вмфото 1, если только удвоимъ результать. Гакимъ 


образомъ будемъ имЁть 


в 


1 _ 
| 4 


Если одфлаемъ теперь 2 ее - И 4х = — т У, то пре- 
у 


| Вр? [ 


дфлы интеграла относительно у будуть Ти 0; перем$отивъ 
эти предфлы и измЪнивъ знакъ результата, будемъ им ть 
| 1 ох СЕ 
В (р, } = вет ==. у *п- у ау, 
д 0 
р. 6 | | 
ве 1 
<2) т (р, р) = И г В В р) 
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если же, употребивъ Формулу (2) & 516, зам ним В их» 


значенями въ Г, потомъ припомнимъ, что Г 5) = Ил, те 
получимъ | 
| 
й + 
(8). А 


тг (+5) == Г р) 


_Это уравнеше (3) выражаетъ третье свойство Функщй Г; 
_ено содержится въ другомъ боле общемъ свойств$, которое 
мы изложимъ далфе. = 


Выражене фуннци 105 Г (4) ‘посредствомъ опредЪфленнаго интеграла. 


520. Если ‘продизхеренцируемъ вормуау 


© 


м 
га = | и” 4, 
0 


‘и если означимъ черезъ Г) производную Га), то полу>. 
ЧИМЪ 


7 


|=) 


: Г’ (х) = [ сч " 105 «Ц, 
0 


гдЪ знакъ 102 означаеть неперовсюй логариемъ. Формула 
(и) $ 516, въ которой сдБлаемъ р=1, дает | 


= "Вы 42; 

с | ; 
0 

` 


если умножимъ эту Формулу на 4% и если возьмемъ инте- 


граль между предфлами 1 и‘, то, какъ мы сказали въ $ 494, 
будемъ имЪть 


| — 


не, И В 
108% — р. аа, 


Замънивъ 105 а ВЪ предъидущемь выражени Г’(х) этимъ 
значенеме, получимъ. И 


© 


бк ыы 6—* 5 е—о? Г : 
Г’ (2) = | е-а «7—1 [ -—- 42; 
о о 3 о, ый 
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можно нарушить порядокъ интегрирования и написать 


г’ = | ем [ е-а в &— [| С - < «7—1 д, 
. Ве о о | 


Первый изъ интеграловъ, находящихся въ скобкахъ, есть 
м. 


Г(х); второй иметь значешемъ (5 516) 1 а" 


Поэтому 


инфемь 


а ых 9 218 
Г’(х) =ге | <. [а 


или, раздЪливъ на Г(1) 


| @ 105 Г ы 
а) О = (Геи 


ах 


если умножимъ обф части этой Формулы на 4% и возьмемъ 
‘потомъ интеграль между пред$лами 1 и д, то, такъ какъ 
105 Г(1) =1051 = 0, получимь 


В _‚_ @-е)-“ —а+2)— 42 
(2). ‘108 Г (1) = Г @— —Пе 10 (1-2) са 4 


Можно упростить это выражение 1 05° Г(5), поступивъ слфдую- 
щимъ образомъ: сдБлавъ х = 2, такъ какъ [05 - (= —=102 1 =0, 
получимъ 


её" — 


2(1-- НЫ 42 
108 (1 - 2) 


если же умножимъ равнение (3) на 2 — 1, потомъ вычтемъ 


его изъ уравневая (2), то получимъ _ 


м. 5 | : 2 ет 1 ке, г | 
(4) ыы Г (2) = | —1) (1 Е 2)—* — Па 
наконецъ, если положим 105 (1-2) =, 2=е — 1, то инте- 


’граль относительно а долженъ быть взять между тфми же 
пред$лами О и ©, и мы будемъ имфть окончательно | 


с “— ее 


1 —е- “ ® . 


| (5) к’ ют = [` |е--— 


—— 
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Разложене въ рядъ функщи 102 (2). 


591. Взявъ диоверенцуать формулы (5) предъидущаго 
параграза, получимъ 


р | 4. т = [| м И с—ах = 


В <“ 
_и, взявъ снова дизференщаль, 


4105 Г (5) >| ия р 


а 1 е—&“” 


Ззамфнимъ множитель И его значенемъ 


| Т-е-х ео“ о 4..., 
будемъ имть 


“ п т = [== В а д —- Г е— (11%) хфе--..., 


9 #7 0 


или, вычисливъ каждый членъ посредотвомъ Формулы (1) 
$ 516, получимъ | 
р 9105 Г (2) _ 1 $ 1 1 | 
ых - 47 Е СЕР ЗИСЕАЕТ А 7 
Формулу, которой вторая часть есть `рядъ, остающийся. схо- 
дящимся“ для какого угодно 4. 

Если возьмемъ интегралъ между предзлами 1 ‘и 2 вс%хЪ 
членовъ Формулы (2), ны на 4х, то будейъ имЪть 


| Тов Г (2) _ м тЫ 
92 на т А С 

(3) | 

в д Г, р 
| | р 3 я4-2 
И рядъ, входяций во вторую часть этой Формулы, будетъ сх0- 
дящийся точно такъ же, какъ тотъ, изъ котораго онъ бЫЛЪ ВЫ" 
веденъ посредствомъ интегрирован1я. Что касается количе- 


ства — (0, то оно очевидно равно значению, принимаемому 
Г (х 
производной в (2) 


для д =1, имы, на основами уравне- 
ня (1); имфемъ | 


(4) с= |" (— = 2-24 
о 8 9.. в 
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это ‘количество © извфстно подъ именемъ Эйлеровой постоян- 
#0; мы сейчасъ увидимъ, какъ можно вычислить значение 
этой постоянной. 

Если возьмемъ интегралъ ормулы (3), умноженной на, 
Чл, между предфлами Ти 2, то, такъ какъ 100 Г (1=0 
получимъ 4 

ыа 


102 Г (2) = ен 


—1о д -- 


Е ань 


ит" =) +. 


Формулу, которой вторая часть есть новы рядъ, точно 
такъ же какъ тотъ, который входитъ въ Формулу (3). Не- 
трудно освободиться отъ постоянной (}; если, въ самомъ дЪлф, 
положимъ въ Формул$ (5) х = 2, то`получимъ 


® о=-6+( 11) + —1ю8)+. (и) +... 


если же изъ уравнемя (5) вычтемъ уравнеше (6), умножен- 
ное на х— 1, то ры имЪтТЬ 


/ 


т Г (= Е —1) 57 —105 : 


_ т) | -- ео и НТ +... | 
оо аи +..., 


или, для краткости, 


28 — со 


48) | 105 Г (2) — У, (х — и 105 1 +; ы тв (1 =) 


==... 
Означимъ черезъ 102 (1+е,) сумму членовъ, сл$дую- 
цихь за и членомъ въ рядф (1) или (8); такъ какъ этотъ 


рядъ сходяцийся, то количество Е, ‚ уничтожается ДЛЯ `178 — СО, 
и мы будемъ имфть - 


2 х 
ото = [©0105 — № |+... 
к. ео ов" — = ии = — + 108 (1 + ы) 


И 
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ИЛИ, переходя ОТЪ логариомовъ КЪ чЧИСЛамМЪ, 
(1.2... т) т— | 1 Е 
м В ВЕНЫ — ых 
Г (2) (0-1... -т-П я Е) 


р | фу 
множитель (1 +») ‘для = < обращается въ 1, его 


можно предположить заключающимся въ 1--е„ и написать 


. (1.8... т) т” ре 
‚ (9) Г (*) = (= т.. Пете т 7/2 
- т. е. что 
(10) ВУ (1. 9. ‚вв < 


и и).. нага ДЛЯ ® = ©. 


Замфтимъ ще, что Формула (6) для Эйлеровой постоянной 
дастъ | 


ВЕ, ЛЕ 1 #9 — 
ее СЕН (15+... +05) ДЛЯ 1 = © 


_ Разложене функщи 105 Г (1-2) въ еходящиея рядъ, расположенный 
по. возрастающимъ степенямъ х для значенй х, заключающихся . 
между —1ит1. 


529 оли въ формул (2) {$ 521 х изм5нимь въ д-+1, 
то будемъ им ть 


‘фо татя 1 


1 1 + 
фей СЕ Га 8 Газ |‘ ’”, 
взявъ диъхеренщаль п— 2 раза, получимъ 


т 4% 1№Ю5Г (1+ +9 _ сл т 
положимъ вообще | 


Е Е т 
ЕВ ов 
для х=0 будемъ имЪть 


ха: с” а” 105 Г (1. -|- а) 1» 
1.2... а — 


если ®>1; сверхь того, для #=0 имжемъ 


Та —0, юга =0 
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тоэтому ДЛЯ значен1й 1, заключенныхь между — | и- 1, Фор- 
мула Маклорена дастъ 


о Юта) =— 028,5 —8 т +8, 5 +: 


Эта гормула, неудобна для вычислен!й, потому что суммы 5’ 
не такъ быстро убываютъ; но можно получить болфе сходяппеся 
ряды; если, послФднему пар придадимъ слфдующее: | 
О-о-о. ее 
то получимъ | | е | 1 

|} ЮГ (1-2) = — 105 (1+2) + (1—0) 
{2 ] 
ыы +5, 0—3, -Пя+.. 


члены этого ряда достаточно быстро. убываютъ, но можно | 
еще увеличить его сходимость. Изм®нивъ въ предъидущей 
Формулё д въ —1, получимъ 


ыта-я=-ша-9-(—0: 
8) | Би ®-П+.... 


Но 


Га) =2Г (а), | Гага = ши 2’ 


теремноживъ же эти РЕ, получимъ 


зшл 2%» 9 


Г (1-2 ыарнся 


откуда 


ия 


105 Г (1 ЧР ЮЕГ| ПО обзика. _ 
Оложивъ это уравнеше съ уравнешемъ (2), вычтя ‘потомъ 


уравнене (3) и раздБливъ результатъ на 2, получимъ 


Ичня 
шкх 9 


Говт (1+2) =5 05 вт + — С) 


4 я ее 
| | | 6-05 —6,-05-8,-09-.... 
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На основан1и вышедоказанныхъ свойствъ, хункщя Г бу- 
детъ изв*стна для вофхъ положительныхъ значений аргумента, 
если она известна для значенш, заключенныхь между 

| | 1 | 1 | 
биз, или между 5И 1, или между 1 и1-+-, и т. д.; ураз- 
‘нене (4) позволяетъ вычислить очень быстро 108 Г. (1-х); 
для значении 2, заключенныхъ между Ои : Въ своемъ 


„Гуа 4ез фопсйопз еридиез“ Лежандръ далъ съ шест- 

надцатью десятичными знаками значен1я о, отъ И=2 до 
в — 35. | | 

| } 

Если въ формул (4) сдёлаемь =Т и б= 5, 

даетъ Г (+) =1и Г ФИ = Их. то будемъ имть два 

уравнен!я, которыя могутъ а для вычислен1я постоян- 


ной С; замЪтивъ, что 105 те +105: (1—2)=0, для = 


что 


найдемъ 
1—6=5 5 082 +5 = 8—1 +8 5 &—0+7 - (5, —П-. 


1 = 5 +21 ©. о-в 8. +7, +. 


достаточно четырнадцати суммъ В для полученя С съ пят- 
надцатью десятичными знаками; такимъ образомъ найдемъ 


о ® С=0, 57721 56649 015828; 


мы покажемъ далфе боле скорый способъ вычисленя этой 


постоянной, не требуюций предварительнаго вычисленя 
суммъ Р. 


4105 Г (5) 
+ 


Вычислене функщи въ случав, когда х есть соизм5римое 


число. 


о. 9108г 
523. Функщя т можетъ быть выражена въ конеч- 
номъ вид, конечнымъ числомъ членовъ во всхъ случаяхъ, 
когда д есть число соизмфримое. Если, въ самомъ дБлЪ, 
сложимъ два уравненая (1) и (4) $} 521, то получимъ 


( в Г (4) Е С —= Ея в 


Е” 
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или, положивъ 6“ =&, 
4108 Г (2) 1 — 27— 
РИ. «22. ВНЕ ры АЯ ЕВ д * 
о Я 
7 | 
если имфемъ =, гд$ 2 и п цБлыя числа, и если сдЖлаемъ 


р. 


‚ то будемъ имть 
а Я Г (2) _ Г" 1 я®—1 — ат й 7% , 
—— —С-+л = () (шла д = т 


_дизференщалъ подъ знакомъ Й здфсь есть рацпональная дробь, 


и сл$довательно его интегралъ можетъ быть выраженъ посред- 
ствомъ количествъ алгебраическихъ логариемическихъ, или 
круговыхъ. Напримфръ, ыы иМтТЬ 


4105 Г (5) =-0-—# "1% 


ах _ 2 


а 
а Е (не 5) 


Если количество 2 приводится къ цёлому числу, то Фор- 
ие (1) даетъ 


в + С = Г 1-2 икс --. а 
т.е. 
(2) ты +6=1+5+3-+.. + 


сумма, содержащаяся во второй части этой хормульт; изв$етна 
подъ именемъ зармонической строки. 


Розыснане запиши функщи Г (5). 


524. Формула (2 $ 521 показываетъ, что ФУНКЦЯ Га тЫ (7 


‘положительная для всфхьъ значен!й перемфнной &, предполо- 


‘женной дЪйствительной и положительной; слфдовательно, 


4105 Г (5) Г’ (2) 
——=. — или г есть постоянно возрастающая; сверхъ 


того, мы видимъ изъ Формулы (3) того же параграха, что 
эта’ зункщя для #==0 равна — о и для 1 = --® равна-- о. 
Отсюда слфдуетъ, что производная Г’(%) можеть ‘уничто- 


Функция 
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житься только одинъ разъ, и слБдовательно Фхункщя Г(%) 
допускаетъ только одинь штпиит. Этоть шшиииш имфеть 
необходимо м$сто для значен1й х, заключенныхъ между 1и2, 
потому что Г(2) =Г (1); когда й есть безконечно’- малая, 
тогда Фхункшя Г(5) == И в > есть безконечность; когда 
‚ < возрастаетъ до со, тогда Ге ия до т8хъ поръ, пока 


не достигнетъ своего шишит, а потомъ эта Фхункцая возра- 
отаетъ дос. | 


:^“ 


Если желаемъ получить значене 1, отв$чающее шипиат 
Г1+2), то достаточно опредфлить единственный положи- 


тельный корень уравненя Г” (1 -- 2) =0 или ей ЕН 2% —(. 
то уравнен1е; на основании Формулы (2) $ 522, есть 


| 1 | 
о=—т+а-о-+6, —02-©-0=+. 


з 


и нетрудно видфть, что этотъ корень заключается между 0,4 


и 0,5; ия изв$стныхъь способовъ приближевя на- 
ХхОДИМЪ | | 


11&=1,4616391...; 
посредетвомъ Формулы (2) или (4) 6 522 получимъ 
105 у Г (1+ #7) = 1,9479399, 
откуда 


Га+ 2) —=0,8856089. 


Зам чаню на интерпелироване численной функщи 
1.2.8... -—1). 
525. Такъ какъ имфемъ 
ы т®-=1.2.3...@—1, 


когда д есть цфлое число, то хункщя Г(5) можетъ служить 
для интерполированля ряда, котораго обший членъ есть 
1.2.5... (1—1). Предъидущая Формула выражаетъ, въ самомъ 
Дл, это произведене посредствомъ непрерывной Функции 
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отъ 2, въ которой перем нная способна принимать вс* мни 
мьыя значення, которыхъ дЪфйствительная часть положи- 
тельная. Но Формула (8) или (10) $ 521, снабжаетъ гораздо 
болфе общимъ способомъ интерполировавня, потому что она 
позволяетъь выразить произведене. 1.2.3... (х— 1) посред- 
сотвомъ непрерывной Фхункщи отъ 2х, въ которой перем%нная 
можетъ принимать какля угодно дБйствительныя или мнимыя 
значен1я. Такъ какъ этотъ результать есть крайней важ- 
ности, то необходимо показать, что самыя элементарныя 
разсмотрётя непосредственно приводятъ къ Формуламъ, о 
которыхъ мы говоримъ, когда стараемся интерполировать 
численную хункцю 1.2.8... 7—1). 

Пусть поэтому будуть д и т два цБлыя положительныя 
числа: х — 1 дробей И 

т т 7 
же т+9 ‘’’” ж+а-1 

будутъ стремиться къ единиц$, если т стремится къ 0ез- 
конечности, и если х остается постоянной; то же самое 
поэтому будетъ и съ произведенемъ изъ этихъ #1 ы дробей. 
и мы будемъ имВть | 


77—! ] 


СЕИСО ша ь= ТН 


ГД =, есть количество, уничтожающееся для т — ©. Умно- 
живъ оба члена дроби первой части на 1.2... т и уничто- 
живъ знаменателя 1--е»”, ПОЛуУЧимЪ 


— 


ое МИ! 
о б 
-=Т,8.8... ия бачых 


умноживъ же об части на 1.2.3... (2—1), найдемъ_ 


о Е -в@+ ет) 


ИЛИ 


(1.2.3... т) т 
Оу... ще 


СеРРЕ. Инткгр. исчисл. 11 


1.2.3... (% — 1) = Ва ДЛЯ 1 = ©). 
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Это именно сесть Формула (10) $ 521 въ томъ случа, когда 
х пълое и мы оезъ труда выведемъ `ИЗЪ вы зормулу (8 
того же параграеа. 

Въ розыскан1яхъ, которыя были предприняты по этому 
предмету, Гауссъ бралъ хормулу (10) поименованнаго па- 
раграза, для опредфлешя Г(2), а ЛШувилль, исходя изъ 
той же точки зр$мя, пришелъ ко многимъ интересным» 
результатамь *); мы видимъ изъ предъидущаго, насколько 
натуралень этотъ ходъ дёйствай. На основанти фразвитаго 
нами анализа, вторая часть Формулы (8) $ 521 есть рядъ, 
который остается сходящимся для всёхъ положительныхъ 
значен1й х, а слФ$довательно, въ томъь же предположенли, 
вторая часть Формулы (10) того же параграза стремится 
къ опред$ленному пред$лу. Но, чтобы оправдать новое 
опред$лен1е хункши Г, необходимо доказать, что то же са- 
мое. иметъ мЪ$сто` для всЪхъ отрицательныхъ или мнимыхъ 
значений 1. Мы видимъ сначала изъ еормулы (10) {$ 521), 
что Г(7) есть безконечность. когда 1 равно нулю или ка- 
кому-нибудь Ц$лому отрицательному числу; оставивъ этотъ 
случай въ сторон®, я говорю, что рядъ Формулы (8) по- 
стоянно сходяпийся. Въ самомъ дёлф, обший членъ, въ кото- 
ромъ предполагаемъ т большимъ модуля 4 — 1, есть 


Е Е #1 (#— 1" | 
#-1(ы- +...) ан... 
ИЛИ - 
#—П@—2) 


(1 -- ем), 


27 
ТДБ ге’ @сбть количество, уничтожающееся для т— ©; от- 
сюда сл$дуетъ, что, начиная съ достаточно ‘удаленнаго 
м$фота, члены ряда убываютъ какъ члены ряда = поэтому 


этотъ рядъ постоянно сходящийся и, сл$довательно, вторая 
часть тормулы, которой мы занимаемся, стремится къ ко- 
вечному и опред$ленному предЗлу. 


_*) Сы. по этому предмету замфтку  Лувилля, напечатанную въ ХУ 
том 1-й сери Лоигищ 4ё Ма йзтайчиез ригез © аройдиеез. 
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Новыя доказательства свойствъ функции Г (5). 


526. Изложенныя выше свойства хункши Г непосред- 
ственно вытекаютъ, какъ мы сейчасъ покажемъ, изъ зормульт 


(10) 5 521. 


Первое свойство. — Им\емъ: 


—__ 1.2...т)т— 
"Рае о. вии“) 
__ (1.2... т) | 
Ре ЕтрЕи ети +) 
откуда 
ТИ, т __ ежа 
Г) ‘п-т 11 


сдфлавъ же т = © ‚ получимъ 
Г(# +1 =#Г(@), 
это же есть ин свойство Функщи Г. 
527. ВторРоЕ свойство. — Если перенножимь между 
собой два уравненая 


__ (1.2... т) ие 


Г(%) = 2% -РТ.. и... (д-т—: 1) Е 
ок, ^ (1.9...т)т =? 
Г(1— 2) = пе я. т ве *»), 
то получимъ 
(1+5) 1-Е ем) (Т-Н =) 
)Г (1—4) к 2) | 72\ ( 2? \? 
г (1—3) (1—2). |1 =) 


если сдфлаемъ И = с , то числитель второй части этой Фор- 
мулы обратится въ 1 и знаменатель на`основан1и извфстной 


Формулы 
2 2? 2 
в) (1 я) (аня) | 


см. мой Дурсё Тршонометуи, 5-е издаюе отр. 247) 
| 11* 


р 
“ша == 2 (1 — 


1. 
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въ ГЗШ кр; поэтому имфемъ 
уч 


стога 


или, умножая на 


ка, 


а Ц 2% Шт. 


528. ТРЕТЬЕ СВОЙСТВО. — Третье свойство хункщи Г. 
‘было доказано въ $ 519 только для - частнаго случая; мы 
‚сейчасъ изложимъ это свойство во всей его общности. 
Пусть х какое-нибудь дфйствительное или мнимое коли- 
чество, % и $ два цфлыя положительныя числа; если въ $ор- 


мулЪ (9)5 521 замфнимъ 1 черезъ 2+, то получимь 


1$) | т | 
(2+) (@+н +1)... @+ +1) 
давъ потомъ $ значеня 0,1,2,.... п— 1, и перемноживъ 
между собой полученныя равенства, получимъ 


реек) 


(Та. т)" т ди 


пап -р.. ‚ (их - ти — +, 


ГдВ е„ означаетъ всегда количество, уничтожающееся для’ 
2% — ©. Но замфнивъ въ уравнени (9) $ 521 х черезъ ил и 
написавъ ти вм5сто т, также получимъ 


(1.2... 0) (ти)"2— 


вх (вх —— т. .. (их —- тя — тт — 1) (1 -Н ем), 


Г (их) = 
изъ этихъ же уравнен!й ‘ имЖемъ 


ры Вы р. и—1 | 
гг (=+ т (2+)... г(=+ > =) а.2... сы 


я Г(7®х) 


‚(1 -- Е}; 


(1.2... т®)т 


ГДЪ г, опять означаеть количество, уничтожающееся дЯЯ 
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1 =. Предфль второй части этой Формулы есть эункщя 
отъ ий, независящая отъ 5; обозначивъ ее черезъ ф (1), будемъ 
имть = 


(1) ГГ (2 -|- =) Г (2 +») а те -) — зао ь р $(7®), 


гдз Фхункшя $(п) опредфляется Формулой 


(1.2. 0) ее 


(1 И. " 


в (п) = Шт (Для т = со). | 


Если сдфлаемъ 


1 
= а. 
| ый 


то можно будетъ также написать 


(| 
ф (и. = Ул А, 


в (я) = Ия Ши 
гдф для краткости положено 


[4 (®) №. 
., А» = Пи бий т) 


3 


измЗнивъ 7 ВЪ: от, также получииь 


аз [8 |2) 
А, = 1 р (Я) › 


далЪе 


би) 3” [+ (2%) ]" 
м ИС ; пи р (тя) 
м 1) 


4) ]' 
+ ) С 9) |. 
рр | пи) ° 


но количества Пи ет, и Ио ше и равны А,; поэтому 


имфемъ 
к Аз = д” И р (%) = Ул А*— "; 


что касается постоянной А,, то ея значене есть 


166 —- ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНТЕ. 


1.2.53.. ‚ т) 2” 73 


У? 1.2.3... Эт) 


9944 9%—9 Эт _ 
— в \/ 42244... ‘Эт — 19% — Г 


на, основаши Формулы Валлиса (\ 492), количество подъ ради- 
каломъ имфетъ предфломъ 4 = или Эт; поэтому имфемъ 
А, — И дл, 


слфдовательно 


И 


/ 


_{2) | тег (= +#)-..Г (2+ "—) аа 


"Г (ил). 


Вотъ какое уравнен1е выражаетъ третье свойство хункши 
р: сдфлавъь и=—4, получимъ 


гг(# +5) = = + 1 Го) 


это же согласуется съ результатомъ, Нотр мы получили 


въ $ 519. 


Доказательство, которое мы только-что дали Форм ул (2), 
есть прямое и независящее отъ другихъ свойствь Функщи 
Г. Чтобы опредфлить постоянную, мы могли бы съ пользой 


употребить соотношене Г (5) —= И; такимъ образомъ, сдф- 


2 


1 
ЛавЪ #5 и И= въ Формулё (1), мы имфли бы 


м — 5 ? (3) — 5 ИЗА.. ОТЬу Да А, = Из", 


какъ это мы нашли другимъь способомъ. Наконець мы мо- 
жемъ очень просто получить хункц!ю о (я), какь это дЪлалъь 
Лежандръ, если употребимъ второе свойство Ф«ункши Г; по- 
ложимъ въ самомъ ДФЛБ въ Формул$ (1) х=0, замБнивъ 


ие Г (2) черезъ 2 ео Эиг (#2) черезъ в и р ‚ ПОЛУЧИМЪ 
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9-5) 


шли, перем$нивъ порядокъ множителей, 


пт т") г (я 


зо, 
перемноживъь эти два значевя — о (в} и замБтивъ, что 


т |) Г (=) — ——-‚ будемъ им$ть | 


$11 ® 


о 
737 Ч ый 


7 (7) — ь . Эа Е (23 — 1) = 
Ш -— 8 — Ш —ж—ж— 
7% 73 7% 


но мы знаемъ, что знаменатель этого выражения равенъ 
| 
э=-=г: Поэтому 


в — 4 


53 (в) = п (2=)*— и (а) =Ув(@) *, 


какъ это мы нашли выше. 


Приложене теори эйлеровыхъ интеграловъ къ отысканю нъ5ното- 
‚ рыхъ опредфленныхъ ‚интеграловъ. 


529. Если чп обозначаетъ положительное количество, то 


{$ 516) 


{1 


з 


} И — Гр) 
, 973.1 


Эта Формула существуеть и въ томъ случа$, когда т есть 


мнимое количество, котораго дфиствительная часть положи- 
ельная, но это предложен1е требуетъ доказательства. Зам - 


нимъ 1 черезь «а—#\/И—1Т и обозначимъ черезь ВиФ мо- 
куль и аргументъ значеная, которое приметъ 'гогда предъ- 
идущий интегралъ, будемъ имфть 


|" 


(8) В с? \/ —1 =[ а Е: и) ТР—\ х: 


0 


очевидно, что это выражен1е останется конечнымъ, соли а 
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есть количество положительное. Положимъ, 


(3) $ = а{ап5$, 


гдф ф есть уголъ, заключающийся между — си +-=; В 008 Фи 
В, зп Ф будуть непрерывныя функщи отъФ, соотв тотвенно 
‘равныя дфйствительному члену второй части Формулы (2) и 


части, умноженной на У— 1. Чтобы получить дизферен- 
цальт этихъ Фхункшй, можно дифференцировать подъ зна- 


КОМЪ Й интегралы, выражающие ихь значен1я; очевидно, что 


мы получимь тотъ же самый результатъ, боле простымъ 
способомъ, если произведемъ диъФхеренцироване надъ хорму- 
лой (2). Такимъ образомь имфемъ 


ЕВ ——1 4$ _ аи —1 
(м У Та 


Фут ва 
4) Ве ег с05* $ 


э® | 
Г Е (У -—1)2 р 4х; 
9 7 Е 
интегрирован1е по частямъ даетъ 


ее —У— РР ад 


с (“— У—1]; ПР 


Е р 2 
т Е Г гаи ра 
о а. а—1у —1 ь Е авы и 


а такъ какъ проинтегрированная часть уничтожается ДЛЯ 
предфловъь Фи сх, на основании того, что &>0, то 


© | анны 
сы з Е РЕ 
Г © (9 —1 2 ур ал ЕЕ ф 05 2 6? у Вс У-1, \ 
я Я 


0 
это же приводитъ уравнене (4) къ 


4105 В, 


| т _ РИЕТеУ=т 
р +у— ее 


605$ 


Сравнивъ между собой дЪфйствительныя и мнимыя части, 
получимъ 


_405В _ по а 


42 608$’ 4 
откуда 


> 
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ю5В = —р | и = 105 С05Рф -|- с01$., 


с05$ 
Ф = р2 -- с0оп$. 
Но когда { или х есть нуль, тогда Ф = 0, В = г ‚ поэтому 


Ф=ру, В = -г® СОР 9 
и олфдовательно Формула (2) обращается въ 
(5) [ с (9 У—1)= дР—! ат — р с03# ро у 
9 . 


и мы также можемъ написать 


—(а— аа ем Гр) __ 
6 — = = ут 


это же есть Формула (1), въ которой сд$лали т =а— &И-— 1. 
Но такъ какъь выражеше (а—& У — 1)? способно принимать 
несколько значенй, когда ф есть дробь, то нужно хорошо 
замфтить, что аргументъ этой степени долженъ быть полу- 


ченъ отъ Ве. на р аргумента «а—#У—1, взятаго 
между пред$лами — — г и-+-=. 


Формула (5) раопадаотол на двъ саздующихь 


Г де са создал = № мы 030 
0 
__ Г(2) 


ет ЗИРо с082 2, 


(7) 


ы р вх Г | А 
Й 22—16 Я сшШЕх 4х = СР? возр 95а ря 


Г : 
—— УР) $1АР 2 51 0, 
гдз три количества а, $, $ связаны между собой соотно- 
шезлемъ (3). 


я ы : 
580. Мы допустили, что интегралы, входящ1е въ’ эти 
Формулы, имфютъ конечныя и опред$ленныя значен1я; это же 
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дфйствительно имфетъ м%сто, когда количество @ положи- 
тельное, какъ это мы предполагали. Но не очевидно, что 


_ это будетъ такъ, когда а есть нуль, т.е. когда ф = =, 
имфетъ конечное значене; въ этомъ случа Формулы (7) суще- 
ствуютъ только въ томъ случаЪ, когда р меньше единицы. 
Чтобы доказать это, достаточно будеть разсмотрЪть второй изъ 
интеграловъ (7); то что мы сейчасъ будемъ говорить, при- 
ложимо и къ первому. интегралу, съ соотвБтствующими изм$- 
ненями. Еоли количество { предполагается положительнымт, 
то 


если $ 


(т -- 1) 


[1 
[”8.. = Й аа етах, 
7 п 
ия 


7 


тт 
или, сдфлавь подстановку 1 = ея, 
Г | 
1 п гы (# жж) 
т — тр [ (#- тж) — 6 Ш 42; 
0 


очевидно, что интегралъ, содержащ!йся во второй Формулф 
(1), есть сумма. сходящагося ряда 


ии -..., 


въ которомъ члены поперем$нно положительные и отрица- 
тельные; кромф того они безконечно убываютъ, когда @>0. 
Но когда @ есть нуль, тогда и„ приводитея къ выражевню 

1 п 

О = — (2 — т^)Р—1 зша ав, 

ТУ, / 
которое обращается въ нуль для И == оо только въ томъ случаф, 
когда 2<1. Въ этомъ предположени рядъ 


9—9. —9,-... 


сходящся, и я говорю, что онъ имфеть суммой значене. 
принимаемое суммой предъидущаго ряда для а = 0. Въ самомъ 
дЪлЪ, если зи обозначаютъ суммы обоихъ рядовъ, 5$ и в, 
суммы, образованныя изъ # первыхъ членовъ, 7, и В, соотв®т- 
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отвующие остатки, то будемъ имфть 
9—5 = (5 . — 5) - (В, —#»}; 


разность ю, —5„ уничтожается вм$от$ съ а; оверхь того 
В, и 7, стремятся тотъ и другой къ нулю, когда # возрастаетъ 
‘безпредльно; поэтому ю — $ уничтожается для @ = 0. 


На основани этого Формулы (7) для @ =0 или $Ф — — 


у: 
дадутъ. 
7 Г(о) о о 
р—4 р 
] Ир с05&х ах = т 605 5’ 
{8) ь а 
А СРР В” 
[ Ир ШИ 4% = р 311 


9 


если только 0 заключается между 0 и 1. 
Поли въ послфдней Формул$ Г (0) замфнимъ его зиаче- 


п 


вемъ —_ ___, то получимъ о 
р: р) зшрт° 


ига 


РГ — р) соз'5^ 


у | 
| 2—1 зпёх ах = 
{1 


интегралъ остается конечнымъ для й —=0, и мы имфемъ 
9 ри т Ри. 
= — А, 
ь х 2 
0 
какъ это мы нашли уже въ $ 494. 


531. Предъидущ!я хормульт позволяютъ опредфлить гро- 
мадное число опредфлевныхь Вера мы сейчасъ дадимъ 
чфсколько прим$ровъ. 

Замфтимъ сначала, что уравненя (8) никоимь образомъ 
не предполагаютъь Формулы Эйлера, изъ хоторой мы вывели 
зторое свойство эйлеровыхь интеграловъ, и нетрудно, напро- 
тивъ, изъ нея вывести эту Формулу. Дъйствительно, умножимъ 


| ® < 8 СЕ 
первое изъ уравнений (8) на Ен 
траль отъ #=0 до #=; интегрироване можеть быть 


троизведено въ первой части подъ знакомъ Г ‚ и мы имфемъ 
н | 
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0 


| я ” созёх “ЕР И 
хе—1 ВЕ 
[ | ай 4х = Г() с0з 5 | ТЕР 


но такъ какъ х положительный, то интегралъ я > 
0 


_равень 3 е`® ($ 496); первая часть предъидущей зормулы 


обращается поэтому въ — Г (7), и мы имЖемъ 


: 
а = ГИ! г п ь 
> ЕД ”, 
и - 


ПОлОжЖивЪ # — я и подставивь 2 р — 1 вм$сто р, получимт 


2 22-14% п 
бо ны 
это же есть Формула, доказанная въ $ 489. Нашъь анализъ 
_ предполатаетъ здфсь, что р заключается между Ои ——, но предъ- 


идущая Формула существуеть для значевшй р, заключаю- 
° щихся между 0 и 1, потому что интегралъь первой части 


У Н | 
остается тотъ же самый, когда изм$няемъ 2 въ вы р въ 1—4. 


^ 


‚ 588. Пусть будетъ 4 число, заключающееся между Ои 1, и 
предположимъ р >04. Умножаемъ каждое изъ уравнений (1) на 


@ф 
$ (Ц = а {91571 т. м. 


интегрируемъ потомъ’отъь #= 0 до #=+ или оть ф=0 


® . 
до Ф==5; въ первыхъ частяхъ интегрироване можетъ быть 


произведено подъ знакомъ [ ‚и мы будемъ имЪть 


Е Пе | Г 1—1 6085 а: |4 4в=^ г. вова с05 р, 
| 


а. 


Г те Г 17—1 аёх 2 Ч — —— . ой св о т 91 ре 4 
© и 


а7-—1 
у 9 


и 5 | 
На основави хормулъ (8), интегралы относительно & котс- 
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рые входятъь въ первыя части предъидущихь уравневй, 
_имфютъ соотвфтотвенно значенями 


г). 4“ Г@. а. 
2 908 5 а 


эти первыя части поэтому суть 


| Г (а) сз = { 22—1—1 0 @ 0, 
х : 


Г (9) эп Г 21—16 ф, 
э 


{ЛИ 


р Е > 
тр —9 Г) соз > ‚ ГОР ог 


а Я 
оэтому имфемъ 
- 
$ | м _ ь 
| 6052—1—10 6059 —0 зш ро 4Ф = а» 05 т Е 
<) ы | 
у Гг@— Г 
Й М: ОСТ 3117—*ф зтьр? Де = (1 м т (9 


Жоли предположимъ 4=р — 1, то будемъ им$ть Г(р — = = и 
Г(р) 


(9) = и слфдовательно, 


г | Зе ыы 
| $11 ? 605 р? 9? =, т 55 


к 


$12). 


= 
У ь 


о | | 1. р 
Й $102 —*ф яп рр 4е = — в" 5’ 


зъ этихъ Формулахь (12) число р предполагается >1. 

Въ Формулахъ (11) Ч должно быть <1; но такъ какъ 
части каждой изъ нихъ состоятъ изъ непрерывныхъ Функ- 
ЗИЙ отъ, 9, постоянно равныхъ между 00б0й, то равенство 
‘будеть имть исто еще для 9 = 1; такимъ образомъ имфемъ 
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у" 


З 
с0$2—ф 03 0ф 4 =0, 
0 
(18 


р— де ==. 
г 03 ал! ф = а 


Эти Формулы предполагаютъ опять 0>1; нужно замфтить, 
что изъ нихь можно вывести Формулы (12) побредствомъ, 


измвневя Ф въ 5 —©, и обратно. 


Если во второмъ уравневи (11) Г(4) замнимъ черезъ 


п 
и если сдфлаемъ потомъ д = 0, то ПОоЛучимъ 
зпа=тГ(1— 9) А | | 9 : у | 


ю| # 


(14) | [ СОЗ: РР де = с 
Чо 


ВЪ этой Формул$ р должно быть положительное, но инте- 
гралъ имфетъ постоянное значене, независящее ‘отъ р. 


533. На основами того, что мы вид®ли въ 6 529, мы 
можемъ написать 


Е. О] , Ре 
„гу =— 
умноживъ же это равенство на Функц ур’ гд$ @ 
предполагаетея положительнымъ, получимъ 
У и—1 мы ый: у— 1 42 
(- = РУО с — аз -т" 


Умножимъ еще ту и другую часть на 2‘ 4х и возъмемъ 
интеграль отъ д ==0 до д = ®:; интегрированме можеть 
быть произведено во второй части подъ знакомъ | ‚и мы 
будемъ имфть | 


! 


(5 Г ‘ему-та о-в еее 5 |= вине ад. 
| ) _ Чая — "т. р а+жу-1) 
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Также имфемъ 


] 1 — ЕВ ЕЕ 
ара" = гб } уе У ау, 


и, умноживъ на 2—9 У, 


д сту 14а _ 4% 
аи (9) 


Г 0—1 69 е(@-{-2—9)8 у —1 урл ау; 


ВЗЯВЪ а отъ 1 —=0 до 1 = ®, получимъ 


пр (ана у т ах _ 
(16) К Е = 2 й ЧЕ дрВ—! ай И—1 таз] у*— 1е Уи 
‚ @+иИ-—1 $ 7. 


СеНИ—1 9 
Означимъ черезъ У значене каждой части +ор- 


Г(”) 
_мулы (16), Формула (15) обратится въ 


“а : (0592 - У —15ща44) 4х = 
] о Ч о =, Иране 2В 


° сравнивъ между собой части, содержащия множитель У — 1, 
и сдфлавъ потомъ р = 0, получимъ. 


7 


(17) д х* | 1 "НН „И 4 ре 7 
| Па Чо == в (ву Й 2—1 а, 


Значеше Н дается «ормулой (16). Для случая рф =0 


имфемъ 
п (ате-— 3]% 


но множитель между скобками (— Е: еее 4% равенъ 


«Хо 


| уч 
+ али — 5 = (6 495), смотря по тому, хоть ли у меньше 
или больше а -- 2; поэтому имфемъ. 


п ее х У 
н=; |] уе ау [ 3 6 УТ; 
2 0 а 


4 


взявъ дифхференцалъ относительно @, получимъ 
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та )"-1 6 4. 


Взявъ также диъференщаль уравнен1я (17) относительно 
а. найдемь 


0$ 45 | ан 
ПЕНН: дх — ——_——_—— — бы й 42, 
: 1-5“) [ГР й Ча 
и мы наконецъ получимъ Формулу, которую мы желали вы- 
вести, именно: 


25 


? созах ах д. 4 4 р [4.492 
18) Й (Г д)" — и СО. # (а 2) ея 42, 


гдф и означаетъ какое нибудь положительное число. Когда 
з есть цфлое, тогда имфемъ 
:—пв—# 


” с0зат ах _ те“ \ Ги —1Ь—9 ыы 
{19) Е РУО та+ Ре =9 +. 


Для п = 1 снова найдемъ Формулу 


® Г 
Й созатах т р 
5 а“ ; 
Е ВА ах 


уже полученную въ $ 496. Для п = имфемъ 


“созахтах т 


(== — рт (1 -- а)е “. 


534. Формула (18) приведетъ насъ сейчасъ къ другимъ 
опред$леннымъ интеграламъ, ии ющимъ нёкоторый интересъ. 
Возьмемъ снова первую Формулу (7), именно 


} 
=. 


Г Р—1е 9* 6055 4х — - 2) ив 605 0ф, 
9 
въ которой имфемъ 
{ — а{ап5ф, 
умножимъ ее на 


ИИА. 228 
1-Й)”  с032е (1 к. ай бапс* 87)" 
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Ъ 


возьмемъ потомъ интегралъ отъ #=0 до #— ® или отъ. 
к . | ь : 

ф—=0 до ф = 5; произведя интегрироване въ первой : части 

у. 


подъ знакомъ Г получимъ . 


СТ Г’ с0оз# # | д Г(р) С? с032-*2 созрод 
- 2—1 рай Ди — г ВР? ЧФ. 
у } | ‚ (+ я Г "— -, а а веть 


Но, на основами Формулы (18), интегралъ относительно  & 
который находится множителемъ въ первой части  ПОДЪ зна- 


комЪ [ ‚ имфеть значенле ый | : НЫ: 
—_ ев Г и | 2) 1-32) 4 \ | 
= 2—1 (0-Е: 8)" —1 е@- 3) да. | 
` геяР.), и: 


или, подотавивъ 29 выЪото 2, Ху вмфето 4, , 
4 7—4 —#(1 +2) из"—1 Ди. 

Гот ‚Г у (1 уу 6 1 9. 
} 

Если-же умножимъ на 2” ' е “4х и если возьмемъ интегралъ * 
отъ’ 0`до ©, то получимь результать, значенемъ котораго` 
будеть значене интеграла, содержащагося въ первой части 


Зорь (20); слфдовательно, имфемъ 


гих. | Г а ва и ут НУ" 4 


3 зе 


\ 


5 |5 


_Г (р) 3 6052—2 Ф 6057 о 42. 
— —), (ао), 


ВЪ первой части. интеграль относительно 4 иметь ‚ зна- 
чентемъ 

Гор — | 
@тун-г 


поэтому 

(91) (1 а ап8 Фо | 
ПОД тра -- 9)" ау. 

ГОР о @ ТН 


СеЕРРЕ. ИнтЕгР. исчисл. - 18 


\ = в а?— 
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Когда а = 1, то интеграль, входящий во вторую часть, обра- 
щаетоя въ 


а у" д _ 1 г г(р). 
о НЕ уе а": Гир’ 


поэтому имземъ 


[9 


".: со № ы ‚Гр 
9 р совр рр —= ИЕР 


‚ ИЛИ, сдфлавъ р-Е 28 — 2 — Ц, 


ы Гао 
(22) Г 60572 605 ре @? = : Ум 
” о течи (1 Ру) 


Эта’ Формула (22) была въ первый ‘разъ доказана Коши. Въ. 
случа. 9==р, она обращаетоя въ Формулу, полученную 
Пуассономъ, именно: 

| 


(23) }. сввеувоз рее = 


п 


У{ 9 


Если въ ФормулБ (21) сдблаемь п — 1, то интеграль ВТо-- 
рой части обратится въ | 


о м о м 
/ арт эра 1 


поэтому имъемъ 


9] Я 


24 [ 60520 05 р? 4? _ я аР—1 
( ) : 052 я | 1? $1129 т о (а -- 1)’ 
это-же, при предположени и =1, приводится къ хор- 


мулБ (23). 


0 ириближенномъ вычислении произведения 1. 2.3....х, когда х есть 
большое число. 


. 535. Логариемъ произведеня 5 первыхь чиселъ мо- 
жетъ быть. выраженъ посредствомъ ряда,’ расположеннаго 
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по целым и отрицательным степенямъ х. Этотъ знамени 
тый рядъ принадлежащий Штирлингу, сдфлалоя предметомъ 
изыскан1й многихъ математиковъ, между которыми 0со- 
бенно слфдуетъ упомянуть Коши, Бине, Мальмстена и Л1у- 
вилля. Но между различными доказательствами, относящи- 
мися къ этой ФормулВ, невозможно привести легче того, 
‚ которое я представиль н$сколько лЪть тому назадъ Акаде- 
ми Наухкъ и которое я отчасти вновь произвелъ въ четвер- 
томъ издаши моего (С0итз Ф Аюёбте зирётеите. Я показалъ, 
что достаточно извфстной ъормулы Валлиса, чтобы вполн® 
вывести Фхормулу Штирлинга, и этоть выводъ на столько ле- 
гокъ, что вторая Формула, до н%которой степени, можетъ 
‘быть разсматриваема, какъ видоизмёнен!е первой. Эти до- 
казательства существенно связываются съ теор!ей эйлеро- 
выхъ интеграловъ и я считаю полезнымъ привести ихъ здЪсь. 


536. Формула Валлиса есть (\ 492) 


хх 9944 95—9 94-9 9% 


— о. Пиши 
 — о Зи, Ро, 5: © а ° 


2 1'3'8`5 ‘бл 9’9—1 9—1 


(ДЛЯ Хх = 50). 


и она принимаетъ очень. простой ВИДЪ 


[2 


Те (8 Е (длях = 0), 
или, извлекая квадратный корень, . 
д 2 
(1) а =1{  (длях=о), 


если означимь черезъ $(х) ей 
Теио: 
Их ве 


ыы 
"1 


или произведене этого-же самаго выражения на показатель- 
ную Функщю вида а”, гдф а какая нибудь постоянная. Фор- 
мула (1) будетъ поэтому имфть мЪото, если, означивъ че- 
резъ е основанле неперовскихъ логариемовт, положимъ 
— | Ю ка 
2) О ее 
И2лте * Е 
| 12" 
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Изъ Формулы (2) имфемъ 


` 


› (2) сыт т ты а —1 +4 (2-4) 15 (1 4-4 
(8) ор (1+8) о "Нем +Э 
ИЛИ \ 
ая „9 о 1 
>. вер 1 + (2+5) 05 (1+2) 


гд$ знакъ 10°“ выражаетъ неперовоюмй логариемъ. 


если х>1Т, имфемъ 


1 1 | зоо —_ Туи 
ов (1) == аз. а я -...› 
’ откуда, | 
| " 1 
ею 
` 1 дд] (—1)" 
| 21+ = оз +. НЕ ие 
поэтому 
НЯ 
ое: те | 
5) 
бала 8. ео м, 
| _ 12 12 3 40.2 .› °Т 9 шт) тт а 


Въ этомъ рядф члены поперем$нно положительные и 'отри- 


Но 


цательные; сверхъ того абсолютное значене отношенля члена 


пт мфета къ Аут есть 


И __ 1. 
72 а 


1. - к ОКЕ 
это отношене равно › для ® = 2, но оно меньше = ДЛЯ всЪхъ 


значений я, превышающихь 2; поэтому даже тогда, когда #1 


обращается въ 1, абсолютныя значемя членовъ ряда (5) 
убываютъ, начиная со втораго члена. Отсюда очевидно сл$- 


дуетъ, что 


_ф (4) 
108 е+о< т. | 


ИЛИ 
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-ф (#) т, 
6) е+т0<‘ 


Но можно назначить предЪль те меньший предъидущаго, 


и такъ какъ онъ намъ будеть полезенъ, то надлежить его 
показать здЪсь. | 
Если Формулу (5) умножимъ на х--1, то получимъ 


‚ $#(2) К. "В 
ыы еп - 19% мт. 

ИЕ С) ВЕ Вых а | 

с: 1 -Ь 4” Ва, 


въ этомъ ряд недостаетъ члена друге члены попере- 


1 
р. 
_м$нино положительные и отрицательные, и отношене члена съ 


| а Е 
—, КЪ члену съ >, имфеть абсолютное значене 


_@—1@-2 _ Е 
и—1(и— 2) +2(и—4г 


1 


. у 
это отношене равно = для п —4; но оно меньше > ДЛЯ й>4А. 


Ноэтому члены уменьшаются, начиная со втораго, даже 
тогда, когда х.равно 1, и мы имфемъ | 


(т 1) 108 ОР 


ИЛИ 


не, = в. 
У `В в@ты 


Формула (6) показываетъ, что 


(8) | $ (1) _ _ Щ_ = 


р (# - 1) 


; 


ГДЗ 0, есть цфлое положительное число, меньшее 15; измВнивЪ. 
7? въ х-1, 2-2, .., 2—1 и означивъ черезъ 0,, 6,,..., 0 


числа, заключающияся между 0 и Е: также будемъ имфть 


“\ 
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ЕП ео 
2(# 2) 
0, | 
9) та Ни 
С #3) —° | 
о 
Ф (25 ние: | __ е(2—1) 
(2) — 


Перемножимъ между собой равенотва (8) и (9); такъ какъ 
сумма х дробей_ 

| 9, 9 _ > о & | } _ бы 
тео 8 `° т (8 — 1 


1 | 
меньше Е 15;> ТО будемъ имЁть 


12 


ы 


(10) | р (2) 2, 
| р (25) | 


‚ ТДЪ 0 есть число, заключающееся между 0 и = слфдова- 


тельно _ 


| (11) . т ыы. (для д = ©). 

Если теперь Формулу (1) раздЪлимъ на Формулу (11), то по- 
лучимъ 

(12) - — е (1) =  (мях=о), 

т.е. на основант Формулы (2) 

(13) 1.2.3... 2=И 2=6-* 271+ (1 в), 


гд$ = означаетъ положительное количество, уничтожающееся 


ДЛЯ = ©, и выспий пред$ль котораго мы сейчасъ дадим?ъ. 
587. Имфемъ 


(4) о Ге+р=т.9.8. 


и я говорю, что можно получить, на основанш предъидущаго 
точное выражен1е ‹хункщи Г(%-+1) или, что приведетъ 
КЪ тому-же, выражене неперовскаго логариема 105 Г(%--1), 
когда 2 есть цфлое число. На основавши` хормулы (2), сна: 
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чала имфемъ 
| | 1\. ы 
(5 тео = 5 105 —2+ (2+5) 1052 + 1085 (%), 
[ ъ \ 


потомъ тождественно имфемъ 


105? (2) = 105 т Е 


ею 105 Г И 


В+ 105 (2+ т + 1} 


но, если ц$лое число т возрастаетъ безпредЖльно, $(х + т-Е 1), 
на основами Формулы (12), отремится къ единиц и ея ло- 
гариемъ стремится къ нулю; поэтому имфемъ | 


(16) вы (2) = у 105 з Е Г’. 


или, на основами Формулы (4), 


= ® 


(17) аз (в) У (еж у и) -+| 


т — 0 


и сл$довательно будемъ имфть 


(18) 


Эта, Формула (18), которая вотр$чается. у Гудерманна, какъ 
мы видимъ, очёнь легко выводится. ИЗЪ а поры 
Валлиса. 


588. Такъ. какъ количество 102 $(2) положительное, то 
Формула (15) сначала даеть° | | 


| 9 ет #0> аз = -- (2 -- 5) 1057. 


Потомъ изъ Формулы (16), на основан1и неравенства (т), 
будемъ имЪть | | | | го 
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т — © 


1 
08) < УвЕтиети ти; 


но дробь 


1 

(я т&-т-1) о на 
БЫ И ИР 
‘фт я-т-Г 


поэтому можно написать : 


вы < т: и ы = - Е) 


Рядъ, содержапийся во второй части этой Формулы, имфетъ 


1 ь 
суммою >, и мы, слфдовательно, имфемъ 
= 
105? (2) < 1оз? 
ПОТОМЪ 
(20} ИИ 
2 | \ 2 + \ 


‚ Формулы (19) ‘и (20) даютъ намъ два предфла, которые мы 
желали получить. Переходя отъ логариемовъ къ числамъ, 
получимъ 


(1.2.81... 2.> Убе "2, 


(21) а 

| 1.2.3...2< Убе". 

Распространене предъидущихъ формулъ на случай, когда х не есть 
цф$лое положительное число, 


539. Предъидуций анализъ предполагаетъ, что д есть ц$- 
лое положительное число; но вторая часть уравневая (18) 
‚$ 5381 есть хункшя, въ которой д способно принимать ка- 
_ыя угодно значен1я; исключая случая, когда д есть цфлое 
отрицательное число, рядъ, входяний въ поименованную $0р- 
мулу, постоянно сходяцйся, потому что его члены, въ чемъ 
не трудно удостов$риться, убываютъ подобно ‘членамъ ряда 
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1 } < 
у Теперь я говорю, что Формула, о.которой идетъ рёчь, 


соображаясь съ общимъ опредФлен1емъ, которое мы дали 
хункши Г, существуетъ для какого’ угодно х. Это опредфле- 
не выражается хормулой (8) $ 521, которая, если зам нимъ 5 


черезъь х-+1 и напишемъ подъ знакомъ ьз т--1 вм$сто ‘т, 


даетъ _ 
| _ 71— | 1 и 


Чтобы доказать тождество значений 105 Г(х+1), давае- 
мыхъ предъидущимъ уравнемемъ и Формулой (18) $ 531, 
достаточно дифференцировать ихъ два раза; изъ той и дру- 
гой имфемъ | | 


у { лини) 


гео. №: О: 
о 4 Го рт - 
т— 0 ь 


вторыя части этихъ двухь Формулъ имють поэтому рав- 
ными свои вторыя производныя; слфдовательно, он$ могуть 
различаться только на линейную Функц отъ 2; но такъ 
какъ он$ равны для цфлыхъ и положительныхъ значенй 2, 
‚ то, олФдовательно, ихъ разность приводится къ нулю. 


Форнула Штирлинга. 


540. Нетрудно выразить Функщю 105 $(х) посредотвомъ 
опредфленнаго интеграла. Диехеренцируя два раза ряду 
Формулу (17) $ 581, найдемъ | 


410 [Г 1 
1 5 + У тов (1 ы ж-- в) Е =) 


а тов) помо 
0 д №‘ мт 
7т—90 


< 


Но для вофхъ положительныхъ значен1!й 2 имфемъ 
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то бу- 


если поэтому перемнная 1 остается положительной 


демъ имЁть 


4: 108 25) : М = (1+: — —та, 


а ииовисионк. 


02° 
т—о = , 
-такъ какъ количество У, ве" равно а то 
п— о | . 
[и 106 $(%) м [4 [4 
= ИИ —ст а Со: 
4 Е [в а 2 1) ы 


Взявъ два раза интегралъ и замфтивъ, что ункщи 105 $(5) 


( ито 7 
И. уничтожаются ДлЯ д — ОС, о бы 
г и 


: |--. 1 
'08 нд [ а 
о Внеся это значеше 105% $(12) въ уравнене (15) $ 531 
получимь выражене 10° Г(1-+1), которое было дано Коши. 
541. Отсюда можно вывести Формулу Штирлинга, но 
‚ уравнене 


для этого необходимо м ны Формулу (1); 


1 ‘1 5) в. 


(р 


Гая гта-—2) = т 


даетъ 
(1 — 2) = 105 пд — 105 81 лу 


105 Г -- 2) + 10=Г 


взявъ же дихференщалъ, полуЧимъ 
_1 _ 60$ =# 


а 108 Г 2) , 9105 ГА — 2) _ 
от 4 т: т 
ИН и 3 1 ету ев" 
| ‚. Е о Е ты 
сверхъ того изъ Формулы (18) $ 531 имжемь 
4108 Г +2) _ | №9 Г =) | 
ет ет Ва в =/ * 


Ах 


ИЗМфнивЪ же д въ — 
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_ 905 Га — %) _ (1 =) (5 м 
о) +. 
Если-же внесемъ эти значеная въ уравнение {2), то будемъ 
ИМЕТЬ 
25 25 2% 1 отт у =. а с—кх ия 


НЕ "ИТ у 


Эта Формула ничто иное, какъ та, которая даетъ значене 
с0ф дл въ неопред$ленномь рядф простыхъ дробей и кото- 
рую мы доказали въ $ 491; мы могли-бы поэтому и ее 
взять за исходный пунктъ; но, кромф того что она была 
доказана, на основан!и. предъидущато, для вохъ дёйствитель- 
ныхъ и мнимыхъ значенй у, было-бы небезполезно связать 
ее съ Формулами, которыя мы дали. въ нашей теорш 
Функщй Г. | 
_ Жоли положимъ х = в. то предъидущая Формула 
обратится въ 93 
атс 1 
р ее а 
: : т— 1 
отъ дфлен!я же будемъ имЪть - 
1 1 2 аня Пе. 
га 
дк р в, 
заключается между О и 1. Дадимъ т значення 1, 2,5, ... до 
безконечности, сложимъ потомъ всЪ результаты и зам тимъ, 
что, если положимъ | 


ГД 9, означаетъ количество значен1е котораго 


. | | т— © }п—® | 

| _Уатннь-* У бы 

| т (Вит) 8-Е —- (Эт) 
ея та * 


9 необходимо будетъ заключаться между 0 и 1; на основа- 
ши Формулы (3) будемъ имЪть 
| т? т—® 


в 5. В. 
(5 е=—. р. -я- ре г бе м р (2х т 


Т-—4 
т—® ва 


—-— 3—3. <. 
Е 


1-4 т—4 
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и если сд$лаемь 


то Получи 
в. 5-1 
«\1 — е@ х 28 
(5) Е фи ит 
22:9 а 22т, 


тд ©, мы повторимъ, есть ‘количество, заключающееся 
между Ои 1. | | 

Этотъ замфчательный результатъ принадлежить Коши; 
Функция отъ а, которая составляетъ первую часть Формулы 
(5), обращается въ безконечность только для значенйй а, за- 
ключающихся въ Формул$ & — 2ЕжУ — 1, гдё Ё есть ц%лое 
‘положительное или отрицательное число, но отличающееся. 
отъ нуля; отсюда сл$дуетъ, что эта Формула для во хъ дБи- 
ствительныхъ или мнимыхъ значенй а, которыхъ модуль 
меньше 2, разлагается по Фхормул$ Маклорена въ сходя- 
пися рядъ; такимъ образомъ въ этомъ предположени имфемъ. 


ата 
г <\1 —е= х 9 


-] = зЬ: В, 
к * < . 9 


Формула (5) существуетъ для вс$хь дъйствительныхь зна- 
чен1й чи она даетъ возможность узнать выражен1е остатка 
ряда (6), когда останавливаемъ его на членф и"° м$ета. 


542. КозэФхФхищенты В., В., В., входящие вь хормулы 
(2) и (6), извБетны подъ именемъ чисел Бернулли; уравне- 
не (4) даетъ возможность узнать общее выраженте #"° числа 
Бернулли, но это выражене содержитъ трансцендентное ко- 
личество п и кром% того сумму неопредЪленнаго ряда. Не- 
трудно послфдовательно вычислить числа В, которыя в0$ 
раллональны; для этого резомотримъ уравнене (6), гдф для. 
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сходимости ряда предположимъ «< Эт; если 


——__ замфнимъЪ 
1—е—< 
ь [2 | 
равнымъ значенлемте р то получимъ 
1 
а а а 
| фе а 
— В, В, РЯ о ЗА В» киа 
ЕВ. ах 
ИЛИ 
1 ех —- е—“ 
(1+5) 
ое“ | В, # В. ве“ 14 Ва: ово 
929 Пе роди ++ аи 1 


зам$нивъ въ рядахъ показательныя хункщи ихъ значенями, 
ПОЛуУчимЪ 


"1 с с?" 
& (2 -- Е НИ. НЕ ЧС. 0 
5 ( | т. 5 н с ЕЯ, 


= ( К Е аа 
В | В” 
х (1 —- то а нА Е бы г“ +...} 


оба множителя второй части — сходящиеся ряды и вто- 
‚рой не перестаетъ быть сходящимся, когда его члены при-. 
°водимъ къ ихъ абсолютному значению, потому что рядъ (6) 
остается сходящимся, когда замёняемь а черезь И — 1, 
такъ какъ единственное услов1е сходимости есть то, чтобы 
модуль а былъ меньше 2х; сл$довательно, если перемножимъ оба 
ряда, входящие во вторую часть предъидущаго уравнения 
и если расположимъ произведене по степенямъ а, то полу- 
чимъ рядъ тождественный тому, который содержится въ. 
первой части. Поступивъ такимъ образомъ и сравнивъ коэз- 
Фхищенты въ той и другой части при “”, найдемъ 


РОО ВИНЕ... ЛИНЬ ЛИШНИЕ: ИН - 

_1.2...(28--1 91.9... '1.89...(%-—ШТ.а 

ПЕРИ ЗОНА - Е, ИР СИНИЕ ыы. =. ЗАВИС. ЗИ 
1.8... (8 —3)1,9.8.4'°'’`Т т.е. . @— № 11.8... 9 

с... Ва | а 
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уравнен1е, опредф$ляющее В,, если извфотны В,, В., 
В, _; сдБлавъ послБдовательно # = 1, @, 3, ..., получимь 


3-5 +В, =0, 
откуда зе 
В=2 В-ю Ваш ВБ 
В = =» Вов Ве 


Рядъ чисель Бернулли, какъ мы видимъ, сначала’ убываю- 
щи, а потомъ, поел$ В,, онъ дфлается неопредфленно возра- 
стающимъ. | 


543. Возвратимся теперь къ Формул8 (1), ‘которая даетъ 
выражене 105 5(5). Эта Формула, если о ыы уравне- 
не (5), обратится въ 


В, ай В. 7 —ах ь 
$ — — й хх = ‘х? Че —... 
108 7(2) Я а ГИ а 


я 28 
т ых 
| о в МЫх 6-е 9 | 


Ва В 
\® я е 24 °й 7, 
++ = ь ти я а ы 1 Фея» да. 


\ 
Но для вофхъ цфлыхъ значешй в 


у |--) Г(ы.) 1 ® о Г Е Ф Г Г] (№ 1) 
—ох у. чечня ааати ЕЕтЕЕЙ осиетиежеса жении ЕАСИ ИФ Бахаи каюеуму ® 
[ - ” ` ий НН : 


сверхъ того, такъ какъ количество © остается заключеннымъ 
между 0 и 1, то интеграль [ _ 9е-“та*"4а положительный и 
о 


ь =”. я | г : 1. 2. 3. ор Э.. 
меньше | е Га?" фа,т. е. меньше р 
$ 


и 1.2.3 3... ‚2 
ая ^ 


‚ поэтомуможно 


будетъ его выразить черезъ ‚тд®. 6 означаеть 
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количество, заключающееся между 0 и 1. На основани этого. 
предъидущее значевле 105 $(х) обращается въ. 


В, 1 В. 1 и__ —\ 1 
Ю [пов т Ва Нч -< (и — 12 д®— 
| -- (— 1) — —_ Вина _ 1 


(В 1) (я 2) 2" 


внеся же это значене въ уравнение (15) ` эй оудрмз ИМЕТЬ 
для ВОБХЪ положительныхъ значен1й 2х 


| тео во (2+ ва В Я 


й | 1—4 В, >” рые 1 
р - (8 — 


[)2я д"—! и" (2% + 1) (бъ- 8) д” 
гд$ количество 0, умножающее последний членъ, мы должны 
повторить, заключается между О, и 1... 

° Если продолжимъ до безконечности рядъ второй части, 
то получимъ Формулу Штирлинга, именно: 


‚ В 
[овтечо я уивзн о (2+ а А. 
(10) | | 
и Ви 1 


| | ме и — ре ри ева 


Нетрудно ИДЬтЬ, что этотъ рядъ расходящийся, какое бы боль- 


шое значене ни дали 2) въ самомъ дЁл, абсолютное зна- 
=. В т 
чене общаго члена (— 1—1 2 - авно, на осно- 
щ ( @и— 190 д Р 
ванти Формулы (4), произведеню двухъ количествъ 
12 3 и — 8 1 1 1 \ 


а ты | 
Эл 9: д Эх ' т Я И Эл \ - он | 32" — .. ге 


‚ когда 


Второе изъ этихъ выражений стремится ‘къ предЗлу Е 
п возрастаетъ безпредфльно; первое выражеше, напротивъ,. 
возрастаеть сверхъ всякаго предфла, потому что оно есть 
произведеше, въ которомъ множителей, меньшихь 1, конечное 
число, между т$мъ какъь число множителей, превышающихъ 
1, а также и какое угодно число, можетъ сдфлаться больше 
всякаго даннаго числа. Отсюда сяЗдуетъ, что члены ряда 
(10), начиная съ извфотнаго м$ота, возрастають сверхъ вся- 


_ каго. предЪла и, са$довательно, этотъ рядь расходящийся. 


® 


— 
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544. Замчательно то, что рядъ Штирлинга, несмотря 
на свою расходимость, снабжаетъ очень точнымъ и очень 
удобнымъ способомъ вычисленя 105 Г(&-1), и приближение, 
которое можно получить этимъ путемъ, т$мъ болфе, чЗмъ 4 
больше. ДЪйствительно, если д больше 1, то члены въ Фор- 
мул$ Штирлинга, помноженные на числа В, сначала убы- 
ваютъ, и мы видимъ изъ Формулы (9), что ошибка, получен- 
ная отъ употребления формулы (10), постоянно меныие, по 
абсолютной. величин®, перваго изъ пренебрезаемыхь членовъ. . 
Поэтому будемъ имфть самое большое возможное приближе- 
н1е, если остановимся на член%, предшествующемъ наименз- 
щему члену, и этотъ наименьший членъ само-собою дастъ`выс- 
пий предёлъ ошибки, которую получимъ. Наприм$ръ, если 
вполнё пренебрежемъ въ Формул$ (10) членами, помножен- 
ными на коэФфитенты В, ‘То полученная ошибка будетъ по- 


Ц. || 
ИЛИ —; ТакЪъ какъ В. ==, По- 


ложительная и меньше —- - 
1.2 х 12х № `` @ 


этому пуда имЪТЬ 


[течь фих + (+ 5.) 108. 
и) Е 1 
Г .) АЗ 9 
| ток ен <> 105 Яя 2+ (= + 5) 05 2 Т27, 
перейдя-же отъ логариемовъ къ числамъ, получимъ 


Г(® + 1) > Иже, 
. —_ я 
Ге + 0 < У2ле—"З7Я ста 
какъ это мы нашли въ © 588. 
Исходя изъ этихьъ Формулъ, можно получить два преджла 


числа Бернулли В, изъ которыхъ одинъ будеть намъ ниже 
полезенъ. Положивъ для краткости 


(12) 


| 1 1 1 . 
бт = Тая Кат тт. ., 
по Формул® (4) найдемъ 
1.2.3... 9 И 
Вь = — бля Вы» Ва = дз) 


откуда‘ имф$емъ 


# 
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Вы: _ ЕО 25, В _1.2.8...208„ ° 
В, Дт? | 5. зй 92—12 —9 5, } 


но такъ какъ Ю, убываетъ, когда в увеличивается, то 


В+: (28 4-1 (и + +2) В, 1.9.3... 
А, Ех рен" 
или, Такъ какъ В. = - 
(13 Ви < В» 
(и + 1) (и + 8) ^ 4 
1 Ги +1) 
\ 
(14) | В» ®- 12 ой 


Формула (14) даетъь выеций  предёль В,; мы будемъ имёть 
низпий предфлъ того же числа,.если въ его точномъ выра-. 
жен1и замфнимъ в., черезъ 1; такимъ образомъ получимъ 


В Г(2® + 1) 


и ОИ — 12" у 


Если въ хормулё (14) зам$нимъ Г(2и-+1) его высшимъ 
предёломъ, взятымъ изъ неравенствъ (12), и въ Формулв (15) 


его низшимъ пред$ломъ, то будемъ им$ть 


от # 
р с— т отт, 
т) — 


о 
(оу 


В, < 
(16) 


4 
елены 
т $47 


отношеше этихъ двухъ предфловъ числа В, есть се 


545. Формулы, которыя мы только-что вывели, были даны 


Коши; он позволяютъ легко опред$лить приближение, съ ко- 


торымъ можно вычислить ны по Формул5 Штир- 
линга. 
Означимъ черезъ и, абсолютное значенше члена этого ряда, 


зависящаго отъ коэффхитента В„, имфемъ. 


_ т мы вы. (8 1 
№ — @и— рт и, В ++ 


на основани неравенства (13) вторая изъ этихъ двухь &0р- 
СЕРРЕ, ИнтЕГР. исчисл, 13 
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муль дастъ | 


На (Ви — [2 27% 
и, `^ 455 


ща 


и мы тфмъ болфе будемъ имЪть 


о 


о 2 п Ч (№) 
и, ля 8 и, © (=) Е 
Поэтому и,, будетъь меньше и, до тЪхь поръ, пока в<3х 
или # — 35. Такимъ образомъ, когда х больше 1, то рядь 
ПШ тирлинга въ первыхъ членахъ есть убываюций и, если 4 
‘есть число цфлое, это убыван!е будетъ несомнзнно имЪть 
мФото до члена м%фста 34, который само собою будеть 
меньше сл$дующихъ. 

Теперь означимь черезъ ‚, абсолютное значеме полу- 
чаемой ошибки, когда останавливаемся въ 'рядБ Штирлинга 


на член®, ‘умноженномъ на ВБ,; какъ мы видфли, будемъ 
ИМЕТЬ 


Вы 1 
"<. (2 + № (в Зе 


и, на основанли неравенства г т$мъ болфе 


мт ти Ая? о 


и наконецьъ, на основани перваго изъ неравенствъ (16), имфемъ 
| дон" ' 
° (17) | < 1 (ил) ем о21т, 


преджлъ, ‘который легко вычислить по ‘логариемамъ. 

_ Мывид$ли, что, если х цфлое число, убыван1е членовъ ряда 
ностоянно имфетъь м$сто до тёхъ поръ, пока‘и не будетъ 
равно 32; если сдфлаемъ и = 81, то Формула-(17Т) дастъ 


1 /3\7—# 5; + 
^ = 2 зщ 
-35 <=(;) _@ х ВО 


и такъ какъ х по крайней мёр$ равно 1, то тфмъ боле 
будемъ имЪть 


4:4 4 * 


1 з ве 
< 5 : са 16. 
п 
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Но 


ноэтому 
:„ < 0,398400. . (у, 
ИЛИ, ВЗЯВЪ енннные логариемы об$ихъ частей, имфемъ 
(18) ЮВ с, < 1, 594844 +5 108 --| (, 3949331) х. 
Для 1 —1 уже имфемъ 
105 =, < 4, 9890775, 


И олбдовательно в. “За О для д —= 10 имфемъ 


105 :„ < 97, 047175, 


и мы видимъ, что въ этомъ прим®р$ 1 = 10 можно, оста- 
новившись на членф, умноженномъ на В. продолжить вы- 
числен1е 100Г(х-+1) до двадцать шестаго  десятичнаго 
знака. | 

Формула (17) показываеть, какъ это мы сказали, что 
Формула лы позволяеть вообще вычислить 105" Г(2-- 1) 
посредотвомъ приближения, которое будетъ т$мъ больше, чфмъ 
больше будетъ #х. 


546. Взявъ одинъ или н5сколько разъ дизхеренщаль хор- 
мулы Штирлинга, получимъ‘ полезныя формулы; но такъ какъ 
Формула Штирлинга содержить расходящийся рядъ, то;то же 
самое будетъь и съ.т$ми, которыя мы имфемъ въ виду. 
Однако эти Формулы; такь же какъ и хормула Штирлинга, 
могуть служить для численнаго вычисленя; этимъ мы сей- 
часъ и займемся. Замётимъ, что количество @, входящее 


_ подъ знакъ [ ВЪ послёднемъ член®. второй части Формулы 


(1), не зависитъ отъ 4; поэтому, взявъ в ны ыы 


этого уравненя, будемъ им$ть 
13% 
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([— 1 ‚ 4* 108 (2) _ а [сева — ы 


ин м: => 
| В. ® | 
_ чую в в °"— 7 
че Бы |= р 
Совы о [они 
т. 9... 9.) | 


 потомъ, поступая такъ же, какъ и и вывод$ Формулы (8) 
изъ (1), найдемъ 


а 1 де 105 2) _ ЕНОТ ре 1 _ 
| _ дв | Г) эм *° Гб) вв 
9 Г(ь - 2" —1) 1 


Е (— и В, ч ТОя ут у. дай 


++ (— 1)”0В В - 2” - о) 1 ВИ о 
я Г/ Г(9й ети _ пра"? 


-'‘—®——ыы——^- 


гд$ 60 означаетъ, какъ и ®, количество, заключающееся 
между О и 1. Когда х достаточно велико, тогда члены вто- 
рой части сначала, какь и въ Формулф Штирлинга, убы- 
ваютъ, и ошибка, которую получаемъ, когда останавливаемся 
на какомъ-нибудь член$, меньше сл$дующаго члена и одного 
съ нИмМъЪ знака; въ частномъ случа$ в = 1 имфемъ 


_@1ов © (2) и 5. 
— м +1 ет 


| И. В | | В+ 1 
9 ва, (ее р ое 


(20) 


_Взявъ дизференщаль Формулы (15) $ 531, найдемъ 


4106 Г _ 1; 9106 #2). 
| 2 о =105 а. + — № о 
а 108 Г(# -- 1) __ Ги Г) _ ав 9(2), 
ИА а па а В аж 


поэтому будемъ имЪть 


‚ 910 Гао г т В, 1 


м ат = То 
| В» Ь: В+ 1 
| } Е 1)" 2) рт ес ея Е" : РЕ: дат--2? 


и для в >Т оч 3 
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в 106 Г(# +1) _ Ге — -1) Г(#) е- 1 
[ ра слов. д Эд т _ ГВ) де о 
__ Ти в Г“ (и 2" — п) 1 
р. СУ В, Тов дер 
2 Г(и 2% - 1_ 
-- (— 1) я _Г@п 8) дер’ 


22) 


—=—ы.— 


гдф 9 означаетъь во вс$хъ этихъ Формулахъ количество, за- 
ключающееся между 0 и 1. 


547. Результаты, которые мы только-что получили, снаб- 
жаютъ очень простымъ способомь вычислемя постоянной 
Эйлера — постоянной, которую мы означили черезъ С. За 
исходную точку мы возьмемъ Формулу (2) $ 523, которая 
предполагаетъ 1 цфлымъ числомъ и которая, отъ измнен!я 
2 въ х--1, обращается въ 
4108 Г(2 1). 


2 


‚ | 1 
Я а 


/ 


Е Е 1) 


замБнивъ’ его значешемъ, даваемымъ формулой 


(21), вине. 


| РИ 1\ 1 
(+1444 + ве 1 
А Ы +; В — 
| В, В. 1 В, 
т аа де Г *** ГО дла» + 
ошибка, полученная отъ того, что мы остановились на член®, 
зависящемъ отъ В,‚, по абсолютной величин будетъ меньше, 


#) 


ЧЪмЪ (т. ца Замфнивъ въ предъидущей мы числа 


В ихь значенями, найдемъ 
п 13 | 1 ий 1 | 
= (1+5+3 +... +3) — 082-55 


К. МЕ ПЕ Е И. С 
120% Г 95246 9405° 1189418  З97б0хе | 


(13) 


ое) 


если-жке остановимся на посл$днемъ изъ написанныхъ членовъ, 
Такимъ обра- 


] 
РН 
зомъ, сдфлавъ д = 10, получим Формулу 


то полученная ошибка будетъ меньше 
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_ 11 т. т о т 
с = (1+5+ 3+4+5+5-+7та+9+1 
1 0,01 0,0001 ‚ 0,000 001 
— 10510 — 5 т — 190`*"` 55 


0,000 000 01 ‚ 0,000 000 0001 _ 0,000 000 000 691 
0 тг 189 —— 39760 | 


которая дастъ значеше С съ точными пятнадцатью десятич- 
ными знаками: взявъ 


10с 10 = 2,302 585 092 994 045 68, 
безъ труда найдемъ значене 
С = 0,577 215 664 901 533, 


уже данное въ & 522. 


548. Въ $ 542 мы дали хормулу, позволяющую вычис- 
лить послёдовательно числа В., В., В., ...; можно вообще 
получить для В, выражене, освобожденное отъ трансцен- 
дентныхъ количествъ, но которое будетъ немного сложно. 
Мы думаемъ, однако, что небезполезно, оканчивая эту главу, 
вывести эту Формулу. 

Числа Бернулли опред$ляются хормулой (6), которая мо- 
жетъ быть. написана слфЗдующимъ образомъ: 


Е — 1 ый | а В. ‚р ЕН В #3 Г 
а —1 « 2'1.9 1.2.8.4 1" 
| р 
| Тя я „а 
4 1.2... % а 


Но тождественно имфемъ 


если же дроби второй части зам$нимъ ихъ значешями вВЪ 
рядахъ, употребивъ при этомъ предъидущую Формулу, при- 
ложенную къ случаямъь я = 2 ия = 22, то получимъ 


— 
ры 
ГИГ 


д 8-ти +1 


| ы 
Г (_ 1 1от в и 2—1 
пра За 


3 


риожккииией 


ПЕ те:. ЗРАНИЕН.. 
РУ Е. 
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сходящйся рядъ для воБхъ значешй 2, которыхъ модуль. 


меньше п; поэтому по хормул$ Маклорена имфемъ 


4"— 
(85) - (— овен. —— В, —= — > (для Е -— р 


\ 


хо — е 
> ——_.—-[`—щ иене Бич ЧР И не- 
Первая производная Функщи = есть ЕТ 


трудно видфть, что вообще ми имть. 


^ 


в ие 
Е Ау Ади АЕ 


дет — +1 
р. кои анты независяцие оть 2; 


сверхь того уравнеше (24) показываетъ, что первая произ- 


. 1 5 
водная ФУНКЩиИ 2-Е] есть четвая Функщя отъ 2, которая не 


`®измФняетоя, когда изм$няемъ 2 въ — 2; отсюда сл$дуетъ, 


что то же самое имфетъ м$сто для всБхъ производныхъ не- 


‚ Четныхь порядковъ. Но отъ изм$невюя 2 въ — г, предъиду- 


(26) 


ее выражение обращается ВЪ 


АА с... Ане 
(ее 1) | 


нужно поэтому, чтобы вообще А„„_; =А, и слфдовательно 


] | 
2—4 — са 
Е ие]... А, и А," 
пе” | — (© ты |" 


Теперь имземъ 


а в ® РОГЕ 
6-1 1-е" 
— е * = с * - С $2 >> ь -|- ( ЕК ре — —- .) 
откуда 
2"-— 1 | в | 
6” пы РЕ 12%— о ® -- 937. —1. 63? о 3—1 е 3 ен 
Д2"— 579 Г? 


+ ( ге а ет 


но также имфемъ 
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(е* в 1) =" —= ©385 +=" е( 2—1) а 


Е 2п (2% =: в - й + 1). о(2"— 2 к ВВ 


‚ зле” Е Е 


перемноживъ же между собой предъидущиая' ‘уравненя, на 
основан Формулы (26), будемъ имЗть; | 


А, р 5 = е | не ее ый е("—*)* | и А» сп 
= [— 1" ее *- и в" —... (Пе... ] 
х ре В 27 (2% =... :. а —81 (в: 4... 9иее + 1] 


Первая часть этой =ормулы есть цфлая Функщя отъ. 
6"; сл5довательно, если произведемъ умножене, ‘указанное 
во второй части, то останутся только члены, содержаще 
положительныя степени отъ е; написавъ, что члены въ 
е(*"—#* равны въ обфихъ частяхъ, найдемъ . 

| А. = — | 


и, для значений р, превышающихъ 1, 


[ле т ЗА - 


от) + (— 1% 27 (2% —9.:-.@ У — у" + . 


а „_, 9 (9и—1)...(8—и- 9) 2—1 | 
ое О -ААТР ] : 
А а 1.2... (и —1): г 


но ормулы (25) и (26) даютъь 


И) Н 1 | ` 1 \. 
(-Ъ РУ . В» = рик (А А, КА. . ‚+ А,— Е 5Аы]} 
_ поэтому имфелъ 

ие" 


9% | й | 
Е о | На : 2 а т г Ч. 


— 19 —р _[ 1\27— __ `_ 9—4 __ 4\— 2 97 и 1) фь 
а | - ре 2% (®— 2) нЕ 1 т . 


| ии у". р" о. | 


1... (#—1). 
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наконецъь, если соединимъ члены, содержашие #?”-", 
(и — 1)?" 1.., то будемь им$ть 


. оз" 1 (2*® — 1) 2 8 1 т) ивы 
| Е При (1+5 а, 
12 2 акы 2144 
(28). и Е т. жи т 
1 _ 
Е 1 Ех аж 2—1 
+. и. 


Формулу, въ которой законъ составленя членовъ очевиденъ. 


ГЛАВАТ. 
_0 КВАДРАТУРЬ И СПРЯМЛЕЮШИ КРИВЫХЪ. 


О квадратурф плоскихъ кривыхъ. 


549. ДЪйотв1е, имъющее предметомъ интегрирован1е дан- 
наго дизференцлала }(5) 4х, часто называется квадратурой; 
это дЪйств!е на самомъ дфлЪ, какъ мы видфли, есть то. ко- 
торое нужно произвести, когда желаемъ опред$лить площадь, 
заключающуюся между кривой, которой ордината есть 1 (%), 
осью абециссъ и двумя ординатами, отв$чающими опредз- 
леннымъ абсциссамъ. | с © 

Чтобы получить площадь, заключающуюся между двумя 
данными кривыми ОМШО, С’М,, и ординатами СС’А, ОО, 
` отвфчающими абоциссамъь 2 и Х, мы зам$тимъ, что эта 
площадь есть разность двухъь СОВА, С’О’ВА. Если означимъ 


черезъ у, 9’ ординаты МР, М’Р двухъ. кривыхъ, отв$чаю- 
шия абецисоБ перем$нной 1, то искомая площадь, въ слу- 
ча$ прямоугольныхъ координатъ, будетъ 


х х. < 
рае [Руа (оф 
:$ м 


270 _ © 20 
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Эта Формула приложима къ тому случаю, когда требуется 
найдти площадь сегмента, заключеннаго между дугой кривой 
и ея хордой; тогда у есть линейная Фхункшя ах 6. 
Площадь, ограниченная частями какихъ-нибудь кривыхъ, 
опред$ленныхъ аналитически, можеть быть раздфлена на 
нЪоколько положительныхь или отрицательныхь . частей, ко- 
торыя, какъ мы сейчасъ показали, могутъ быть вычислены. 
Въ вопросахъ квадратуръ, прямолинейныя координаты не. 
представляютъ постоянно перем$нныхъ, которыя надлежить 
употреблять. Въ частности часто бываетъ выгодно употреб- 
лять полярныя координаты; мы опредфлимъ тогда площади 
_ н$которыхь секторовъ, образованныхъ дугой кривой и двумя 
радтусами-векторами. Если черезъ р, ® назовемъ полярныя 
координатьт, черезъ Ф. и@ значентя о, отяфчающия краинимъ 
радтусамъ, то общее выражение кора о которыхъ мы 


говорили, _будеть 
‚9 
} 5 2* 4. 
Ф 00 2 


Если желаемъ имфть площадь, заключающуюся ‘между 
двумя кривыми и радтусами-векторами, отв чающими угламъ 
6, и @, ‚то употребимъ тормулу 

[е 
Да — в") 4», 
гдё р и р’ означають лана двухъ данныхъ 
кривыхь. 

_Ръь Диззеренщальномъь исчислени мы дали различные 
-примфры квадратуръ, въ которыхъ интегрироваюе произ- 
водится непосредственно; мы дадимъ зджсь н%еколько `дру- 
ГИХЬ. 


550. ПАРАБОЛы. — ПШодъ именемъ параболы мы пони- 
маемъ кривыя, опредфляемыя въ прямолинейныхъ координа- 
тахъь уравненпемъ вида 

у" = ри", 


ГД т и п положительные показатели. Означимъ черезъ и 
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площадь ОМР, заключенную между кривой, осью абециссъ 


и ординатой МР = у. Въ сяуча$ прямоугольныхъ коорди- 
натъ имъемъ | 


= 


4 72 


ди = удх = р” 27 ат, 
откуда 


7 


п 4 , 
дт ал = т = о — д. 


т 
Но произведен1е ху равно площади прямоугольника ОРМО, 
построеннаго на координатахъ точки М; поэгому имфемъ 
ОМР _ то о ОМР _ жж. 
ОРМО ж- ОМО эл’ 
сл5довательно, парабола разд$ляетъ площадь прямоугольника 
на дв$ части, которыя находятся между собой въ отноше- 
ни чиселъь т и п. 
Обратно, всякая кривая, обладающая этимъ свойствомъ, 
есть парабола, потому что предъидущая пропоршя, т. е. 


и т 


фи м’ 


дасть 
%4 = а жу; о ен т = (ау у ах) 
и 
4 
т > в” —=0 или 41055” — 41054" =0, 


, | ` й < 
`это же показывает, что отношене *, равно постоянной. 


— 
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551. ГипЕРБОЛы. — Подъ именемъ зитерюболы извёстны 
кривыя, опредфляемыя въ прямолинейныхъ оны 
уравнешемъ вида 


$ 


рп у” —® : 


гд$ т и п положительные показатели. Предположимъ, что 
т не меньше я, и построимъ вЪтвь кривой, расположен- 


ную въ угл положительныхъ координатъ и ии ющую асимп-_ 
тотами дв$ оси Ох, Оу. Пусть будутъ АС =, МР — у орди- 
наты, отв чаюция абециссамъ 2 и 7; и площадь, заключенная 
между этими ординатами, осью абсциосъ и кривой. Въ случа* 
прямоугольныхъ координатъ имземъ ИВ 


1 


4и = М —=тх тах, 


откуда, исключая случая т — п, 


Мы видимъ, что площадь и возрастаетъ сверхъ всякаго 
пред$ла, когда х стремится къ безконечности, напротивъ, 
она стремится къ конечному предзлу 


т — п 
и — —_ рйд п, и в Ху, 
7 — т — Я 


когда 2, стремится къ нулю. Предъидущая Формула выра- 
жаетъ, что неопредленная площадь 0 и прямоугольникъ 
ОРМО, построенный на координатахъ точки М, находятся 
Въ постоянномъ отношени: ж къ т — 7. 

Это свойство принадлежитъ исключительно типерболамъ, 


потому что предъидущая И даетъ 
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| уу | 


откуда 


И т -- 2 = —=0 или 410с ("у") = 0, 


и, сяфдовательно, 
д ут — 60186. 


552. ЛЕмнисклта. — Между кривыми, которыхъ 
квадратура можетъ быть, съ точки зрён!я геометри, строго 
высчитана, нужно. зам$тить лемнискату Бернулли. Эта кри- 
вая имфетъ то свойство, что разстояная каждой изз ея то- 
чекь отз двух5 постоянных, разстоянме между которыми 
есть 2а, имъють постоянное произведеме равное а. Въ по- 
‘лярныхъ координатахьъ лемниската имфетъ уравнешемъ 


2* — 347 с0$ 9%, 


гдЪ р означаетъ радтусъ-векторъ, выходяший изь центра. 
Площадь и сектора, ограниченнато радтусами, отвфчающими 
значенлямъ ®,, @ перем$нной ®, имфетъ значене 


: 2 


1 ь а 
И — г] 2* (о = а Г 053 да —= 5 (5028 — т). 
о “70 | 


Кривая симетрична относительно полярной оси Ох и 
пернендикуляра Оу къ этой оси; она состоитъ изъ двухъ 
замкнутыхъ вфтвей, и дв$ касательныя ТТ’, 55, проведенныя 


. 1 
черезъ центръ 0, наклонены къ оси на 45 градусовъ. Если 
ищемъ площадь, заключающуюся въ одной изъ в$твей, то 


д ич 


надо сд$лать въ предъидущей Фхормул$ ®, — — ие -а Ко- 
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торая тогда дастъ 


5583. ДвкаАрТОВвь ЛИСТЪ. — Ёривая, известная подъ 
этимъ именемь, въ прямоутольныхь координатахъ имфетъ 
уравненемь 

231 у? —Залу=0. . 
гд$ а данный параметръ. Она состоитъ изъ двухъ безконеч- 
ныхъ вфтвей, вотрёчающихся въ начал координать и им ю- 


щихъ асимптотой прямую, опред$ляемую уравнешемъ 
о тута = 0. 


Нужно вмфото ди т подставить и о си 
«, Такъ чтобы . 


д —= р 605%, у = р9Шо. 
Уравнен1е кривой тогда обратится въ 


__ За яшо с0$е`, 
91030 -- 608%° 


уравнен1е же асимитоты есть 


— а 
$1 © -- ©05® 


64 — 


Площадь, заключенная между кривой и радтусами, отв$- 
чающими значешямъ о, и 9, будеть 
<. ть {9 
Го ЧЕ о и 
#4 — — до — 90 
И о ето ом 
(1 -- 2050} 


—1 


количество подъ знакомъ Й есть диъхерен алъ ОТЪ — } 
д г” п реа 1 адозо? 
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поэтому имфемъ 


за Е РИ в.“ 
Е 1+ 4200, 1-е | 


Если желаемъ опредФлить площадь завитка, . образованнаго 


) 


э рЬ с у . За? 
кривой, то сдфлаемъ ®, = 0, ® = р у - 


Чтобы имфть площадь, заключающуюся между ВЪТвЬЮ 
кривой, ея асимптотой и двумя радлусами-векторами, нужно 
вычесть { изъ площади %, заключенной между асимптотой 
и радтусами-векторами. Эта площадь и, есть площадь тре- 
угольника; сверхъ того она иметь выражешемъ 

ый в 4 
о С05* © 
„, 1+ 065]; 


ИЛИ 
44 резины. С РЕ СН Ее А ‚. 
9 |114 обо 1-4а069 1’ 


поэтому будемъ ИМЕТЬ 


и, — 4 = < 9 — в =— (апо® _ | 2 — {пох 


1 — 1069 -- 42069 1 1апае, -- 19%, 


Если желаемъ опредёлить неопред$ленную площадь, заклю- 
 ченную между отрицательной частью ыы т, кривой и ея 


асимптотой, то мы должны .сдфлать ®, — 5“ © — п; въ этомъ 


ь 
случаЪ получимъ 


ко] >. 


9—4 = 


очевидно, мы найдемъ то же самое значеве для площади, 
заключенной между положительной частью оси у, кривой И 
ея асимптотой. Прибавивъ кь‘этимъ двумъ площадямъ пло- 
щадь треугольника, образованнаго асимптотой и осями, ко- 


2 


а | 
торая опять равна :д получимъ полную площадь >, заклЕЮ- 


о? 
чающуюся между двуми безконечными вфтвями и ихъ асимп- 
тотами. Эта площадь равна, какъ МЫ вВидимъ, площади 


замкнутаго завитка. 
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0 спрямлени кривыхъ. 


554. Задача спрямленя плоскихъ кривыхъ и Кривыхъ 
двоякой кривизны не отличается отъ той, которою мы только- 


что занимались. 
‚ Пусть $ дуга плоской кривой, отсчитываемая отъ произ- 


вольнаго` начала; въ ООВ прямоугольныхъ координатъ 
имБемъ 


4; = У 42? - дуг; 
если же означмимъ черезъ $ независимую перемфнную, че- 
резь &, Т значеная $ отвфчаюцщия началу дуги В и ея край- 
‘ней точк%, то, предположивъ, что $ измвняется въ томъ же 
смысл, когда беремъ дугу 5, будемь имфть 
| | Г о, т 
в = [ Иа ау д. 
‘0 _ 
Если употребимъ полярныя координаты р и о, и если озна- 
чимъ опять черезъ # независимую пером ине, то будемъ 
имфть (® 202) | 
И 4% | 
7, И час 
0 
Для кривыхь двоякой кривизны имфемъ аналогичныя 
Формулы. Означимъ черезь $. дугу какой-нибудь кривой, 
оточитываемую отъ произвольнаго начала; въ систем $ прямо-. 
угольныхъ координатъ имбемъ 


4; = а* г 0) -- 42°; 


`° когда же употребляемъ полярныя координаты 7, 0, $, тогда 
_тотъ же дивференшель имфетъ выражен!емъ (6 259) 


зы —= У 47 -- у* ах зе 0 020 44°; 


поэтому, если черезъ $ означимъ независимую перем$нную, 
‚ то дуга 8, которой концы отвфчають значешямъь ц и Т 
перем$нной |, будетъ имФть выраженемъ 
& — Г Ум + ау" + 42° 4 
Ф 


СеРрРЕ, Интегр, исчисд. | 14% 
\ | 


о 
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ИЛИ. " 


8 = Г О Е м те а" 


о 


Если дфло идетъ о съёрической кривой и если беремъ центръ 
шара за начало радтусовъ-векторовъ, то будемъ имЪть 
" = с013., и предъидущая Формула дасть | 


аа УЕ 4:1? ой, 


Въ нии исчислени мы дали выражевне 
дуги параболы и мы натурально были приведены къ разсуж- 
 деню о спрямлеви н$которыхъ другихъ кривыхъ. Было 
бы излишнимъ увеличивать зд$сь число примфровъ, и мы 
ограничимся т$мъ, что дадимъ н$которые, представляющие 
интересъ для Геометрли или для Анализа. 


Спрямлене эллипса и гиперболы. 


-555. Разсмотримъ эллипоъ, половина большой оси кото-\ 
раго будетъ взята за единицу и котораго эксцентриситеть 
будеть означенъ черезъ #. Прямоугольныя координаты кривой, 
‘отнесенной къевоимъ осямъ, будуть ($ 221) зШФ, И 1— #* е0зФ 
и диъхереншалъ дуги будетъ И 1 — #? зт?о 4. Теперь, если 
означимъ, согласно МЛежандру, черезь № $) длину дуги 
эллипса, начинающуюся отъ одного изъ концовъ малой оси, 
при которой уголъ $ есть нуль, и кончающуюся въ ТочкЪ, 


отв$чающей какому-нибудь значентю $, то будемъ имФть 


| жа 
(Г) Е Е(?) = | ИТ — А" зто 4, 
| 0 
и мы Также можемъ написать ($ 221): 
- .? 42 7 51020 @; 
(2) Е(2) = РА — — [2 =: ы 
| | ИТ — 1" 9л*6 | у1-№: $2. 


Если разсмотримъ въ то, же время гиперболу, которой 
поперечная полу-ось будетъ Ё и мнимая полу-ось И 1 — ик 
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то координаты кривой, отнесенной Кь СВОиМЪ. осямъ, м0- 
гуть быть выражены (\ 222) черезъ (1 — А?) апоф и 
АЙ их У"р. означивъ въ этом случа черезъ т(Ф). дугу 
гиперболы, оточитываемую отъ поперечной оси, при кото- 
рой Ф есть нуль, и оканчивающуюся въ точкф, отв$чаю- 
щей какому-нибудь значен1ю о, будемъ имЪть р 


° (1—4) 4 
(3) _ ХС) = Е, 
‚ 6039 ИТ — А" 1120 


и мы также можемъ написать ($ 222) 


5. 1025 а. 
х У ($) =! ва юрт РИ. - т 
| + вит | 


Формулы (2) и (4) показываютъ, что дуга эллипса Е(®). 
и дуга гиперболы Т(Ф) выражаются посредствомъ эллипти- 
ческихь интеграловъ перваго и втораго. рода, и обратно, эти. 
эялиптическе интегралы могуть быть выражены посред- 
ствомъ дуги эллипса и дуги гиперболы; нужно вспомнить, 
что алгебраическая часть 1апоо и 1 — А? 51129, содержа- 
щаяся въ ФормулБ (4), равна касательной къ крайней точк$ 
дуги №(Ф), оканчивающейся на иерпендикуляр%, опущенномъ 
изъ центра кривой на эту касательную ($ 222). | 

Лежандръ означиль эллиптическую хункщшю перваго 
рода черезь ($); такимъ образомъ. имЪемъ 


или 
2$ а 
5... - в = | т, 
9 
гдё для краткости, какъ и въ © 438, сдфлано 


(6) | | Во =УИ1-— д 310° 5; 


но знаменитый авторъ принялъ для хункщи втораго рода 
| 4 | 14* 


{ 
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дугу эллипса В (>), и отсюда-то назван1е эллиитическихь функ- 
ий, прилагаемое къ разсматриваемымъ трансцендентнымъ 
функЩямъ. Формула (2) даетъ 


т анной» Ти, 
(т) о Г = БО во 


слЪдовательно, хункщя, которую мы согласились выбрать 
для означен1я втораго рода эллиптическихъ интеграловт, 
вытражается посредствомъ дуги эллипса и хФункщи перваго 
рода. 


Формула (4), при употреблени. Формулы (2), также даетъ 
(8) (5) = (1 — 1) Еф) — Еф) - Аз 4апв. 


556. Мы можемъ разложить вь рядъ дуги эллипса и. 
‘типерболы или, что. приведетъ къ тому же, хункщи Е(9) и 
Е(<) ($ 483). По Формулв бинома имемъ 


1 | А о. ы 
— = К Бр + Ао КЕ ев +..., 
А 1-5 $10 и Ш 5-4 8 51щво Е 
1 Ф а, ъ ® 
Я ПИН а. А ИА о —— “о 16 АНИ 
5 511; 4 91"? а6^ $112 


(9) т 
| Г ИИ 
вое [ 91? @ — 5 ае[ $101 @? 
о’. 


0 


Ряды, содержащиеся въ этихь Формулахъ, постоянно 
сходящеся, такь какъ #<1, и мы увидимъ дальше, что 
постоянно можно ‘уменьшить какъ ‘угодно этотъ модуль; 
первая формула ‘не отличается отъ той, которую мы дали 
въ $ 471; интегралы, содержациеся во ‚ вторыхь частяхъ, 
даются Формулами $ 456. 
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Когда ф =5; тогда ры Е(ф), 2$) суть полные ин- 


тезралы `Лежандра перваго и втораго рода: мы опять ихъ 
означимь черезъ Е,, Е. Имфемъ (\ 488) 


__ 1 . 3..5 ‘(89% —Т1Т) я 
Г зе” 5 ==—=—- ве 5 
0 : | 


‘и сл$довательно 


х -. 


(10) | 
ы 
\ 2. 

вторая изъ формуль (10) даетъ длину четверти эллипса. 


0 перемфн$ модуля въ эллиптическихъ функшяхъ. — Теорема Ландена. 


557. Одно изъ самыхъ замфчатедьныхъ свойствЪъ эллип- 
тическихъ интеграловъ перваго рода состоитъ въ томъ, что 
каждая изъ этихь Функщй можеть быть преобразована без- 
численнымьъ числомъ различныхъ способовъ въ другую эл- 
_липтическую Фунцио того же рода, которой модуль, по про- 
‚ изволу, меньше или больше модуля данной. Олфдовательно, 
можно образовать различные ряды `модулей, неопред®лен- 
ные съ обфихь сторонь, которыхъ члены приближаются 
или къ нулю или къ единиц, и которые отвфчають рав- 
_нымъ между собою эллиптическимъ зункщямъ перваго рода. 
°Мы не можемъ въ’ этомъ сочинени развить важную теортю 
преобразовантя эллиптическихъ хункцШ; но мы думаемъ, 
однако, что небезполезно будетъ показать первый рядъ моду- 
.лей, данный Лежандромъ, это же позволитъ намъ доказать 
любопытную. теорему Чандена, относящуюся къ дугамъ 
гиперболы. | — 

]Густь будетъ $ данное количество, заключающееся между 
О и 1, ‹ перем$нный уголь, и положимъ по предъидущему 


и 


До = У 1 — 1 91* >, 


ТД радикалъ’ взять’ съ знакомъ --. Можно опред®лить уголъ 
$, удовлетворяющий двумъ уравнемямъ. 
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(1) зщ (25, —$) =Ё5щ9, 60$ (Во, — 2) = 4, 
измфняющийся. кром$ того, непрерывно оъ $ и уничтожаю- 
пийся вмфстЪ съ нимъ. Такъ какъ Ах положительное, то 


: п 03 
уголь’ 2$, —Ф постоянно заключается между —5и - 5; если 


означимъ черезь Ф уголъ, заключающийся между 0 и 5; имю- 


пай синусомъ А зш $, то будемъ им ть 


еее. 

я 
слфдовательно, ©, опред$ляется вполн%, когда дается о; обратно, 
_значенме о вполнф опредфляется, когда дано $,. Эти два 


угла измфняются одновременно отъ 0 до -- со или отъ 0 до — ©; 


и 


когда о — *, Ф есть нуль, и мы имфемъ $, =5' 


Если сложимъ уравненая (1) посл$ умноженя ихь на 
— по и-- 00$ ©, потомъ на--с0$ ® и-- и $, то получимъ 


0592, = 60$ 2 А? — зи", 


т Яо, = зто (Ё с08 2 -- 24$), 


откуда 
: 2 03° ©, =1— А з* о -- ©0532 До, 
(2) | 2 51° 9, =1-- Изо — 603 р Ао, 
Эзшо, с08 ©, = те (Й с03Ф -|- 42). 


Первое изъ уравнеюй (1) также даетъ 


31025, . 
(3) а + сз 99, 
О | _ 
{4) и 


если же положимъь 


А, о. = ИТ — № м" 9}, 


то еще будемъ имфть 


и 
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2 ЗшШои 60$ 21 


ТЕ 4 | 
1 = Е $1 
Е 
(5) Со? — А: > ,. 
Е 71 
Е . 
1 А $1102 $, 
| | А> — 1- р | 
| ет А, 94 


Потомъ, первая изъ Формулъ (1) черезъ дизееренциро- 
ваше, употребивъ Формулу вторую, дастъ 
242, _ _@? 
® 08 РАо Др’ 
или, на основан1и третьей Формулы (2) и первой хормулы (5), 
имбемъ 


7 4: _ 1-Е 9$ 


а`‘такъ какь ф и Ф, уничтожаются въ одно время, то 


4 


(6) | ОЕ. И Е ин. т... я ^ 
Л УТ 2 /], У1- №1 


это же есть важная Формула, открытая Лежандромъ. Если 
ПОЛОоЖИмМЪ Ё к ти 


} 


__ о 42 ь [ _@9а_ 
РЯ = [7 Ев = ле 
‘то уравненме (6) дасть 
| 1-1 
(О - рр е-ЕТЕО, 9. 


1 


Означимъ черезь Е,(®), Е,(#,) полныя хункши модулей # 
к 
и К.; когда ф равно п, уголъ $, иметь значене 5; сверхъ того». 


‚ очевидно. имБемъ 


Е (1, ^) =2Е (в, ") —=ЭЕ, (#), 


поэтому | 
И к &)=а-+эЕ, (@®.. 
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558. На основами предъидущаго, модули Ё и Ё, могутъ 
быть замфнены другъ другомъ; эти модули связаны между 
собой отношенемъ 


‚ СЗИЁ 
(9) . ыы ей 


и если означимъ черезъ №, А. дополнительные модули до д 
и Ё,, т. е. УТ А? иИ1— И, то будемъ имЪть. 


| 1—* 
Ра 
о а ЕЬ 
откуда 
‚$ | йе, 
Формула (10) даетъ | 
(12) | К’ » откуда К, < Е”. 


ПЕ я 5)* 

Отсюда слБдуетт рядъ, разсматриваемый езконечнымз ВЪ 
об$ стороны, 

(13) ... | #45 №0) О 2-е 55 


въ которомъ членъ № = К меньше 1 и котораго каждый 
членъ выводится изъ предъидущаго по ФормулБ 


(14) О-В т 


1-Е А; 


членъ /„ стремится къ единицЪ, если т стремится къ, 
и #„ стремится къ ‘нулю, когда т стремитея къ — ©. 
Поэтому эллиптическую хункщю перваго рода Е (№, $} можно 
привести къ другой Е(Ё;, ‹:;), въ которой модуль №; какъ 
угодно близокъ къ нулю’ или къ единицЪ; что касается 
амплитуды $; этой новой Фхункщи. то она можетъ быть вы- 
числена изъ Формулъ, изложенныхь прежде. 

Разсмотримъ, напримфръ, полную Функц!ю Е, (#); на, осно- 
ваши Формулы (8) будемъ им$ть 


Е, (К) ее (1 —|- К.) К (&—:) 
= (1 т Ка) и + ^—) В (фз)! 


Вы м и+А,)...а+Е 4. 


+ | 
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Но если $ стремится кьъ- сх, #_,; стремится кь нулю и 
и 
Е(А_;) стремится къ пред$лу 5; поэтому имфемъ такое за- 
Е 24 | 


_ мВчательное разложенле полной хункщи К, (К): 
з А | 
(45) Е, № =5а-А-,) а, П+®-.).... 


559. Преобразоване, которымъ мы только-что занима- 
лись, приводитъ къ важнымъ результатамъ, относящимся къ 
Функшямъ втораго рода. Если умножимъ уравнене 


на 811Ф., то на основами Формулъ (2) будемъ имть 


зу, Ч, _ ® а - №) вт" 942, 1-й 42? 1 а |, 


Ар: 4 Аз 4 № верь 
и, взявъ интегралъ, 
| Г 2 Ш? - Ч: __ & (Т- ЕЕ с а? 
их. А, $, 
(16) мо. 
. р. ъ 
ети я-а, 


Введемь ви ено интеграловъ втораго рода дуги эллипса ЕСА, $), 
ыо $); такъ какъ (у 4 имфемъ 


© 510 2 @ , 
„У — А == Ге [, 2) — Е, 2] 


[ В, а - 
9 | д, Ра ы 1 


то Формула (16), на основанли Формулы (7), дастъ 
7) а +ОЕС, ое Е ФР т? 


Это уравнене показываетъ, что эллиптическая. Функщя 
перваго рода (И, Ф) можеть быть выражена двумя дугами, 
принздлежащими двумъ различнымъ эллипсамъ. 

Дуга гиперболы, какъ мы видфли Въ _ У. 555, дается 
‚Формулой | 


У (К, 2) = Е (9 — Е) дБА, 
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исключивъ изъ этого выражеюя хункшю Е посредствомъ 
Формулы (11), получимъ 


(18) _ У (®, >) =ЕВ(%, >) —2(1-- КЕШ, /) 


Е пе - фапе о Др. 


Если изъ этой Формулы вычтемъ ту, которая получается 
отъ изм5нешя $ иФ, въ Фи Ф,, тб конечное уравнен:е 
выразить теорему, открытую, лфтТЪ ото тому назадъ, ан- 
глйскимъ геометромъ Ланденомъ, именно, что всякая дуза 
ацперболы можеть быть. выражена двумя длами эллипса. 
Обратно, всякая дуба эллитса можеть быть выражена двумя 
ламы зитерболы; нетрудно вывести это предложене изъ 
ФОормулъ, которыя мы доказали. 


560. Если въ зормул8 (17) предположимъ ф =т, $, =5, то 
получимъ слфдующее соотношене между полными Функ- 
ями: | 
О-ТЬЕ, (%.) =2Е, (%) —^?Е, (№. 


Замфнивъ К, № и К, сначала черезъ йь, А+, Ра потомъ че- 
резъ рай А № будемъ имть 


(1 -- р ЕЮ, _( 1) = Е, (.) а Г та Е, (№), 
(1 ых К;—1) Е (№;) = 2 Е, (Ё;— :) с’ К Е, (;-- 1), 


гд$ модули №, Ё, Ел опредфляютея въ хункщи началь- 
наго модуля №, или №, какъ это было показано въ $ 558. 
Также имфемъ ($ 557) 


Е, (&) = (1-1) Е, (1); 


если же исключимъ хункшю Ё, изъ предъидущихъ урав- 
ненй и если замфнимь 1, | ‚ен количествами 
1 д К’, | 7) ИР, 
14/7 т ти То получимь 

(19) @Аа-+еЕ, &-)—@-- РЕ, (в) аще, вы) =0, 


замчательное соотношене между периметрами трехъ эл- 
липсовъ, имфющихъ эксцентриситетами 1, №» Кн. 
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0бъ алгебраическихь кривыхъ, дуги которыхъ выражаются дугами 
круга. 


561. Изелфдован1е алгебраическихъ кривыхъ, которыхъ 
дуги выражаются дугами круга, представляетъ нфкоторый 
интересъ со стороны Геометр!и, потому что надъ этими кри- 
выми, какъ и надъ кругомь, можно производить всЪ построе- 
ная, относяцияся къ сложентю или вычитантю дугъ, кь ихъ 
умноженю и ихъ дфлемю. Эйлеръ много занимался этимъ 
изслфдованемь и въ МемуарЪ, опубликованномъ только посл% 
_ его смерти, онъ показалъ видь кривыхъ, которыя были най- 
дены, говорить онъ. только посл$ долговременной работы 
по этому предмету. о 

_Кривыя, найденныя. Эйлеромъ, составляють только очень 
частный случай тЪхъ, которыхъ неопред$ленная дуга вы- 
ражается дугой круга и которыхъ прямолинейныя коор- 
динать: суть ратшональныя Фхункщи тригонометрическаго 
‘тангенса этой дуги. Я далъ всё эти кривыя въ Мемуаръ, 
составляющемтъ часть ХХХУ-го выпуска Лонг ае РЕсие 
Ройдеси4ие, и я показаль, что _онф образуютъ безко- 
нечное число различныхъ классовъ, изъ которыхъь каждый 
содержит? безконечное число отдёльныхь кривыхъ. Я огра- 
`ничусь здзсь развитемъ ршеня самаго простаго случая, 
заключающаго кривыя перваго класса. 

Если чрезъ $ означимь мнимое количество И—1, чрезъ д 
положительное количество, ® дфиствительный уголЪ и чрезъ 
@ основане неперовскихъ логариемовъ, потомъ если сдфлаемъ 


== (2 — а" (в — БРН (2 — ом. 
= (2 — о" (2 - ВР (2 — 7+ !..., 


ГД 4 и а мнимыя сопряженныя количества, такъ же какъ 
биб, сит,..., иж, ия, №, 4, ... цлыя положитель- 
ныя числа, то общее р$фшене данной задачи- будеть дано 
Формулой 


_(#—$ в — р”. 


| ( | & -- 9 Е дог ||. "@ Ри (2 У. 42, 


вели только постоянный 4, 6, с, И? 6,1 вони такь выбраньт, 
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чтобы интегралъ, входящй въ предъидущую Формулу, былъ 
алгебраическй. ДЪфйствительно, имфемт 


1 _(2 ВИН $ #7 
ах -- 1% ыы =. 9619. - три тори @2,, 
и, изм$нивЪ $ въ — Й 
г +” 
Чо — 6 (1/ = — 6—1 = г. 


Перемножене предъижущихь Формулъ даетъ 


Сы Че ы: ИЕН: 1 42 


а = и Г» Отвуда Уах: + ау м и 


"Уал, ^о. 
] и" 42 = 9 агс сала 2. 
0 \ 


{ (2— д 
Такъ какъ степень числителя дроби -— Е: = = меньше 


двумя единицами степени знаменателя, то, если № означаетъ 
число постоянныхь 4 6, 6... или а, 6, 1,..., воста- 
точно удовлетворить № — 1 условямъ (% 419), чтобы сдфлать 
алгебраическимъ выраженте х+1у. — 

Когда фи т обращаются въ единицу, тогда напга Формула 
не даетъ иной кривой кром$ круга; самый простой случаи 
есть тотъ, когда имземь 


{ = (2 НИ п: мы (2 =. в 
Въ этомъ случаЪ Формула (1) обращается въ 


о т Г ( ау" (& — ру 
(2) в + 3 = 16 ебет 


(2, 
и чтобы интегралъь былъ алгебраическай, достаточно одного 
условля. Чтобы найти это условле самымъ простымъ ©посо- 
‘бомь, возьмемъ новую перемённую и и положимъ о 

т. @ =, 

22. а В 
сдзлаемъ также для краткости 


@+0@—9. 
@—оа+э 


8) ь 5 = 
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будемъ им ть 


м 11а, 
(24$  Эа-1 
ед” а _ 1-й” о 
ров ати “ 
_ ПОТОМЪ 


На основанйи этого Формула (2) обращается въ. 


И и" (4 — ТУ Чи 
А оон 


гдф для краткости сдБлано 


;й 
А = е8 


Теперь мы видимъ, что услове, чтобы х--й/ было алгебраи- 
ческое, есть 


(а ты Пенн Г. 
г ар: ЕЯ 


о пб оо 

Это уравнен!е относительно & есть степени т -+ 1; оно иметь 
корень равный 1 и, если и меньше т, оно иметь т— я 
нулевыхъ корней; число корней отличныхъ оть 0 и 1 по- 
этому равно наименьшему изъ чисель т и и; прилагая п 
разъ сряду теорему Ролля къ уравневю 


\ 


Е [5 __ Ту — 0, | я _- 


которое имфеть т нулевыхь корней и и+1 корней раз- 
°ныхь 1, мы видимъ, что воф зти корни дФиствительные, не- 
равные и заключающиеся между 0 и 1. Нулевые корни урав- 
нен1я (4) не могутъ намъ годиться, потому что, для =0, 
Формула (3) даеть а = — & или в =+%; но одно изъ урав- 
нешй имфеть слёдотыемъ другое, потому что а и « сопря- 
женныя количества; сл$довательно, мы. снова приходимъ къ 
‘тому случаю, когда полиномы # и < обращаются въ единицу 
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Для & =1 уравненме (3) даетъ 4 =, и Формула (2) опять. 
приводится къ той; которую даетъ предположене $ ==т = 1. 
Но каждому изъ корней (, заключающихся между Ои1, 
отв5чаютъ для 4 и « мнимыя, сопряженныя другъ другу, 
значен1я. Замфтимъ сначала, что можно предположить 


& 


5. а« =} 


безъ умаленля общности р®%шеная, потому противный случай 
ны приведемъ къ этому посредотвомъ о перем$нной. 


Очевидно, достаточно будетъ написать т выфсто 2, ГДВ в 


есть одинЪ изъ корней уравненя 


черезъ преобразовавле, о которомъ идетъ р$чь, Формула (3) 
обращается въ 


а м + о — ры 


гд$ 4, ив, ИМюЮтТЬ Й значения: 


| ({ — : и — Е. 
Пе - то 
отеюда имемъ (и, —=1. Поэтому можно допустить уравне. 


ше (5), и изъ этого‘ уравненя, соединеннаго съ (3), тогда 
получимъ | | 


| Ат 
О т 

В но 

Е 136 5’ 


если въ вормул (2) а и а дадимъ эти значення, то вьытра- 
жене и будетъ алгебраическое. 


562. Разсемотримъ случай т==1, отвёчающий кривымъ 
Эйлера. Уравнене (2) обращается въ 


(2- — т" (&— 2) 


(2 — и"! т +9 ый 


(7) ь ^ д -- и) = 96°' 


ГЛАВА ТУ. а 292 


и уравнене услов1я есть 


М хи (5 си 1) в В 
(2? и 


откуда, не принимая во внимане корней ЕЁ = 0, найдемъ 


ме | М 
| \ И - 
3 


ка р (6) дають ПотомЪ сльдующия значення и %: 


(«= ИС 1 


| т ое Зет. 
> ие, 9 
1 ®-1 


Интегралъ, образующий вторую часть уравненя (7), есть. 
алгебраическая‘ хункця, поэтому ясно, что знаменатель этой 
Функщи есть (2 —@)" (2-5). КромБ того, если возьмемъ 
такъ интегралъ, чтобы, онъ уничтожилоя для 2=а, то чи- 
слитель будетъ д$литься на (г— а) и, такъ какъ этотъ 
 числитель можеть быть только степени л--9, мы будемъ 
имфть результатьъ вида | 

о 
ж-- и = де е— Я т -- ©0156. 
_Такъ какъ постоянная влляеть только на положеше начала’ 
координатъ, то мы предположимъ ‘ев равной нулю, и мы. 
просто возьмемт | | 


— ау" 
(9 | | рано (8) а 
” ие 


ТЗ Чи « конечно, имфютъ т$ же численныя значеня, что и 
прежде. Исключивь 2 изъ ‘уравненмя (9) и того, кото- 
рое изь него получится оть измфнеюпя $ въ —% будемъ 
имфть уравнен!е кривыхь, которыми мы занимаемся, въ 
прямолинейныхь координатахь; но проще употребить поляр- 
ныя координатьт и исключене замфнить интегрироватемъ. 

`Взявъь дифференщаль_ ыы ©) и употребивъ хор 
мулы (8), получимъ 


— аж (2— 
(10) ах -- Фа = . Те, дса” К дев ЗЕ ды 42: 


т“ @ ое 
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нужно замфтить, что уравнеше (9) иметь сл детв1емъ урав- 
нен1е (10) для. какого ‘угодно 9; поэтому мы можемъ пред- 
положить это число дробнымъ, потому что кривая, къ которой. 
относится уравнеше (9), не перестаетъ быть алгебраической. 
Такимъ образомъ, только-что полученные нами результаты 
прюбрётають общность, которую не дозволяетъ наше пред- | 
положение. 

Умножимъ каждое изъ ‘уравненй (9) и (10) на его сопря- 
женное количество, получимъ 


} (е—а@в— = 
У 9 (СЕ 


4 (в . ит | 

@ Е: ’@-@-9 
Означимъ черезь р радусъ-векторъ И 2?--?, черезь 4 
дифхференщалъ дуги кривой, именно }/42? + 4у*, 
‚ 43 съ знакомъ противнымъ 42; будемъ имЪть 


для -- у" — 


и возьмемъ. 


р Ув ®- 2) 
— 2? — 22 ЕО с ий 1 
в —9 о + 1 ПЕ з 
а Уй(®- + 2) _4=_ 
РТ. г 
и если положимъ 
| п, 2 | 1 (р. 
2 = — ‘айс |- +5) откуда 42 = —= ——, 
тоя 2 со" (1+5) 
| оо в 
то эти к обратятся въ 
(У @+2. ) 
(11) СЕ 60$ 4]; 
ВСЕ | 
(12) 18 = 9 ее Ф) 


` ЗВзявъ диФФеренцаль уравнен1я (11), найдемъ 


7$ (23 5) 
И. их 


Ш) а), 
я т, 


откуда 


(15) | =— — — 1 ), 


и если ® означаеть вторую полярную координату, то мы 
можемъ положить | 


(4) ве - и — + с0$ ), 


такъ какъ 40? + 24? — 45?. | 
Изъ уравневий (11), (12) и (14) находимт 


Уп@®- 2) 


| фе ЕЕ 082 
р ‚, УФ?) 
- в+Г ® 0$. 
ИЛИ 
а РИВНЕ ИЕ 
1 - 4 я 2) 6054 


/ 


Чтобы проинтегрировать выражеюе (15), мы ‘употребимъ 
новую перемЪнную ^,, пн двумя уравнемями 


Ик (в 2 (8 - + - 2) 


1 Ф* 
—- 0$ А Ш 
(16) ° ©0$ А" — т $ 5 № —= — тЫ 5) 
(7% 7% (% 
1 и И с0$5А 1 — вт в 05 


Эти уравнен!я одинаковы, потому что изъ нихь имфемь 
605? )” ч- 911? Л” = 1. 
Взавъ дихференщаль втораго уравнентя (16), получимъ 


Ит®- 2) | 
1 и. И РИ 


05 Хх д —= №1. \ 2 
| 1 -- Е 60$ ,) 
откуда, по причин$ перваго изъ уравненй (16), 
| 4 
и 4 = 
1 =- У -#) 0$ А 


слфдовательно, уравнене (15) обращается въ 


йо = — (® р Ч’. 


СЕРРЕ, ИнтЕгР. исчисл. ‘15. 
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_Интегрируемъ это уравнеше такъ, чтобы ® уничтожа- 
лось въ одно время съ Ли Х; получимъ 


а | и = — (№ +1), 
откуда | 
(18) - 60$ ® + $ 911 ® = (60$ у ре $511 4) (с05 х — И К, 


Одфлаемъ для. краткости 


. 9. 
(19) В = \У —в ТР — вет 
изъ уравненая (11) имФемъ 
(20) 20$ А = т. РЯ Ш А —= Е. В. 
Уп ®-+2) 9 Упи-2) 9 


уравненя (16) потомъ дадутъ 


9 
1 а’ ВЕ ЛИОН 
Ты т. ыы 
(21) | | Ули?) | р 
| ен 
Ул (и --2) Р 


На основан1и этого имфемъ 


А-а 2 = Е 
сот Уве) 


Е 1 | Я, а 
603 ^^ — в зщ 4’ = т | ВОР 11 п 


наконецъ уравнен1е (18) обращается въ 


605 © РЯ = 


"4 +1 е-9+т| вп 9 в] 


Е — 
Уве а" р о 


Это уравнеше (22) разлагается на два другихъ, которыя 
опредёляютъ в05® и эшо въ хункщи р; тои другое изъ этихъ 
уравнев1й можетъ быть разсматриваемо какъ уравнеме на- 
шихъ кривыхъ въ полярныхъ координатахъ. 

Умноживъ уравнене (22) на р, получимъ 


-- — 1 (2—9 =] +В,) (2 | 1) 0 ; и 

з 7% , Ч 

(23) д (А — ——————— эх : ИС ВЕ - 
д Ия (и + 2) я з и я | | 


въ частномъ случа$, когда, я ц$лое, значеня хи у Вт 
сяфдующий ВИДЪ: 


\ 


гдё Ки] суть цфлыя ФУнкщи оТЪ р. 


563. Въ общемъ случа уравнеше (22) очень сложно 
для того, чтобы могло съ пользой служить къ изученю кри- 
выхъ, которыя оно выражаетъ; лучше употребить систему, 
образованную изъ уравневай (11), (16) и (17), какъ это д- 
лалъ Эйлеръ. 


п р. 
Если возьмемъ за единицу количество д у ЕЕ ‚ то урав- 


неня (11) и (12) приведутся къ 


ито 
Е (и 2). 
48 = 4; 


-- ©05 А, 


слёдовательно, имфемъ. 
| э = № 


отсчитывая при этомъ дуги отъ ^ =0, и мы получимъ . 


общее уравнеме нашихъ кривыхъ между дугой и радусомъ- 
зекторомъ. Эти результаты сходны съ т%ми, которые полу- 
- чилъ Эйлеръ. 

9 
> 


_ 564. Въ случа л—=1, принимая > за единицу; уравне- 


не (22) обращается въ 
| к : __ | РИ И - 

05% + $ зш ® = ра Е 18) 2 - 1—8) 

| 3р* УЗ 


и мы имфемъ | 
15* 
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В=И— + 46 —1. 
Отсюда сл5дуетъ, что кривая, относящаяся къ случаю и=1, 
опред$ляется т$мъ или другимъ изъ двухъ уравнен!й 


603 ® = вии 
Зр* УЗ 
баз 22-Е 4РЕТ, 
3е* УЗ 


Въ случа и =, уравнеше (22), принимая р. за единицу, 


обращается въ 


08 ® + $5 о = АЗ ВР -1- 
| _ 64" 


и мы имбемъ 
В = И— в" 6р — 1. 


Отстода слфдуетъ, что кривая, относящаяся къ случаю и—а, 
дается т$мъ или другимъ изъ двухъ ри 


| сз = Где 


32° 
шь=@— (и 4 — ПИ Е 6-1 


82° 


— 


Спрямленя лемнискаты и овала Кассини. 


565. Въ полярныхь координатахь, лемниската имфетъ 


уравненемъ ($ 552) 
2* = 2960$ Зо; 
сл$довательно, имфемъ 
[2 5 И 
отсюда, означивъ черезъь $ дугу кривой, отсчитываемую 
отъь произвольнаго начала, находимъ 


о $ А М 
4$ = 9 а = ИЛИ 18 = ао -——.. 
У а" — р* уз Усоз Эо 


Если сдфлаемъ 
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т т \/ 1 
то — уаз $, 60$ = 1 — 59, 


‚то ПОЛучимъ 
д ` 
= а. 
—— <1т? 
я \/1 5 5Ш ? 


Если же примемъ линю 4 за единицу и если заставимъ 
дугу $ начинаться въ точкф, гд © —=0, ф = 0, то будемъ 
имЪтЬ | 


е | 
1 — = $112 
‚ \ 5? 


Такимъ. образомъ ду лемнискаты ни что иное, какз эллип- 
тическай интезралз пережюо рода, амплитуда которазю есть 


зо - 
ф,’ @ модуль имщетьё квадратомб 5: 


Мы увидимъ далбе, что эллиптическя хункщи перваго 
рода могутъ быть складываемы или вычитаемьт между со- 
бой, алгебраически умножаемы или д$лимы т$мъ же спосо- 
бомъ, что дуги круга; поэтому надъ лемнискатой можно 
произвести построен!я, аналогичныя тфмъ, кь которымъ мы 
пришли въ теори круга. | | 


566. Лемниската ни что иное, какъ частный случай кри- 
вой, извЪстной подъ именемъ овала Кассини и опредБляемой 
т$мъ свойствомъ, что произведенае разстояюй каждой точки 
кривой отъ двухъ неподвижныхъ. точекъ есть величина по- 
стоянная. Въ полярныхъ координатахъ уравнен1е этой кривой 
‘есть 


1 — 9 2 р? с053ь Хх @* = 6, 
гд% 24 есть разстояне двухъ неподвижныхъ точекъ, а 6? 
постоянное произведен1е разстоян1й точки кривой отъ этихъ 


неподвижныхъ точекъ. 
Овалъ Кассини принимаетъ три очень различные вида. 


} ‚ О 
по м#р$ того какъ отношене = меньше, равно или больше 
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( 
единицы; въ случа = — 1 овалъ обращается въ лемнискату. 


0 ; 
Мы предположимъ сначала <1 и сдфлаемъ 6?=0? т 2; 


вЪ этомъ случа кривая  состоитъ изъ двухъ замкнутыхт, 
равныхъ между собой, вЪ твей, уголь же 2« есть тотъ, ко- 
торый образують между собой касательныя, проведенныя 
черезъ центръ. Радусы-векторы, отв$чаюцие значенямъ 
Фо И ®, перем$нной ®, опредфляють на кривой дв$ дуги, 
которыя я означу черезъ 5 (чо, ®,), © (ву, ©,) или просто 
черезъ 8 (®,}, с (®,), . если оо — 0. На ‘основани этого не- 
трудно найти | 


—_ Мсоз Зо — 60590 


а Усоз Зо -- Иво 8— — 2052“ 1, 


г (уе —"Исозаы — Исоз8ь Зо — — 6055 т 
ы —__ Усо® 9%— 003 2 — 605% | 
отсюда имфемъ 
йе д р г! до 
и) $ фи) Ре (9 99 — 2" Ой Ус ь — 09а 
6 фо 
(2) 8 (9; 91) — (в, и = 2* — „, Ус0$ 2 рН 
Если положимъ, въ Формул$ (1} 
(3) | 1 © = $11 & 5 р, 
и въ Формул$ (2). 
(4) $1 @ = 60$ х зшу, 
то будемъ им ть 
| -_ | р 
О а т У 75? , 
0? 71 | И 
(о) $ (ии) — (и) = а УТ — со «зу. 


гд% углы $, Ф, ® или $,, %,, в, должны удовлетворять 
уравнен1ямъ (3) и (4). в 
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Если сджлаемъ «.—0, то также будемъ им®ть 0—0. 
и если напишемъ ф, ф, ©® вмфото ф!, 91, ®, ТО уравнешя 
(5) и ©) дадутъ 


ьч 


т) о Ре реАво + 
@® — (05,4) = в [8 ©) — © 6) 


Отсюда слфдуетъ, что всякая эллиптическая Функщя 
перваго рода, какой бы ни быль ея модуль, выражается 
суммой или разностю двухъ дугъ овала Кассини, только- 
что разсмотрннаго вида. Обратно, всякая дуга этой кривой 
можеть быть выражена посредетвомъ суммы двухъ эллиити- 
ческихъ хункщй перваго рода, которыхъ модули дополни- 
‘тельны одинъ другому. Эти модули им$ютъ значен1я 


Ша = Ут+к Ай 
ет 


у 
_ Бели въ уравнен1и (7) положимъ ® = — а, откуда ф = 5, 


РН: 
9 


и если означимъ черезъ $ полную длину кривой, то -й 
демъ имВть 


Е. Ш = 5, 


это же показываетъ, что полная хункщя модуля зш а можеть 
быть выражена посредствомъ цфлаго периметра кривой. 


6 | п ы 
Въ случа - =1, уголь @ равенъ 5 и дуги с («) суть 
нули; мы найдемъ извфотный результатъ, относящийся КЪ 
_демнискат$. | 


\ 


567. Предположимъ 51 и положимъ 4” = 60° зщ 284; 
кривая составлена изъ одной только вфтви. Я означу че- 
резъ $ (90; ®,) дугу, опредфляемую  радтусами-векторами, . 
‘отв чающими значенямъ оо, ®;’ перемфнной ®, и черезъ 
(9, «/) дугу, ни радтусами- векторами . ‚ перпен- 
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дикулярными къ двумъ первымъ. На основан1и этого будемъ 
ИМЕТЬ 


А" ЕЕ, ЕЕ 
@ Ус03* 2 - со Эа 


6, м=————_д——д——ц—цЗвжвцв 
‚= У— сз + Усот о - со 8х ТЕ 
Е | Ус0$: 2 о -- вой За 


сл5довательно, предположивъ ®,, ®, заключающимися между 


у (5 
нулемь и х› получимъ 


р | а. 9. | У со 2 х -- Усоз? 8 в -Р со а . 
ре ПРО СУоевьви  — к 


./ 
> %>, 


4 63 УоивеЕ Усоз: 2 в -- соЁ? 2 
(10) $ (оо ва) — (зв) =2 и] роб = р 


Положимъ, въ уравнени (9), 


о ое 9 2 
(11) | У со5 Вы -- сор 8 « = — 99а. , 


и въ уравнени (10), 


\ь 


1—2 052 « $102 $. 


г 


(12) У со в -- со 2« = р 
будемъ им$ть 
‚ |“ Г. 4$ 
(13) | $ (о; 4) (6 а) =6 я У1 — яп «зто, 
: | т у 
(4) арии) — в) =] УГ сова Ш, 


углы Фо, Фо ®. или $:, $.) ®, должны удовлетворять уравне- 
вямъ (11) и (12); если же опредфлимъ уголь ®’ соотноше- 
емъ 

п 2’ = яп Эх 5 Во, 


то уравненя (11) и (12) приведутся кь 


В" Е: 80’ 
РР ие’ ` 608 =. 
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Если ©, = 0, то также имфемъ $, = 0. % = — м и уравне- 
вая (13) и (14) даютъ 


9 — Е (те) =5 [5 0) 426] 
и — Е (605, = [5 (6) — = (®)] 


Модули этихъ эллиптическихъ Функш опять дополнительны 
одинъ другому и им$ютъ значен1я 


ИЕ, аа \1 —__ а@? 
ве У 1-й 
1 г. 1 7] 

ме ( 2 а 
со 1+ +5 1-5 


Если сдфлаемъ о =. то получимь © =5. и уравнене 


(15), означивъ ‘ черезъь 8 полный периметръ кривой, дастъ 


ю 
Е, ($т«) = АТ 
Мы видимъ, что пришли кь ТФфмъ же сл$детыямъ, что 
и въ первомъ случафз. 


х 


0бъ алгебраическихъ кривыхъ, которыхъ дуги выражаются эллипти- 
ческими функщями перваго рода: 


“568. Опредёлене всЪхъ алгебраическихъ кривыхъ, кото- 
рыхь дуги могуть быть выражены посредствомъ эллипти- 
ческихъ Фхункщй перваго рода, представляетъ очень большя 
затрудненя, и Лежандръ, который много занимался этимъ 
изысканемъ, не могъ найти ни одной кривой, обладающей 
свойствомъ лемнискаты. Я даль, нфоколько ЛФтТъ тому на- 
задъ, полное р$5шен1е задачи, ограничившись однако случаемъ 
кривыхъ, которыхъ прямолинейныя координаты могутъ быть 
выражены рацлональными Фхункщями одной и. той же пере- 
минной. Я быль приведенъ, такимъ образомъ, къ безчислен- 
ному числу различныхъ классовъ, содержалцихъ каждый без- 
конечное число отдфльныхъ кривыхъ, которыхъ дуги выра- 
жаютоя посредствомъ эллиптическихъ интеграловь различ- 
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ныхъ модулей. Дальнёйпий разборъ полученныхъ резуль- 
татовъ поставилъ въ очевидность два замфчательныя геоме- 
трическ1я свойства, общая вс$мъ кривымъ этого класса, и 
которыя могутъ служить къ ихъ опредфлен!ю; теор1я этихъ | 
кривыхъ дфлается сверхъ того независящей отъ аналитиче- 
скихъ разсмотр$ай, которыя послужили къ ихъ откры- 
тю. 


569. Творемл 1. — Пусть п цтлое, или дробное, или 
даже несоизмъримое число; построимь треуюльникь ОМР 
такъ, чтобы 


ОР=Ил и МРЕУм+ь 


потомь вообразимз, что вершина’ О остается неподвижной, 
реузольникь же измюняется такз. что косинус узла ®,обра- 
зованнало одной перемънной стороной ОМ с5 неподвижной 
стороной, постоянно равенз косинусу ума 


л МОР — (+ + 1) ОМР:; 


точка М опишеть кривую (алебраическую, если п соизм- 
римое), которой дуза будеть выражаться в5 функии раб 
уса-вектора посфедствомз эллиптическаю интеграла модуля 


и 


= 
ТВ `_ | 
Пусть, дфйствительно, будуть МОР — а, ОМР == 6; уравне- 
не кривой получится, если исключимъ а и 6 изъ 


608 ® —= 608 [В — (п 16], 


2__ ,. | 
сова = о 608 6 —= Ми ВИ И 
Ул ЗУ -1 
Изъ этихъ двухъ послфднихъ уравнений находимъ 
В | В 
ша = — 9116 = — =, 
Эру п 9рУп-- 1 


гдф для краткости сдБлано 


В=У-и+ 2-0 — 1. 


Теперь, взявъ дихФеренщалъ, находимъ 
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== де = пам — (в --. 1) а5. 


+1410 414 
о — ве о. а ИВ: 
" ее В р 


откуда 


в” @® +1 де 
В р” 


и сл5довательно, для дизференщала дуги будемъ имЪть 


= =зУ® +01. 


Изъ предъидущихъ уравненй имфемъ еще дБдующя Фор - 
_мулы, которыя надлежитъ зам тить: 


р С 
ь) о Е та - р ы 


< 


Сверхъ того, положивъ й = \/ ” _ имфемъ 


5ш 6 = = Яша, 6080 = 1 — УЗИ 
поэтому, предположивтъ, что ар иметь знакъ 4, имфемъ 


Г: 


48 —= в ——_— 
у» И1— яп? 


И дуга, отсчитываемая отъ точки полярной оси, отвфчаю- 
щей «= 0 илир = Уи-+1-= У я, будетъ выражаться эллип- 
тическимъ интеграломъ модуля Ё и амплитуды а, 


из р ъ Фо 
Е ИТ — № зш* ° 


что и требовалось доказать. | - 

Нетрудно Видфть, что въ случа й = 1, кривая, о кото- 
рой мы говоримъ, обращается ВЪ лемнискату. | 
| Площадь образующаго ‘треугольника ОМР есть т, и кром$ | 
того мы легко найдемъ, что 


> и 4ь =. + сова. 


откуда заключаемъ, что площадь сектора кривой, отечиты- 
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ваемой отъ ‚ полярной оси, постоянно равна площади обра- 
зующаго треугольника. 


510. Я перехожу. теперь къ разбору втораго свойства 
этихъ замфчательныхь кривыхъ. Въ треугольникё ОМР 
имфемъ | 


я = 2 -- 1+ 2Уя (@® Е № с0з (а + 6, 


откуда | 
Р* — (2® + и _ 290 
е-- 6) = НЫ 
миры ‚уз — 48 
Е В 4% 
О уе 


откуда заключаемъ, что наклонен!е нормали ‘на радгусъ-век- 
торъ равно именно «-6б или его дополнению; если же при 
точк$ М построимъ уголь РММ = МОР, предположивъ сна- 
чала первый случай, то`ММ будетъ нормаль къ кривой въ. 
точк$ М, которая отв$чаеть положеню ОМР образующаго 
треутольника; сверхъ того точка О необходимо находится 
на сегмент, вищающемъ уголь РММ, который описали на 


"МР, это же показываетъ, что ММ есть касательная къ кругу. 
описанному около образующаго треугольника, а если С есть 
 центръ описаннаго круга, то рамусъ МО будетъ касатель- 
ная къ кривой. Сверхъ того очевидно, что› когда. вершина 
М треугольника опишетъ кривую непрерывнымъ движе- 
н1емъ, это свойство сохранится для вс хъ положений этого 
треугольника. 


Можно предположить, что наклонене нормали на радгусъ- 
векторъ равно дополненлю угла ®--6; въ этомъ случа за- 
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ставимъ треугольникъ ОМ обращаться вокругъ ОМ; мы 
получимъ второй треутольникъ, который можно взять вм сто 
перваго для образован!я кривой, и предъидущее свойство бу- 
детъ тогда относиться къ этому новому треугольпику. 
Изъ предъидущаго слёдуеть способъ слфдующаго обра- 
‚ зованля. | з | 
ТеоРрЕМА 11. — Если треуюльникь ОМР измъняется 
ток, что вершина со остается неподвижной. и если дви- 
жуиияся стороны ОРи МР постоянно равны, первая У п, 
вторая У п 1, сверхъ.тою если безконечно-малое перемт- 
щене` ММ’ точки М имъеть мъсто непрерывно по прямой, 
соединяющей эту точку сз центромз описаннало круза около 
образуюииио трелолъника, то точка М опишеть эллипти- 
ческую кривую, отвъчающую числу, п. 


ГЛАВА \. 


0 КУБАТУРВ ТФЛЪ И КВАДРАТУРВ КРИВЫХЪ ПО. 
ВЕРХНОСТЕЙ. —0 КРАТНЫХЪ ИНТЕГРАЛАХТЬ. 


еси норе Аирнилить 


> 


Объемъ цилиндра съ какимъ угодно основанемъ. 


571. Основане цилиндра можетъ быть-раздёлено на без- 
конечно-малые элементы, или лин1ями параллельными дан- 
ному направлентю, или радусами, выходящими изъ вну- 
тренней точки.  Разсмотримъ первый способъ раздфленля; 
каждый изъ элементовъ будетъ заключаться между двумя 
параллелограммами, которые нетрудно построить между 
двумя прямоугольниками, которыхъ отношение будетъ имёть 
предфломъ единицу. Основан!е В цилиндра будетъ поэтому 
предфлъь суммы внутреннихъ прямоугольниковъь или суммы 
внфшнихъ прямоугольниковъ. Оъ другой стороны, объемъ У 
цилиндра, котораго высоту означимъ черезъ Н, заключается 
между суммой внутреннихъ призмъ высоты Н имежду сум- 
‘мой внзшнихъ призмъ той же высоты; сверхъ того эти 
двё суммы призмъ стремятся та и другая къ предфлу, рав- 
ному произведеню ВН; поэтому имфемъ У = ВН. 


Выражене объема части какого-нибудь тБла, заключающейся между 
двумя параллельными плоскостями. 


512. Пусть будеть Ох, Оу, Ог три оси прямолинейныхъ 
координатъ; означимъ черезъ У объемъ сегмента какого-нибудь 
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тфла, заключеннаго между двумя плоскостями М, М,, ММ, 
параллельными плоскости у2 и отв$чающими абециссамь’, 


Если предположимъ х, постоянной и 4 перемённой, то 
объемъ \ будетъ хункщя`отъ 4, диъзеренщаль которой не- 
трудно найти. Для этого разсмотримъ счения, произвелен- 
ныя въ тёлВ двумя. плоскостями ММ, М’М№, параллельными 
уО2 и отв$чающими абоциосамъ хи р-+Ах; эти дв пло- 
скости вм5щають въ себф объемъ АУ; мы` означимъ че- 
резъ и площадь сфченя, опредфляемую плоскостью ММ. 
Возьмемъ внутри площади и точку $, проведемь @. парал- 
лельно оси ОХ и а # заставимъ пройти какую-нибудь 
р ыы тёт, встрчающую плоскости ММ, ММ 
ВЪ МИ, Фи поверхность твла ВЪ` кривой 70%. Проведемъ 
черезъ вс точки дуги ии линш, параллельныя` 1, оканчи- 
вающяся на прямой #'; пусть буть [ наименьшая изъ ЭТихЪ` 
прямыхъ, [, наибольшая. Отложимъ на ий лиши ., №. 
соотв тственно равныя [1 и 15. Если полу-плоскость тт 
заставимъ обралцаться вокругь неподвижной прямой `%®, то 
_ДВЖ точки р; и р, опишуть въ плоскости ММ дв замкнутыя 
кривыя, которыхъ ‚площади мы означимъ черезъ и и и.. 
_ Поверхность тёла есть непрерывная поверхность, поэтому 
очевидно, что площади и и. стремятся къ 1, когда Ах 
стремится къ нулю. Пусть будетъ « уголъ, образуемый осью 
05 съ плоскостю у Ог, разстоян!е плоскостей ММ, МХ бу- 
детъ Ад зша. Построимъ цилиндръ, котораго одно изъ основа- 
ай есть площадь %., другое основане находится въ плоскости 
М’, ребра же его параллельны 05; построимъ также 
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второй цилиндръ съ периметромъ и,. Объемь АУ заклю- 
чается между объемами этихъ двухъ цилЛиндровх, им5ющихь 
изм$рен1ями 


и ЗпоАх, и, та Ду, 


. ДУ | 
отношене х_ поэтому заключается между и, зта и и, зш а 


и слфдовательно мы имфемъ 


СА | ох 
ар, = Мпа, или ЧУ = па ах. 


Теперь, если дадимъ х опредзленное значен!е Х, то 
объемъ. У разсмотрфннаго сегмента будеть имфть выра- 
жешемъ 


гдЪ и, мы должны повторить, есть площадь сфченя, произ- 
веденнаго ‘въ тфл$ плоскостию параллельной плоскости 92, 
отв$чающей абецисс$ х; въ случа прямоугольныхъ осей 


проето имфемъ 
ь* 
у= | и ах. 
то 


Полученный только-что результатъ предполагаетъ площадь 
и, извЪстную въ Функщи х; опред$левнае этой площади тре- 
буетъ также интегрирован!я; но существуетъ н%околько слу- 
чаевъ, гдф это интегрироване можетъ быть произведено не- 
посредотвенно. Мы сейчасъ дадимъ н%$сколько ‘прим$ровъ. 


Приложене къ, н5Ыкоторымъ прим$рамъ. 


518. Примзрь [. — Найти обземъ конуса с5 каким 
нибудь основанземе. 


Возьмемъ за начало трёхъ прямоугольныхЪ координать 
вершину О конуса и перпендикуляръ, опущенный изъ этой 
вершины на основане, за ось #. | 
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к 


Если означимъь черезъ В основан!е конуса, черезь Но 
его высоту, то, какъ извфотно, будемъ имфть 


их „— В 17? 
| _ Н’ о НН”, 
и объемъ У будетъ 
в г. в НН 
ИЛИ 
1 
В 


514. Примзръ П. — Найти объем семента эллит-. 
_ 004. заключающалося между двумя параллельными влоскос- 
тями. 

Отнесемъ эллипсоидь къ тремь сопряженнымь дамет- 
рамъ Ох, Оу, Оё, изъ которыхъ два послфднихъ параллельны 
‘основавямъ сегмента; уравненме поверхности т$ла будетъ. 


тдВ а, 0, с суть половины сопряженныхъ даметровъ. Пло- 
щадь % здфсь есть площадь эллипса. въ которомъ два сопря- 
женныхъ дламетра длиной ды удвоеннья Вы ражинаь 


/ ‚/ х- 
и /— и е\/1— = 


сверхъ того ‘уголь между этими даметрами равенъ углу 8, 
образуемому полудаметрами 6’, с’ эллипооида. Поэтому 
имБемъ | 


, - 


6 ‹ ‚- 
% = пб’ с’ 5а0 @4-=) 
\^ 2@* 


'СЕРРЕ. ИнтЕгр. иочисл. | о. 16 
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и, слфдовательно, если 2%, Х означаютъ значеня х, отву- 
чающия основанямъ сегмента, и если а есть уголъ, образуе- 


мый осью 2 съ плоскост1ю уг, будемь имть 


Ри 


х 
У = яд’ с’ 5100 за [ (1 = т дз 
то 


‚ ИЛИ | | з 


3 3 
—— / / ® > Хх Е й 
У = пб С $108 5Шя |< —= 5) ых 30/7 | 


Чтобы получить цфлый объемъ эллипсоида, нужно сдфлать 
1, = —@, Х = а, и мы получимъ 


4 и 
У = 5 па’ 0’ с’ 5110 5т % 


если возьмемъ за а, #,, с’ полу-оси а, 6, с, то будемъ имфть 
6 —= 90°, « = 90°, и. 


4 
У = 5 7406. 


Оравнеше двухъ предъидущихъ Формуль дасть 


а’ 6’ с’ т 0 зшх == абс, 


это же выражаетъ изв$отную теорему, по которой паралле- 
лепипедъ, построенный на трехъ сопряженныхъ дламетрахъ 
эллипсоида. имфетъ постоянный объемъ. 

_ Очевидно, что посредствомъ аналогичнаго вычисления, 
мы получимъ объемъ одно-полаго еили дву-полаго гипербо- 
лоида, или объемъ сегмента эллиптическато параболоида. 


575. ПРимврь 0. — Даны три прямоуюльныя оси 
координатз, требуется опредълиить объемз, заключающийся вв 
ль положительные координать и ораниченный итерболиче- 


‘ским параболоидомз, даннымз уравненщемх ху = а2, т @ по- 


стоянная, плоскостяю АВС, имъющей уравнещемьх + у 2—4 
и плоскостью ху. 
Параболоидъ перес$кается плоскоет!ю АВС по гипербол$ 


`` АМВ и проходитъ черезъ ось х, а также черезъ ось у. Плос- 
‘кость РМО, параллельная плоскости 2, отвфчающая абоцисс$ 
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д, пересФкаетъ эту поверхность по прямой МР и плоскость 
АВС по прямой МО, параллельной ВС — слфду той же плос- 


кости АВС на плоскости уУ2; наконецъ` она пересфкаетъ 
плоскость 2у по прямой Р@, параллельной Оу. Площадь, 
означенная въ & 512 черезъ и, поэтому здфсь есть площадь 
треугольника РМФ), посредствомъ котораго образованъ объемъ, 


который требуется вычислить. 
Основаюе РО этого треугольника есть ордината у, отно- 
сящаяся къ абецисс® х, ливи АВ—слфда плоскости АВС на 


плоскость 2у; поэтому им5емъ 
_ Ра=а-а; 


высота МН треугольника РМО есть 2, относительно абециссы 
х, пересфчемя параболоида и плоскости ‚АВС; исключение 


у изъ уравненй обфихъ поверхностей даетъ 
х(а—х— 2) = а2; 
такимъ образомъ им$емъ 


2(а— 1 


ах 


_и, ол$довательно, значене и есть 


МН = 


Сверхь того искомый объемъ У ограничивается плоскостями, 
отебчагощими абсциссамъ Ои а; поэтому имфемъ 


[42 
‘2 (а—2); ыы = Заз ОЕ и 
| | 16* 
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взявъ же интегралъ, находимъ 
17 
у = (5— 105 4) 
Приложене къ тБламъ вращения. 


576. Площадь, означенная въ $ 512 черезъ и, полу-. 
_чается непосредственно въ очень обширномъ случа тЖлъ 
вратцен1я вокругъ оси 1. потому что эта площадь есть пло- 
щадь круга или площадь, заключенная между концентриче- 
скими кругами. 

Пусть М. М данная кривая, расположенная въ плоскости 
ху; построимъ т$ло, образуемое вращеюмемъ вокругъ оси х 
площади М, Р, МР, заключающейся между кривой М, М, 
осью ди ординатами М ЕР. МР. 


у | 
м. 
Мо м 
| . 
М 5 
ы №: ы 
| ы :^ 
о ..Р 


Въ этомъ случаз площадь и будетъ площадь круга ра- 
длуса у; поэтому будемъ имфть 


Хх 
4 = м4, я | 1/° 4х, 


гд$ 5, и Х означаютъ абсциссы, отв$чающия ординатамъ 
М. Рь, МР, 

Предположимъ, что, отыскивается объемъ У, образованный 
площадью М, №, ММ, заключающейся между двумя данными 
кривыми М. М, № М и ординатами М. Р., МР. Пусть бу- 
дутъ уиу”’ ординаты обфихъ кривыхъ; площадь и будетъ 
площадь, заключающаяся между двумя концентрическими 
ни радтусовъ у и У; поэтому, будемъ имЪть 


и= (у — у"), У== ("9") 4. 
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517. ПРимзРъ [. — Опредълить обземь кольца (юге). 


Кольцо есть тзло, образуемое вращешемъ круга вокругъ 
оси, расположенной въ его плоскости. 


`Отнесемъ образующ кругь къ двумъ прямоугольным ъ 
осямъ, изъ которыхъ одна, ось 1, совпадаетъ съ осью вра- 
щен1я; пусть будутъ а радтусъ круга, 6 ордината круга, у, у’. 
ординаты точекь М, М, отв$чающихь одной и той же аб- 
сцисс$ 1; будемъ имЪть 


уу’ = 3%, Уф =ЗИ @2 — 2, у — = 48 И м — 2; 


потомъ, предположивь ось вращеня вн круга, получимъ 
о НИИ 
[46-я У= 4 | ие-тах. 


то 


Если же означимь черезь © площадь части круга, заклю- 
чающейся между ординатами М, Р.,-МР, отвфчающими аб- 
сциссамъ 2, Х, то очевидно получимъ 


‚= Г ууу [^ Иа 
0 то. | 


ы 
поэтому сегментъ кольца будетъ 


У-=2 бо. 


Если желаемъ имфть объемъ цфлаго т$ла, то одфлаемъ 
$ — та? и мы будемъ имфть | 


ев а У = 2:46. 


518. ПрРимвРЪ ПЦ. — Опредьлмить обземзв, образован- ` 
ный площадью циклоиды, ` обращающей ся вор 5 своею осно- 
ваная. 


Возьмемъ за ось 2 основанше циклоиды и за ось у шерпен- 
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дикуляръ, проведенный черезъ одинъ изъ концовъ этого 
основан1я; кривая будетъ опредфляться (5 230) уравненями 


я —= @ (2 — 5112), У=а(1— 605$), 
откуда имБемъ 
4х = а (1 — с0$2) 4$. 


Пусть будетъ У объемъ, образованный площадью, заключаю- 
щейся между кривой, ‘основанемъ и ординатой у, отв$чающей 
абсцисс$ х или углу $; будемъ им%ть 


ы ` эф я: 
= п [ 3/* 4х = па | (1 — ©0532}: 45, 
| 0 


о 


но 


14 


| 5 15 3 1 
элит 3 АЛЕНЕ ЕьниЕЬ спинке ^. анна ны р 
(1 — 052) = о— д 60$? — 5 603 22 — д 603 Зо, 


поэтому 


— пз (5 15 5 
У = ла (8? — 4 1? + 1 192 т И 


Если желаемъ опредфлить цфлый объемъ тфла, образован- 
наго циклоидой, то сдфлаемъ $ = 2", и мы будемъ_ имфть 


У о:. 


519. Примврьъ П]. — Опредълить обземз, образован- 
ный повержностлю циклоиды, обращающейся вокруз каса- 
тельной кз вершить. 


Кривая отнесена къ тфмъ же осямъ, что и въ предъиду- 
щемъ прим®р%; пусть будетъ У объемъ, образованный по- 
верхност!ю, заключенной между кривой, касательной къ вер- 
шин и перпендикуляромъ 2а — У къ. этой, касательной, 
отвфчающей углу $; будемъ имБть т 


А па ы 
У =л [ (За — у): ах = па’ [ (1 - 6052) эт"? @9; 


но 
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Шо 60$ 
= — мове ров 5$., 


[ с05Ф 11*ф 4ф = = -- с01$$., 


поэтому 


У = ЗП? 60$? _1 
д [5 5 -- 5 5 $1 } 


@ 


сдфлавъ ф — 0, будемъ имЪть объемъ образованный поверх- 
ностю, заключающейся между полу-циклоидой и касатель- 
ной; если удвоимъ результатъ, то лолучимъ полный объемъ, 
именно 


У = с? д:. 


Такимъ образомъ У есть пятая часть объема, разсмотрён- 
наго въ предъидущемъ прим$рз. 


Новыя разсмотрёня, относящяся къ опредфленю объематБлъ, огра- 
ниченныхъ какими-нибудь поверхностями. 


_580. Обратимся снова къ формул. 


(Р) У % @Х, 
20 

которую мы вывели въ $ 512 для случая прямоугольныхъ 
координатъ и гдф У есть часть объема тфла, заключенная” 
между плоскостями, параллельными плоскости уг, отв$чаю- 
щими абециссамь 2% и Х. Можно всегда предположить, 
что поверхность, которой и означаетъь площадь, ограничи- 
вается Фигурой, встр$чаемой только въ двухъ точкахъ пря- 
мыми, параллельными оси 2; если это не такъ, то мы разо- 


бъемъ объемъ на нфоколько частей, удовлетворяющихъ каж- 
дая этому ‘условю. Въ этомъ случаВ, если означимъ че- 
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резъ Й и 2, ординаты МР, т,Р, параллельныя 2, отвчаю- 
тия значеню ОР == ординаты, параллельной и; если озна- 
ЧИМЪ ВЪз ТО Же время черезъ у, и У значення у, отв%чаю- 
пля предфльнымъ ординатамъ обвода. ры и, то эта пло- 
щадь будеть им$ть выражешемъ 


У | 
6 `` = @—24, 
Я 30 


у 


и Формула (1) можетъ быть написана слфдующимъ образомъ 


ВР ‹ У 
(3) = | [| м4. 
70 Уо 


Въ этой ФормулЪ (3) Ди 2% суть данныя Функц отъ 
ти оть 9; онф представляютъ ординаты 2 двухъ точекъ 
поверхности т$ла, отв5чающ1я координатамь 2, у; у, и У 
суть хункци перем$нной 2; онф представляють ординаты, 
параллельныя у, и отв$чають абсциссБ х периметра, огра- 
ничивающаго проэкцию объема У на плоскость 5у; наконець 
7, и Х означаютъ данныя постоянныя. 

Формула (2) выражаеть, какъ мы знаемъ, что 


и = Пт У. (д — 2о) Аз, 


гдф < разсматривается какъ постоянная и у какь величина 
изм няющаяся отъ у, до У по дбезконечно-малымъ проме- 
жуткамъ, равнымъ Лу; изъ Формулы (1) Также имфемъ 


У = Па Уи Ае, 


гдф х измняется отъ 7, до Х по промежуткамъ, равнымъ 
Аж. Поэтому можно написать 


У = нь У 42а У (2—2 9 


ИЛИ: 


(4) У = Ш ржу {1 — 2 Ад 4у. 


; 


Выражене (3) называется двойным интераломз; вы- 


„ 
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ражене (4), которое есть его слБдотв1е, показываетъ, что У 
есть пред$лъ, къ которому стремится сумма безконечно- 
‚малыхь призмъ (1—2) АхАу, которыхь основаня `АжАу 
образуютъ сумму, им5ющую пред$ломъ площадь, по которой 
_ проектируется объемъ У.на плоскость у. 


_581. Къ предъидущимъ результатамъ можно придти по- 
оредетвомъ другихъ разсмотр$вй, которыя позволятъ въ то 
же время ввести бол$е общности. Означимъ черезъ У объемъ 
нфкоторой части т$ла, отнесеннаго къ тремъ. прямоуголь- 
нымъ осямъ, и предположимъ, какъ и прежде, что мы всегда 
можемъ исполнить, что поверхность т%ла, котораго. нужно 
найти объемъ, вотр$чается только въ двухъ точкахъ пря- 
мыми параллельными 2. Пуеть будуть, какъ ивъ® 580, Д иг, 
значеня 2, относяцляся къ этой поверхности. Назовемъ че- 
‘резь Р площадь, по которой проектируется. объемъ У на 
плоскость 2, и раздФлимъ эту площадь по какому-нибудь 
закону по всёмъ направлемямъ на безконечно-малые эле- 
менты. Разд лен!е, о которомъ я говорю, можеть быть 
исполнено посредствомъ двухъ видовъ лившй, зависящихь 
каждый оть произвольнаго параметра; дв$ безконечно-близ- 
я кривыя ММ, М, М, одного изъ видовъ опредёлять съ 


. \ | ”, и 


двумя безконечно-близкими кривыми РО, Р,(©), другаго вида 
| \ 

четыреугольникъ АВВ,А, — «, который будетъ одинъ изъ 

разсмотр$нныхъ нами элементовъ; будемъ имБть 


Р= У «+ У = 1, 


гд5 « означаетъ безконечно-малый элементъ, ограниченный 
отчасти контуромъ площади Р. к 
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Но элементы.“ заключаются между двумя кривыми без- 
конечно-близкими къ периметру Р, поэтому сумма Ха 
`° имфетъ пред$ломъ нуль, сл$довательно 


Р = Пт У. 


согласно положеню & 9, можно еще пренебречь въ « всЁми 
безконеч но-малыми количествами относительно этого элемента. 

Теперь, циливдръ, инф юций основанемъ « и ребра парал- 
лельныя оси ›2, отсфкаетъ въ объем \У элементъ, который 
можно означить черезъ «(7 —2,-=), гдБ е означаетъ без- 
конечно- малую; то же самое относится. и къ цилиндрамъ, 
отв чаю щимъ остаточнымъ элементамъ.® и которымъ отвф- 
чаютъ элементы т$лъ “(И —2,-е=). Такимъ образомъ имфемъ 


= Уф +9-+ У 2, +), 


вторая сумма имзетъ пред$ломъ нуль, потому что У» стре- 


мится къ нулю; сумма Уве также имфетъ предфломъ нуль 


($ 9), и мы имЗемъ 
(5) У= Нш \, = — 4). 


582. Предположимъ, что элементы “ опред$ляются ря- 
домъ ли, параллельныхъ оси 2, и вторымъ рядомъ ливй па- 
раллельныхъ оси у; будемъ имфть 

` х — А Ау, 


й 
и слБдовательно 


| У = Ша У (2 — 2) 4 49. 


Чтобы получить У по этой: хормул$, можно начать съ 
того, чтобы взять пред$ль суммы элементовъ (/—2.) 44 АУ, 
предполо живъ 1 и Дл постоянными. Этотъ предфлъ будетъ 


а 
равенъ № [| (0. 
У 


периметръ площади Р перес$кается. ливлями, параллель- 


— 


2) Ау, если только предположимъ, что 
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ными оси У только въ двухъ точкахъ И, М, и если при 
этомъ ординаты этихъ точекъ означимъ черезъ у,, У. Та- 
кимъ образомъ имфемъ эллементъь объема У, который про- 


\3 


ектируется по части Ми» т, М’ площади Р, части. заклю- 
чающейся между двумя лившями, параллельными оси у, от- 
 вЗчающими абсциосамъ х и --Ах. Теперь пусть будуть 
Хх, и Х абециосы, соотв тствующия ординатамъ ро, уф, кото- 
рыхъ. касается периметръ площади Р; намъ остается взять 
 предёлъь суммы только-что опред$ленныхъь элементовъ, когда 
1 измняется отъ 2 до Х по промежуткамъ, равнымъ 45; 
такимъ образомъ будемъ имфть такое выражене У 


— 


ть | \х у 
© У [ 4х [ (1 — д) ду. 
| | 0 90 


Вм$ото ‘того, чтобьт поступить такъ, какъ мы дФлали, 
можно сначала взять сумму элементовъ (—2)4Ах Ау, пред- 
положивъ у и Ау постоянными; такимъ образомъ получимъ 


| Хх! | | 
Ду [ (1 —2) 4х, гд$ предфлы Хх, и Х’ суть абециосы 
т/о а + 
точекь контура площади Р, отв$чаюцщия ординат$ у; потомъ, 
означивъ черезъ Узи У’ординаты, соотв$тотвующия абсцис- 
самъ, которыхъ касается контуръ площади Р, для объема 
У будемъ имЗть 
| | И СА | 
о = [ва 
р у ы 


д 2/5 


Если площадь Р есть прямоугольникъ, котораго стороны 
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параллельны осямъ 2’и 9, то очевидно, что будемъ имЪть 
=, Х=Х, У.=Уу У=У, 


и сл$довательно 


Хх У У }.9 
[ ах | 2—2) ау = [49 (2 — 2.) ах, 
з 


То Уд, Фо 


откуда слфдуеть теорема, уже изложенная въ 4 481, 
именно: 


Кода нужно взять интеталь выраженя (2—2) ах ау 
между предълами ху Х перемънной х и между предълами 
у Х перемьнной у, тода дъйствя можно произвести в 
какомз у10дно порядкь, лиь-бы предълы, относящиеся кз 
интерированию, не зависьли отзь перемънной, кз которой 
относится друюе интерированяе. | 


588. ОпРЕДБЛЕНТЕ ЦБЛАГО ОБЪЕМА ТВЛА. — Мы 
предположимъ, что прямая встрчаетъ поверхность тфла 
_ только въ двухъ точкахъ; противный случай можно легко 
_ привести къ этому предположеню. Площадь Р, очевидно, 
здЪсь есть слфдъ на плоскость у цилиндра, параллельнаго 
_2 и описаннаго около поверхности тфла; это есть также то, 
что называется видимым» контуромъ т%ла на плоскость 49. 
Ординаты 2, / будутъ даны уравненемъ 


Е (2, 9, 2) =0, 


принадлежащимъ поверхности т$ла; точки этой поверхности, 
гдЪ касательная плоскость параллельна оси 2, удовлетворяютъ 
уравненю = | | 

де __ 


о свай 
——> 

9= 

— 


0, 


и исключеюте 2 изъ двухъ предъидущихъ уравневшй даетъ 
уравнен1е контура площади Р | 
Г (<, у) =0; 


| : ^ : / & 
изъ этого послёдняго уравнен1я получимъ значення у и У. 


Что касается пред$ловъ % и Х интегрировамя, относяща- 


аи. № 953 


гося къ 1, то они суть абециосы двухъ точекъ поверхности 
т%ла, гдф касательная плоскость параллельна плоскости 42, 
и мы имфемъ для этихъ точекъ три уравнения 


Е (%, 9, 2) =0, С: = 0, = 0. 

584. Предположимъ, что элементы а $ 581] опредз- 
ляются системой окружностей, им$ющихъ центромъ начало 
координатъ, и радусами, выходящими изъ этого _ начала. 
Пусть рир-- Ар радгусы двухъ безконечно-близкихъ окруж- 
ностей, «, о-+- А® углы двухъ безконечно-близкихъ радтусовъ; 
будемъ имЪть 


1 До} 
& — 5 [Ф - 42}* — р*] А, 
пренебрегая-. же Др”, можемъ написать 
У = а У, (Е — 24) ое 4», 


Начнемъ съ того, что возьмемъ предзль суммы элемен- 
товь (Д — 2%) Ар Ав, предположивъь ®.и До постоянными. 
Если начало координать находится внф площади Ри если 


радусы, выходящ!е изъ. этого начала, вотр$чаютъ периметръ 
| | И у | 
только въ двухъ точкахъ, то результатъ будетъ Ао { (4—2, ра 
бо 


и онъ выразить элементъ объема проектированнаго по части. 
т, ММ’т., которую опредфляютъ въ площади Р радусы, 
отв чающте угламъ ®, «-- Де. Намъ остается взять предфль, 
кв которому стремится сумма этихъ элементовъ, когда ®. 
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измёняется между предфлами ®,, ®, отв$чающими рад!усамъ 
Ов, Оу. которыми ограничивается площадь’ Р, по отепенямъ 
| равным Ао. Такимъ ыы имфемъ 


В 
У = 4 | (2 — 2) 24. 


Если начало координатъ находится внутри площади Р, 
то очевидно, что первое интегрирован!е должно быть про- 
‚изведено отъ нуля до значеюмя В, отв$чающаго контуру 
площади Р, и что предзлы втораго интегрирования будутъ 
О и 2т. Такимъ образомъ имфемъ 


5т ‘В 
0 0 


585. Примзрь [.— Я возьму для перваго примфра 
предъидущей теор!и задачу, рёшенную уже нами въ 6 515. 
Надлежить опредзлить объемъ У, заключающийся между 
поверхностями, которыхъ уравнен!я въ прямоугольныхь ко- 
ординатахъ суть 


42 =ху дут е=—а, г =0. 


Площадь Р очевидно’ здёсь есть площадь прямоугольнаго 
треугольника, образованнаго осью %, осью у и слёдомъ пло- 
скости х-+у-г2=а на плоскость 24; этотъ сл$дъ иметь 
уравненемъь х-+у=а, и мы имЖемъ 


Я =0; У—а—х, в =0 Х=а. 


Ордината 2, есть нуль, это значене даетъ третье изъ предъ- 
идущихь уравненй; два друтпя даютъ 


и самое меньшее изъ этихъ двухъ значенй 2 очевидно должно. 
быть взято за И въ формул 


У = ТВ Чх Й 55 


Такимъ А иыемъ =, когда 
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му Е 4 (а — 2) 
 За—я—утшиу< Е. 
и напротивъ, # =а—1#-— у, когда 
_ 2 а(а—*).. 
и 
| ов те 
олфдовательно | 
| а (а— 2) _ 
а— т. а. 
0 и а | 
ато 
— Та @ — в 
8 @- 2) (а 2) 
_1 7х (@-— 4} 


9 а-а 


2(а— 2), - /17 м 
м =” ] © 4 1”, 
=. аа. же вы 54) 
какъ мы уже нашли въ 6 575. Мы видимъ, что объемъ 2 
составляется изъ двухъ частей, изъ которытхъ одна ограни- 
' Чивается даннымъ параболоидомъ, другая — данной пло- 
скостю. | 
586. Плримзръ П — Дан цилинорь, которало уравненде 
_ 65 прямоуюольныхь координатахь есть у?-1? — Ва = 0; 
отыскивается обземз части, заключенной между плоскостяю 
`й у и шаром, которало уравненде есть 2? - у? - 2? = В». 


Если вместо д и у выведемъ полярныя координаты рио, 
то уравнение на будетъ 
2° = В* — р", 
и уравневле сл$да цилиндра будеть 
ь о р = В 60$ о. 
Поэтому выражен1е искомаго объема, взявЪ ‘сначала только 
половину его, а потомъ зо, будетъ | 
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интегралъь Г ИВ? — р?раро равенъ 


—3 (В? — 2) + 6013.; 


поэтому 
2. [* 
У = 5 В (1 — 9113 ©) (о 
\ 3 ь 
2 В} ы | ® ® о 
о Г (1 — зщ о -- Зо 608°* в) 4; 
: | 

имфемъ 


[а — по -- По 05° ®) 4% = о -- с05в — Е С05° © НЕ: с015$$.; 


поэтому 


1 4 %. 


| | 2 ый 
Излишекъ половины шара з=В* надъ частю 2У неопре- 


дфленнаго цилиндра, заключенной внутри его, поэтому ра” 


венъ Е В». 


0 приложени предъидущихъ формулъ къ различнымъ вопросамъ. 


5871. Разсмотрёне объемовъ можеть быть употреблено 
съ выгодой въ рёшенш разныхъ вопросовъ; ‚мы это видимъ 
въ примфр$ & 582, гдБ мы естественно вотр$тились съ но- 
вымъ и очень простымъ доказательствомъ правила интегри- 


‘ э 
рован1я подъ знакомъ | прежде уже изложеннымъ; мы дадимъ | 
здЪсь два друге примФра. _ 

Какъ на первый прим$ръ, мы укажемъ на дфистве, ко- 
торое употреблялъь Пуассонъ для опредфлемя значевшя опре- 
дфленнаго интеграла | 

+= 
[ е “ах, 


4... 


ГЛАВА У. 257 


которымъ мы уже занимались въ $ 497-и который есть ни-. 
| о 1\. 

‘что ‘иное, какъ Эйлеровъ интеграль Г (5). 

Если умножимъ предъидущиЙ интеграль на 


+ ® 


| се ау, 


Е: 
то будемь имБть произведене, равное 1? (5), которое есть ни- 


что иное, какъ двойной интегралъ 


о. 
-- ® 
| аз [с — (2-9?) ду. ^ 


‘Этотъ двойной интегралъь вы ражаеть неопредфленный объемъ, 
заключающийся между поверхност1ю, которой уравнене въ пря- 
моугольныхъ координатахъ есть 2-=а ® **, и плоскост!ю #9. 
Если же вмФсто ‘координатъ 1, у поставимъ полярныя коор- 
динаты р, ®, то уравневше поверхности будетъ 2 =е`®, и 
разсматриваемый нами объемъ будетъь имфть выраженемъ 


Л 
у" (5) = 4» | С рр Чр. 
ы о о 
Интеграль, относящийся къ р, не зависить отъ ®; поэтому 
можно написать т 


| й (3) _ Г >: "о ых Г Е. в 
2 2: о | 


в, ь ь 
первый множитель имфеть значене 2*, второй равенъ з; 


поэтому имфемъ о ый 


-®-- "и 


какъ это мы уже нашли посредствомъ другихъ разсмотр$ний. 
_ 588. Какъ для Втораго примфра, мы намфреваемся дока- 
зать любопытную Формулу, которую Леженъ-Диришле (Пе- 
деппе-Оп-е Ве) употребляль въ СВОиХЪ «Мемуарахъ»; эта 
ори слфдующая | 


| аа | Га, ру ву = Г [ Га, уаз 
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гд$ (<, У) означаеть какую-нибудь Функщю, остающуюся 
конечной между пред$лами интегрировавй. Поэтому здЪеь 
_ДЗло идетъ о двойномъ интеграл, въ которомъ интегриро- 
ванле относительно у должно быть произведено между пре- 
дфлами, не независящими оба отъ другой перем нной, и гд% 
можно однако нарушить порядокъ двухъ интегрированай. _ 
Чтобы доказать Формулу Диришле, достаточно разсматри- 
вать 7, уи } (5, 9) какъ три прямоугольныя координаты 
поверхности; въ этомъ случаЪ мы видимъ, что каждый изъ 
двухъ двойныхъ интеграловъ выражаетъ объемъ, заключа- 
юпийся между поверхност!ю, о которой мы только-что гово- 
рили, плоскосттю 29 и тремя плоскостями, пернендикулярными 
къ этой посл$дней, которыхъ уравненая суть у=0, у—а, у=%4. 


О площади кривыхъ поверхностей. 


589. Прямую лишю можно сравнивать только съ дру- 
гой прямой лин!ей или съ суммою такихь ли; также въ 
«Дихференщальномъ исчислен1и» мы должны были съ точност!ю 
опред$лить прямолинейную длину, которую называемъ Олиной 
дули кривой. Мы употребимъ зд$сь аналогичныя разсмотр$- 
н1я для опреджлен1я того, что мы подразум$ваемъ подъ #ло- 
щадью опредЪленной части кривой поверхности. | 

Можно всегда предположить, что часть кривой поверхно- 
сти, о которой идетъ р$чь, ограничена контуромъ, потому что, 
если бы противное имфло мФето и если бы былъ вопросъ о 
цфлой поверхности т$ла, мы имфли‘бы случай безконечно- 
малаго контура; сверхь того ничто намъ не м5шаеть раздё- 
ЛИТЬ поверхность на двф и на большее число частей; то, что 
мы будемь говорить о каждой части, прилагается естественно 
къ цБлой поверхности, которая есть сумма этихъ частей. 


Пусть часть кривой поверхности озфраничена контуром 
С; площадью этой поверхности мы назовем предъле 5, 
5 которому стремится площадь вписанной мноклранной 
поверхности, образованной изз треуюльныхеь зраней и офа- 
ниченной мноюуюлинымь контуромз Г, импющимь предъломь 
компу С. | 
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Нужно доказать, что существуеть предёль 5 и что онъ 
не зависитъ отъ закона, по которому возрастаетъ число граней 
вписанной’ многогранной поверхности. 

Мы отнесемъ поверхность къ тремъ прямоугольнымъ 
осямъ и выберемъ 2у такъ, чтобы она не была перпен- 
дикулярна НИ КЪ ОДНОЙ ИЗЪ касательныхь плоскостей, про- 
‚веденныхь къ поверхности черезъ точки, расположенныя на 
контур С или внутри этого контура; можно всегда поступить 
_такимъ образомъ, раздфливъ, если это необходимо, часть раз- 
сматриваемой поверхности на нфсколько частей и разсматри- 
вая цзлую поверхность, какъ равную сумм$ площадей частей. 
_ Теперь, пусть будетъ С’проэкщя контура С на плоскость 29; 
_впишемъ въ контур$ С’ многоугольникь Г’, котораго всв сто- 
роны безконечно-малы, и раздёлимъ этотъ многоугольник на 
треугольные элементы ‘а, которыхъ всф три стороны безко- 
нечно-мальт. Ребра треугольной призмы, имфющей основа-. 
немъ & и которой ребра параллельны оси. 2, вотр$тятъ кри- 
вую поверхность въ трехъ точкахъ; если эти точки соеди- 
НИМЪ между собой, то получимъ треугольникъ, который 
будеть одною изъ граней многогранной поверхности, которую 
мы ‘желали вписать; площадь этого треугольника будетъ 
равна т гдф 0 есть уголъ, образуемый плоскостю тре- 
_ угольника съ плоскостлю 24. На основани этого, если озна- 
чимъ черезъ Р цфлую площадь вписанной многогранной по- 
верхности, будемъ имЪть 


>> 
_^ 4400$ 


Но если назовемь черезь 6 уголъ, образуемый съ плоско- 
ст1ю касательной плоскостю, проведенной къ поверхности 
черезъ одну изъ вершинъ вписаннаго треугольника, кото- 
! \ : 


раго площадь есть то очевидно будетъ имфть. 


м. 
056 ? 
: р. | 
080 ^ 6050 ” 


ь. | ' | 
ГД е есть безконечно-малая; поэтому можно написать. 
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о в Уве 


Ордината 2 нашей поверхности есть опредфленвая Функ- 
шя перем$нныхъ ди 1; 0$ 6 есть также хункшя тТЪхЪ 
же двухь перемённыхъ. Разсмотримъ въ этомъ случа® по- 
верхность, которой ордината / имфетъ значенемъ 


" 03 Е 


означимъ сверхъ того черезт У объемъ цилиндра, парал- 
лельнаго оси 2 и имъющаго основанемъ С’, ограниченный 
этой поверхност!ю и плоскостлю 429; будемъ имфть ($ 581) 


{2) : у У=1ш У 7 х = в У, ее 


Поэтому первая изъ суммъ Формулы (1) имфеть предз- 
ломъ У; отсюда сл$дуетъ (\ 8). что вторая сумма иметь 
пред$ломъ нуль, и поэтому мы имфемъ | 


-(3) — БюР=У вши “=, 
что. и доказываетъ изложенное предложене. | 


590. Формула (2) существуетъ (\ 581), какого бы вида 
ни были безконечно-малыя площади а; поэтому для всякаго 
разложен1я площади С’ на безконечно- малые элементы о бу- 
демъ имЁть . 


ь | {9 
(4) 8 = Не = г 
Пусть будуть Ц и 6, самое большое и самое меньшее изъ 


значении © для различныхъ точекъ, расположенныхъ внутри 
контура С; предфидущая Формула даетъ 


1 А 
5 = с =йт У. =——> 
605 & с0$& 


гдф С есть уголъ, заключаюпийся между, и 6, и А пло- 
щадь, ограниченная контуромъ С’. Нредположимъ, что пло- 
щадь А вездЪ приводится къ безконечно-малому элементу а; 
> также приводится къ безконечно- -малому окна с, и мы 
будемъ имЪть 


© 
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и 


реа: — 


с0$ 5/ 


‚ Пусть будетъ $ уголъ, образуемый съ плоскостю #29 ка- 


сательной въ какой-нибудь точкЪ элемента с; будемъ им$ть 


И 
с0$ <’ 6056 


1»), 


_ тд м есть безконечно-малая; поэтому 


= 


_ Нужно замфтить, что Формула (4) существуетъ и тогда, 
когда касательная плоскость къ данной поверхности въ н5- 


_которыхъ точкахъ контура С перпендикулярна къ плоско- 


‚сти 2; въ самомъ дфлЪ, это обстоятельство боле не будетъ 
‘имёть м%ста, если вмЪсто контура С возьмемъ другой безко- 
нечно близкий контуръ С, надлежащимъ образомъ выбран- 


| ный; означимъ тогда черезь Зо площадь, заключающтуюся въ 


} 


новомъ контур$, и черезъ У. объемъ, опредфленный такъ, 
какъ это было показано въ & 589, будемъ имБть 

г И 6. | 
это равенство . существуетъ, когда контуръ С, изм$няется 
и стремится къ предфлу С; сверхъ того 5, стремится: тогда 
къ предёлу 5; поэтому, перейдя къ пред$лу, получимъ ра- 
венство (3). Какая бы ни была площадь, ограниченная кон- 


туромъ (С, всегда можно ее раздлить на такля части, чтобы 


касательная плоскость была перпендикулярна къ плоскости 
ФУ только для точекъ, расположенныхъ на частныхъ конту- 
‘Рахъ; сл довательно, Формула (4) относится ко всФиъ слу- 


ча ЯМЪ. 


591. Приложимъ предъидущее къ случаю поверхности, 
нем уравнемемъ въ прямоугольныхь координатахъ 
2, у, 2. Пусть будетъ 
в) Ч | 42 = р ах + а 99, 


ГВ ри _4 давныя Функщи отъ ди отъ 7; буден иыбть 


м 254); 
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ие И 
ИТ 1 - 4°. 


6055 


Предположимъ, что всегда возможно исполнить, что кон- 

| 
туръ С’проэкщи площади В, которую нужно вычислить, 
встр$чается только въ двухъ точкахъ лишями, параллель- 


ными у; въ этомъ случа площадь 5, равная объему У, 
будет имфть выраженемъ ($ 582) 


Фе -& в» Иа аи 


< 
о 


гдБ у, и У означаютъ ординаты у контураз С’, отв$чающия 
абсцисс$ 2; ду и Х суть абециосы, отв$чающия ординатамъ, 
ограничивающимъ контуръ. Также можно написать 


5 У х : 
9 = м [Г ИЕИЕОа» 
о 2 | 
но здфсь Х, и Х означають абоциссы двухъ точекъ. кон- 
тура, отв5чающихъ одной и той же ординат у, между т$мъ 
какъ у, и’ У ординаты, соотвфтствуюция абециссамъ, огра- 
ничивающимъ контуръ С”. 


592. Иногда бываеть выгодно координаты ‘5, у зам нить 
полярными координатами р, ®. ИмЪемъ 


Я = р с0$ ®, у = ряшо, 


и мы можемъ взять рА рАх за элементъ « ($ 584). Въ этомъ 
случаЖ, если начало координатъ находится вн’ контура С! 
и если каждый радтусъ р встр$чаетъ вонтурь „только Въ. 
двухъ точкахъ, будемъ имЪть 
о 3 В 

(9) = 4» | 2 
ГДЗ ро и В радтусьт точекъ контура С’, отв чающие одному 
и тому же значен!ю о, ах, 8 означаютъ значеня о, отв$- 
чающия радгусамъ, ограничивающимъ контуръ. Эта Формула 
прилагается еще къ тому случаю, когда контуръ С’ образо- 
ванъ изь двухъ частныхъ контуровъ, внутреннихъ одинъ по 
отношентю другаго, причемъ начало находится внутри самаго 
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меньшаго контура и поверхность в имфеть проэкщей пло- 


`щадь, заключающуюся между обоими контурами. Въ этомъ_ 
случаз очевидно имемь «, —=0, ® =2т и 
к 


АЯ | _ | Вр Фр. 
(0). : =Й ыы ‚, 6055 


Если самый меньший изъ двухъ контуровъ, о которыхь 
только-что говорили, приводится къ началу координатъ, то 
‚ р —=0, и Формула (10) обращается въ 


| | е зп В 
п = | 4ь [ р р. 
кз мы. о 


Косинусъ угла 6 легко выражается въ хункщи частныхъ 
производныхь отъ 2, относительно р и ®. Имфемъ. 


` 


_4% = @р с08% — рать 4®, 4у = ар зт о + р 0039 д; 


въ этомъ случаЪ Формула (6) даетъь 


де | | 102 
в 60$ ® --. 0 5 в, р ЖИ Па: 


возвысивъ въ квадратъ и РЕН получимъ 


92\* | и | 


слфдовательно 


хам +? "(8;} + (=). 


Поэтому имфемъ 


@ а ГА ый (5: р р», 


сд п предёлы: интегрирования. не указаны для того, чтобы 
охватить. вс случаи. 


к 
\ 


Случай поверхностей вращении. 


_ 598. Въ случа$ поверхностей вращеня, двойной инте- 
гралъ,. выражающий площадь зоны, заключенной между двумя 
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плоскостями, перпендикулярными къ оси, непосредственно 
приводится къ простому интегралу. ре 

Пусть будеть ОСМО кривая, отнесенная къ двумъ прямо- 
угольнымъ осямъ 05. Оу, расположеннымъ въ одной плоскости, 
и предположимъ, что отыскивается площадь В зоны, образован- 
ной дугой СО, обращающейся около оси 2. Разсмотримъ сначала 
случаи, ГД ордината у кривой постоянно возрастаетъ или убы- 
ваетъ, когда переходимъ отъ одного конца дуги СО къ дру- 


"| 


ы 


гому; искомая площадь В будеть имфть проэкщей на пло“ 
скость, перпендикулярную къ 0х, поверхность, заключающу- 
юся между двумя окружностями, описанными`изъ начала, какъ 
изъ центра ординатами СА =у9,, ОВ = У крайнихъ точекъ 
дуги. Поэтому зд$сь можно приложить Формулу (10) $ 592, 
написавъ у вмфото р и взявъ для С уголь между плоскостно 
касательной къ поверхности и плоскост!ю перпендикулярной 
къ 01; такимъ образомь имфемъ 


эп 
с | Фо “у ау 
аа у 6055 
Но по природ$ поверхности, & не зависить отъ ®; поэтому 


Туду 
6056 


множитель [ 
`Уо 


Гося КЪ ®, и мы получимъ 
2" эх Я У Я 

ре "”аак [ид [тив 

д с056 6055 

‘касательная плоскость поверхности вращеня перпендикулярна 


кь плоскости мериданальной кривой, поэтому 6 есть уголъ, обра- 
зованный касательной этого меридана съ осью у; вел детв!е 


{3 
можно вывести изъ-подъ знака р; относяща- 


— 


| фу. а. н ё 
этого 608 © = — ее ГД 4$ есть диъферевцлалъ дуги кривой. 
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Такимъ образомъ имфемъ 


гдф знакъ == долженъ быть замфненъ знакомъ У — у,; если 
2 и.Х > о означаютъ абсциссы, отвфчаюцщия. ординатамъ У». 
У, то можно будеть также написать 


То 


5 = 9ял т ды 


Очевидно, что эта посл$дняя Формула существуетъ для 
какой бы то ни было дуги кривой СП, потому что дугу СО 
всегда можно раздлить на так1я части, чтобы ордината отъ 
одного конца до другаго каждой части изм$нялась въ одномъ 
и томъ же смыслЪ. Наша Формула, прилатающаяся къ каж- 
дой части, прилагается также къ ихъ сумм. 


594. Можно непосредственно вывести хормулуз которую 
мы только-что. получили. Дъйствительнео, впишемъ въ дугу 
СО. многоугольную лин1ю, которой стороны безконечно-малы. 
‚Каждая изъ сторонъ ММ’ опишеть ‘ус$ченный конусъ; впи- 
_шемъ въ каждый усфченный конусъ многогранную поверх- 
ность, образованную изъ четыреугольныхь граней, кото- 
рыхъ двЪ стороны суть безконечно-близюя ‘ребра усфчен-. 
наго конуса; если каждая изъ этихъ граней будетъ раздЗ-. 
лена ' потомь длагональю на треугольники, то мы будемъ. 
им$ть многогранную поверхность, которая будетъ сразу 
вписана въ данную поверхность вралценая и въ поверхность, 
составленную изъ вписанвыхъ усфченныхь конусовъ. Отсюда 
лфдуетъ, что искомая поверхность $ разна предфлу суммы 
поверхностей усзченныхь конусовъ. Но, если 4, у‘означаютъ 
‘координаты точки М, х-+-Ах, у-- Ау координаты точки М, 
то поверхность, образованная лимей ММ’, будетъ 


8" (и Зуя Ея 
ИЛИ. 


от А (1 а) 


266 _  ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНТЕ. 


гдз з означаетъ, дугу кривой и е безконечно-малую. На 
_основанш-этого имфемъ 


В = Ц У 2ту 8 ва 


ю ты == Г" у 42 


595. Площадь РР. ВРАЩЕНТЯ. -— Оты- 
щемъ площадь зоны эллипсоида вращеня. Пусть будетъ 


702 у _ 
г в=1 


уравнене эллипса, который образовываетъ поверхность, вра- 
щаясь около оси д; имземъ . 


= Иа" — (@ — 0*) №. 


Площадь, образованная дугой, заключающейся между 
концомъ _полу-оси 6 и` точкой, отвЗчающей абсцисс$ х. 
будетъ 


$ ей Им — (м та; 


слфдуетъ различать случаи а>6 иа<6. 
Если @а>6, то эллипсоидъ произошелъ отъ вражщен1я во- 
кругъ большой оси; имЪфемъ 


2 Г. Ум — @®—8. — 55) 2 ах 
| нь 0 0% Им — (1—9). 
рр 
поэтому . 
| я яя па? ум — (@— 6) 
8 = ие ГА рн ое 20 == атс со вне инь. 
м Ув — из 


Если желаемъ найти цфлую площадь эллипооида, то нужно 
сдЗлать д—а и удвоить потому _ результатт; такимъ обра- 
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зомъ получимъ 


о -агс с0з В 


Ив — 6 К 


7 и) 
или, положивъь 6 = асов 5, 


$ = 9 тд 


вины) 


$11 7 


Если 6 = а, 1==0, эллипсоидъ приводится къ шару, и 
мы снова находимъ извёстную Формулу В = 4ка?. 

_ Предположимъ теперь а<6; въ этомь случаЪ эллипсоидъ 
‚ произошель отъ вращевя вокругъ` малой оси, и выраже- 
6 ю есть ` 


- эх ИАС 
$ = ге { Ух + (65° — а*) х* 4х 
<“: 0 
„или = 
ти кбх Уа -- (0* — а*) 22° + п ба" 7 х Уб* а" | +Ия-Е6— —а* 4)”. 
вые о с Уф" —а* 4 


сдфлавъ въ этой ФормулБ д =а4 и умноживъ ее потомъ на 
2, получимъ цфлую поверхность эллиисоида, именно 


[а р Иб: — в 
$ —=2*6* ЕЯ, 
м а 


сеет 
ры :) 


то предъидущая Формула обратится въ 


если положимъ 


О ЗЕ 
не Пе! 


‘это же для 6 = а или 1=0 обращается ВЪ 4 4, ВЪ ВЫ- 


раженле, относящееся къ шару. 


ана способа опред5леШя площади какой-нибудь кривой по- 
| | верхности. 


596. ЗАДАЧА Т. — Найти площадь сферическаю тре- | 
уюльника. | | 
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ВсякШ сферичесюй треугольникъ дфлится дугой большаго. 
круга, проведенной перпендикулярно къ противоположной 
У! 


‘2 


сторон$, на два прямоугольные треугольника, поэтому намъ. 
достаточно разобрать случай прямоугольнаго треугольника. 

‚ Пусть будетъ схерическюй треугольникъь АВС, прямо- 
угольный ‘въ А, который мы отнесемъ къ тремъ прямо- 
угольнымъ осямъ, проходящимь черезъ центръ шара; мы 
возьмемъ за плоскость ху плоскость стороны АС и заста- 
вимъ ось 1 пройти черезъ вершину ©. Лиюя ОА есть сл$дъ. 
плоскости стороны АВ на плоскость 44; если же изъ вер- 
шины В. опустимь перпендикуляръ ВР на ОА, то дуга 
круга будетъ проэктироваться по дуг эллипса СР; поэтому 
надлежитъ найти площадь части шара, проэктирующейся 
внутри криволинейнато треугольника АСР. ‹ 


‚ Уравнен!е шара есть 
1? Е и? -- 22 — В*, 
уравнен1е же плоскости стороны ВС есть. 


# = у фас С, 
гдз С есть уголь въ треугольникф при вершин® того-же 
названя. Исключивъ 2 изъ двухъ предъидущихъ уравнений, 
получимь уравнен1е эллипса «СР. именно 
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откуда, зам нивъ хи и значенями Ро 08 ® И ро $1 ®, на- 
хОДИМЪ . 


_В _В 05 С 
Ро = — т (6035 оз 


 Косинусъ угла, ее, касательной плоскосттю шара 


съ плоскостию ду, есть | с ИЛИ ТА и элементъ сферической 
Вр др 4% 
поверхности есть ИЕР = .. Интегрироване относительно р 


должно быть и отъ зваченя ру, соотв тотвующаго 
эллипсу, до р = В; интегрироваве относительно ® должно 


|, Ре: 
— р, РД р есть длина, 
стороны АС; такимъ образомь выражене- искомой пло- 


щади ® есть 


быть произведено отъ ® = 0 до ® 


& ь 
Пе | 
м = Со | В Р 42 у 
ь | бо УВ" —Р* 
Имфёмъ | 
| Г. 24 Ву В, т О зто _ 
› УВ — р? ``’ ИТ — я (003% 
поэтому 


м В? м С по д с 51 © Чо 
ИТ — 50: 60052. С 603? © 
Неопредфленный интегралъ дифференциала, ПОД. знакомъ [| 
есть — В? атс эт(зш О с08 ®) | 018; поэтому имемъ 
| | ь ы р Ь ‚№ 
в ( — агс т (51000 ы 
| с у 
но на основании пора Счерической ригонометрии, 310 608 5 
аня аОя с0$ В или _ 81 (5 ее в) И олбдовательно 
/ к 
= в" (В+0— 5), 


это же есть известная Формула. 
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591. ЗАДАЧА 1. — Дан ща, имъюиий во прямо- 
ольныхе координатахз уравненемь 


д У - 2*=1 


наити площадь части это ‘шара, проэктирующейся на 
плоскость ху, внутри кривой, уравненме которой въ поляф- 
нхё координатахть: есть | 


р 'У о а .). 


Элементъ схерической поверхности, какъ въ ‚ предъидущей 
задач, на основанти того, что В = 1, есть 


—4 сы 
И" 


Данная кривая симметрична относительно осей ди 9; поэтому 
достаточно опред$лить сферическую площадь, проэктиру- 
ющуюся на одну изъ четвертей, ту, которая отв$чаеть зна- 


| . д ` 
чен1ямъ ®, заключающимся между 0 и т. Радусъ-векторь 


д 


этой кривой для значенй ®, заключающихся между 0 и; 
_ больше 1, но онъ меньше 1 для значен!й ®, заключающихся 


и 1 ‘поэтому площадь, которую мы желаемъ вычи- 


слить, разлагается на дв части, именно на ту, которая 
проэктируется на круговой секторъ, уголъ котораго есть 


между - 


сэ Я 


д Й И, 
в, и нату, которая проэктируется на сегментъ данной кривой, 


которой хорда образуетъ съ осью 1 уголь д. Для первой 
части интегрировантя должны быть. произведены отъ р —=0 
ДО р = 1 и оть в — 0 до® = 5 для второй части интег- 
рироване относительно р должно быть произведено отъ 


== 0 до 2 Ее \/2 5 (1 — ‘ас 2) И интегрированте относительно 


. Такимъ образомъ имфемъ 


Та 


« ОТЪ о ® —- 


ТЛАВА У. = 2711 

ы а | 

ты № - и ие УЕ. 5+ [— Фо р м в 46 
о" И 3% И1— р* 


=:— ь аа [ав а — 146 


но — 

| | Е ПОНИ о и 2 0$ Ф дю 
По Те бе Ге 

2 2 \Иаивеь \/ $107 “—5 


Первый интеграль иметь значенемъ 
\/3 105 | Сапс® -- / а ы =) —= с01$6. 
5 °8 у 3 
_& второй. | 
з о. кой 
У2 105 (5 Ф -- \/ 510 ® — д, -- с013%.; 
отсюда имжемъ 


ЕР, 
+ Ув Ур \/ 1080/82). 


" Общая формула Для опредленя площади поверхностей. 


598. _Разсмотримъ сначала случай ровной площади, огра- 
_ ниченной контуромъ С, и предположимъ, что уравнемя = 


(1) ея ТЕ о = 6, 

ВЪ которыхъ и их означають Функции а и у, 
% И 6 два произвольные параметра, выражаютъ два, ‚ряда 
такихъ лин, которыя можно провести черезъ каждую, точку, 
находящуюся внутри контура 0; мы допустимъ,. что эти. 
лини вотр$чаютъ контуръ только въ двухъ точкахъ. „Урав- 
неня (1), рёшенныя относительно д и у, даютъ 


2 д = Ра, 8, у=Ь(, 9. . ‚ № 


Мы. получимь лин! перваго ряда, если заотавимь въ 


\ 
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этихъ Фхормулахъ изм$няться б, посл того какъ дали а опре- 
дЪленное значение; точно также изм нение 4, ОСТАавивъ при | 
этомъ параметръ 6 неизм$няемымъ, дасть линию втораго ряда. 
Раздфлимъ, какъ. въ $ 581, площадь 3 по всёмъь ‘направле- 


нямъ на безконечно-малыя части лин1ями а и 6; площадь 5 
будетъ предфлъ суммы четырехугольниковъ АВА. В,, опре- 
дфляемыхъ линями, отв$чающими значенямь двухъ пара- 
метровъ «, «+ Аа, 6, 64-46. Чтобы вычислить площадь четы- 
рехугольника АВА,В,, мы предположииъ сначала, что 
приращен1я Да, Аб не независятъь другъ отъ друга, но что 
ихъ отношен1е остается близкимъ къ постоянному числу, 
напримфръ, единиц; въ этомь случаф, если ‘Ая взято за 
главную . безконечно-малую, 46 будетъ перваго порядка. 
 Проведемь черезъь точку А касательную къ кривой АА,, 
которая получается отъ изм5нен1я параметра; разстояне каж- 
дой точки этой дуги отъ касательной вь А есть количество 
втораго порядка, и дуга заключается между двумя лин1ями, 
параллельными касательной, разотоян1е между ‘которыми 
втораго порядка. Равнымъ образомъ дуга ВВ, заключается 
между двумя линями, параллельными касательной въ В кь 
этой дугЪ, разстоян1е между которыми также втораго порядка. 
`Замфтимь теперь, что уголь касательныхъь вь А и В, 
будучи перваго порядка относительно 46, еще перваго по- 
рядка относительно А*. СОдфлавъ то же самое относительно 
дугь АВ, А,В,, получимь два параллелограма, между ко- 
торыми будетъ заключаться площадь ® четырехугольника 
АВА,В,. Вершины обоихъ параллелограмовъ ‘отстоятъ отъ 
точекъ А, В, А,, В,, на количества втораго. порядка: ихъ 
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стороны поэтому отличаются отъ хордъь АА,, АВ или отъ 
‘дугь АА,, БВ, только на количества втораго порядка. 
Означимъ черезъ 3, и $, дуги кривыхь, оточитываемыя отъ 
двухъ опредфленныхъ началъ, черезъ $ уголь между ка- 
сательными къ этимъь двумьъ кривымъ въ точкё А; площадь 
_ четыреугольника АВА,В, можеть быть выражена Фхормулой 


Е) ит 91$ (1 Ро 


въ которой е означаеть` количество, уничтожающееся вифстз 
съ Ави 46. | | | 
Возвратимся къ тому случаю, когда Ая и Аб суть незави- 
симыя безконечно-малыя количества. Для каждой системы зна- 
`чешй Ая и 46 можно опредфлить таюмя два цфлыя числа 


46 д 
-Р и 4, чтобы разность отношевй х., ры была меньше дав- 


наго числа, и если сдфлаемъ Ла — рА’а, 46 — 094%, то отно- 
с” 8 
шение л. будетъь близко къ единицф. При помощи лишй. 


‚ обфихъ системъ, отвёчающихь измфненямъ обоихъ пара: 
метровь фавнымъ А” или А’, раздёлимъь четыреуголь- 
никъ АВА. В, на 14 четыреугольниковъ, ‘къ каждому 


изъ которыхъ можно будетъ приложить Формулу (3). 


Е Е ыы ._ 48, 98. .. 
Когда Ах и Аб малы, значене - -: 81$, относящееся къ 


новымъ четыреутольникамъ, мало отличается отъ того, ко- 
торое отв$чаеть точк$ А; Формула (3) поэтому прилагается 
къ четыреугольнику АВА.В,, и мы имбемъ 


=ш У © = : 4: ыш $ = 48, 


и сл$довательно, не означая предЗловъ, 
4) _ | = [< ке - зп = ди В&. 


Если желаемъ начать интегрироване относительно 6, то 
нужно взять предфлами значешя 6, и В, отв$чающия 
_точкамъ, гдз кривая и = встр$чаетъ контуръ; интегри- 
руемъ потомъ относительно «` между значевями в, А, отно- 
ря `СЕРРЕ. Интегр. исчисл. | и 


— 
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сящимися къ тъмъ кривымь а, которыя ограничиваютъ кон- 
туръ. Такимъ образомъ будемъ имфть 
А 
В д: 48, 
= @= = 4 310. $ Дх &8. 
Нредъидущая Формула упрощается, когда обз системы 


унотребленныхъ кривыхъ образуютъ двойную ортогональную 
систему. ДЪйствительно, въ этомъ случа з имфемъ зшё = 1. 


599. Раземотримъ теперь часть 5’ кривой поверхности, 
ограниченную контуромъ С’. Раздфлимъ площадь 9’ по всфыъ 
направленямъ на безконечно-малыя части ливями, опредф- 
ляемыми уравненями | 


(5) & — «<, О = 0, 


въ которыхь ии ® суть хункщи координать %, у,2, а «ибдва 
произвольные параметра. Уравненая (5), соединенныя съ 
уравнентемъ поверхности, позволяютъ выразить #, у, 2 ВЪ 
Функщи «и 6; пусть 


(6). _ =, 6), 9 = [а (х, 6), 2 = (а, 8. 


Проэктируемъ контуръ С’и лин!и, дфляшя площадь ю, на 
плоскость 29. Предположимъ, что чертежь, который намъ 
только-что служиль для случая ровныхъ площадей, изоб- 
ражаетъ эту проэкщю,“ и означимъ черезь А’, А’, М, 
М’.,... точки поверхности, проэктируюцияся въ А, А‚, М, 
М,,.... Четыреугольникъь АВА,В, есть проэкщя элемента 
«’ поверхности, и, если означимъ черезь & уголъ касатель- 
ной плоскости въ А съ плоскостью ху, имфемъ 


\ 


Аи 481 82 8 1 +) 4= 48, 


— в03Е 4х 4 


гд* 1 уничтожается вмфст% съ ди 48. Означимъ черезъ 5’, 5 


дуги, проэктирующияся по 8, и $., отложимъ на касатель- 


43’. 05’ 
ныхъ въ А’ къ этимъ дугамъ лин1и равныя, 4’ — 8 и по- 


© 
строимъ параллелограммъ, имфющ смежными сторонами 
эти дв прямыя. Параллелограммъ проэктируется на пло- 
СкоСТЬ 2 ПО Параллелограмму, котораго 00% смежныя'‘ стороны 
у ы 
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суть касательныя въ А къ дугамъ 5,, $,; сверхъ того проэк- 
ув И 43’ 05’ . 451 $5 п 

ци лини -, в равны, 2. Проэкщя параллело- 
_трамма касательной плоскости иметь поэтому м%рой 
54 4..1 084 98 +; | 

с В ЗИ д 1 11 ет м$ра параллелограмма 
касательной плоскости. Но этотъ посл5дний параллелограммъ 


5" 5 с 
имфетъ также м$рой = -: 31%; отсюда олФдуетъ, что 


45’. 98’ 
= 4 


5)“ в’ = т й (1 а ах 46, 


‚и слфдовательно, какъ И въ предъидущемт параграз$, 


__ 451 Со 
а за фа 48, 


гдф Б означаеть теперь площадь кривой поверхности, 
8, 8, дуги кривыхъ, проведенныхъ на этой ‘поверхности, 
и р между этими кривыми. 


_ Общая формула для опредбленя объемовъ. 


х 
600. Ал  посредствомъ ‘которой мы опред$ляли 
въ $ 582? объемъ тзль, въ предположени .прямоугольныхъ 
координатъ, есть 
| | 


х НУ | 
У = фх | (1 -- 2.) ду; 
То Ус 


_такъ какь / — 2, есть интегралъ дихференщала @ между 
прехвлами 0 и И, то можно также написать 


У = аз | |" фе 


или просто 


| у= || [| [42494 


‚когда ‘невыгодно дфлать очевидными предфлы интегриро- 
_ вамя. Предъидущее выражение У есть тройной интетрае; оно 
С: зтотвуеть выграженю. 
18* 


216 | ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ. 
У 
У = Ши ь № Ау Аа, 


которое показываетъ, что объемъ \ есть предфлъ, къ которому 
стремится сумма безконечно-малыхъ прямоугольныхъ парал- 
лелепипедовъ Ах Ау Аз, содержащихся въ тёл$ и опредф- 
ляемыхъ тремя системами‘ плоскостей, параллельныхь пло- 
скостямъ координатъ. — | 

Если вмыФото прямоугольныхъ координать желаемъ 
употребить прямолинейныя косоугольныя координаты, то 
пусть будуть а, 0, с углы между осями Оу и Оз, Ог и 0х, 
0% и Оу; положимъ сверхъ того 


К = У1 — с03* & — 605° В — с05° с 9 605 асов В с03 с; 


косоугольный параллелепипедъ, котораго смежныя стороны 
суть 4х, Ау, Аа, будетъ имфть объемомъь Ё Ах Лу Аа, и мы 
вм$сто предъидущихъ хормуль будемъ имЪть 


У =& Ни 42 \у Дг 
И 


У=® [| [Га фи 42. 


601. Разсмотримъ вообще систему трехъ видовъ поверхно- 
стей, ииБющихъ а 


р = 05 а о. 00 


ГД и, 9, № означають данныя ункЦИ трехъ прямоуголь- 
ныхъ координатъ, а «, 6, 1 суть произвольные параметры. 

Если въ каждой системЪ поверхностей возьъмемь двЪ 
поверхности, отвфчаюция соотвётотвенно параметрамъ «и 
я а, Аби 6-6, Ду ит-+- Ат, то опредЗлимъ т$ло, которое 
можно назвать безконечно-малымъ параллелепитедом®, потому 
_ что дв плоскости, касательныя къ одной оторонЪ или къ 
двумъ противоположнымт, образують между собой безконечно- 
мальтй уголъ. 

Означимь черезъ $,, $„, $, дуги криволинейныхъ реберъ, 
проходящихьъ черезь точку вотр$яи поверхностей ч, 6, 1, 
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причемъ дуга $, лежитъ на лини встр$чи поверхностей 6 и т, 
дуга 5» на лини вотр$чи поверхностей 1 и«, дуга $. на лини 
встрёчи поверхностей а и 6; пусть наконець будутъ а, 6, с 
угль, образуемые касательными къ двумъ изъ этихъ кри- 
выхь. Разсмотрёюше разстоянй точекъ кривой грани паралле- 
‘лепипеда отъ касательной плоскости въ одной изъ точекъ 
этой грани позволяетъ легко доказать, посредетвомъ разсуж- 
деня, аналогичнаго тому, которое служило намъ къ вычислению 
площади безконечно-малаго криволинейнаго четыреугольника, 
что мфра разсмотр8ннаго безконечно-малаго параллелепипеда 
есть 


4, 5. = 


к ва 


„ —{- =) да 8 4, 
гд$ в есть т: уничтожающееся вмфет$ съ тремя 
приращенлями Ча, 6, 4). 

Теперь пусть О какой-нибудь опредфленный объемъ; 
очевидно, что этотъ объемь будетъ равенъ пред®лу суммы без-_ 
`конечно-малыхъ криволинейныхъ параллелепипедовъ, содер- 
_ жащихся въ этомъ т$лБ и опред$ляемыхъ тремя системами 
поверхностей, о которыхъ мы говорили. Такимъ образомъ 
`будемъ им$ть | 


43. 43 8; я, 
У = Нм пра фе 


ИЛИ 


‘У = ГУ Геа С: 4» @8 4). 

Предфлы интегрированй опред$лятся безъ труда, какъ 
и въ предъидущихъ разобранныхъ случаяхъ, если поверх- 
ность разсматриваемаго т$ла встр$чается только въ двухь. 
_Точкахъ кривыми пересфченя координатныхъ поверхностей; 
когда противное будетъ имфть м$фсто, то надо будеть раз- 
_ДЪлить т%ло на н%околько частей, которыя вычисляются 
ОТДЕЛЬНО. 

_Предъидущая Формула упрощается, когда коюрдинатныя 
поверхности суть ортогональныя, потому что количество К. 


\ 
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которое вообще есть Функщя перемённыхъ а, 6, 1, обра- 
щается въ этомъ случа въ единицу. 


Частный случай полярныхъ координатъ. 


` 602. Въ случа полярныхъ координатъ точки поверхности 

опред$ляются тремя системами ортогональныхъ поверхно- 
стей. Построимъ сперва три прямоугольныя оси Ох, Оу, Оз; 
первая система составляется изъ шаровъ, ии5ющихъ центромъ 
начало: и радтусъ которыхъ мы означимъ черезъ 7х; вторая 
образуется конусами вращевя вокругь оси 2, которыхъ 
образующий уголъ мы обозначимъ черезъ 0; наконецъ третья 
система составится изъ плоскостей, проходящихъь черезъ 
осБ & и образующихъ съ плоскост!ю 21 уголь $. 

Радусъ 7 изм$няется отъ 0 до -- со; уголь 6, образуемый 
направлевемъ радтуса 7 съ положительной частью оси, из- 
_ м$няется оть 0 до 180 градусовъ; наконецъ уголъ $ равенъ 
углу, образуемому проэкщей радуса у на плоскость 2у -съ 
осью 2; онъ отсчитывается отъ.положительной части оси #2. 
къ положительной части оси у, и измфняется отъ 0 до 960 
градусовъ. | | 

Каждый шаръ пересфкается координатными поверхно- | 
стями двухъ другихъ системъ, по двумъ системамъ ортого- 
нальныхъ лин. именно по систем параллелей и системз 
меридановъ, и онъ тогда раздфляется не безконечно-малые 
прямоугольники, имфющае сторонами дуги круга, отв$чаю- 
опия центральнымъ угламъ, равнымъ 08 и 0%; радгусы этихъ 
дугъ сверхъ того соотв тотвенно равны 7 и 75110, откуда сл$- 
дуетъ, что стороны нашего прямоугольника суть 748, уз 60$. 
Этотъ прямоугольникъ есть основан!е одного изъ криволиней- 
ныхъ параллелепипедовъ, опред$ляемыхъ тремя разсмотр$н- 
ными поверхностями; что касается третьяго изм$ренля этого 
элемента, то оно очевидно есть 4". На основани этого, объ- 
емъ тфлъ будетъ опред$ляться слфдующей Формулой: | 


У = ГГ» 4’ зш 0 00 4+. 


Предположимь, что начало находится вн$ т$ла и 
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означимь черезь 7, В значення х при вход и выход% 
изъ тфла; интегрирован1е относительно 7 должно быть про- 


изведено между предфлами 9’, Е; но _ ‚|? ат= 573 + 60186. 


= (Вз — хз) т 0 40 4%. 


Интегрироване относительно 9 должно быть произведено 
между значеншями 6%, 9, отвфчающими предфламь тфла и 
‚ которыя суть хункщи $; наконецъ, интегрирование относительно 
_ ф должно. быть произведено между значемями %Ф, ФТ, отв#- 
_ чающими двумъ плоскостямъ, между которыми заключается 
тфло; такимъ образомъ мы можемъ написать 


_ поэтому 


—= Г а “СВ: — 758) 311 0 40. 
3 о % 


Предположимъ теперь, что начало координатъ находится 
внутри тфла. Въ этомъ случа интегралъ, относяцийся къ 7, 
‚долженъ начаться отъ нуля, и интегралы, относяцеся къ 
би ф, должны быть взяты, первый между 0 и *, второй 
между О и 2т. Поэтому имфемъ | 


= | *®|[ В яп 0 а. 
39, И. 


603. Мы только-что погазали, что каждый шаръ рад1уса: 
7 раздёляется на безконечно-малые прямоугольники о, ко- 
торыхъ стореньт равны 78, у 8110 04; поэтому имфемъ 


ИЕР ПИ ОВИ виз" 


ГДВ е азивенио малая, и площадь части шара можеть быть 
| опредзлена формулой 


= [ой 4. 


Предположимъ, напримЪръ, что ‘мы желаемъ найти пло- 
щадь схерическаго треугольника посредотвомъ предъидущей 
Формулы. Пусть А, В, С углы этого треугольника, котораго 
вершины будуть означены тфми же буквами; я возьму 
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за ось 2 рамусь ОА шара; далфе, проведя большой кругъ 
‘перпендикулярно къ ОД, пересфкаюций въ двухъ точкахьТ . 
и 3 большой кругъ, къ которому принадлежитъ сторона ВС, 


я возьму радтусъ ОТ за ось у; ось. должна быть перпен- 
дикулярна къ ОА и кь ОГ; я выберу такое направление, 
чтобы значене $Ф, относящееся къ С, превышало то, которое 
относится къ В, предположивъ, что Ф возрастаетъ, когда 
переходимъ отъ оси 2 къ оси у. Теперь разсмотримъ точку 
М, двигающуюся по сторон® ВС оть В къ С, и проведемъ 
дугу большаго круга АМ, которая, продолженная, если 
надо, перес$четъ въ М большой кругъ, расположенный въ 
плоскости ду. Если означимъ черезъ %, значеше %Ф, отно- 
сящееся къ точк$ В, и если радтусъ шара примемъ равнымъ 
единиц, то площадь Т схерическаго треутольника будетъ 
дана Формулой | 


| %--А ‚АМ , -- А. 
Т = у у { 51 0 48 —= [ (1 — соз АМ) 96, 
то фо 


"о 


— 


°или, по причинф равенства со АМ —= за ММ, 
'У--А ? 9о--А РА. 
№— | замы =А- [за мм а 
1 


#/ о ‘То 0 
& | 


‚ Но въ сферическомъь прямоугольном треугольникё ММТ 
имфемъ 


т= 


| т [Г с0$ ыы 
эми ММ = = . 05 М = зш Гм 9; 


дифференцирован1е посл$дней Формулы даеть’ 


и М | 
— эл ТГ 605% — — @М; 
а зп Г с08 9 ЯМ, откуда ‘зш ММ @$ с 
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поэтому будемъ имЪть 


ч0-ГА М СВ 
Т=А+ т 48 


_ наконецъ, такъ какъ имфемъь М = п —В для Ф —Ф и М — С 
для Ф=4, + А, будемъ имЪть 

Т=дА- В ОС — т, 

это же есть извфотная Формула. 


604. Разсмотримъ теперь какую-нибудь кривую поверх- 
ность, которой точка М иметь координатами у, 0, Фи по- 
строимъ шаръ радуса 7, имЪюцщий центромъ начало коорди- 
нать. Конусъ, имБющ вершиной это начало и основашемъ 
элементъ « шара, опред$литъ на кривой поверхности элементъ 
с, котораго в будетъ коническая проэкщя на шаръ т. Пусть 
, ®’ ортогональныя проэкщи элементовъь о и ® на ка- 
‚ сательную плоскость въ М къ шару. Заставииъ  обра- 
щаться плоскость вокругь ОМ; сл$дъь ®«, помфщенный на 
касательную плоскость, опред$лить два радтуса-вектора, 
‚ выходящихъ изъ неподвижной точки М, контуровъ со’ их. 
Нетрудно видфть, что отношене этихь радгусовъ-векто- 
ровъ стремится къ единицф, когда элементь с д$лается 
безконечно-малымъ; отсюда сл$дуетъ, что проэкцщя с на ка- 
салельную плоскость въ М отличается отъ о только на количе- 
тво безконечно-малое относительно этой проти, и мы 
можемъ взять 


ь 1 зп 0 46 4 


= — —=—=———_ 


6085 — 6086 


_тдф С есть уголь, образуемый радусомъ г съ нормальной 
_ поверхностью. 

Касательныя сторонъ г 40 и хзш6 4$ элемента 4 обра- 
зують съ рад!усомъ у систему прямоугольныхъ осей, къ кото- 
рымъ можно отнести разсматриваемую поверхность. Для 
точки М три координаты равны нулю; сверхъ того, когда 
дв первыя координаты послфдовательно возрастаютъ отъ 
" 49 и отъ тзш 00%, тогда‘ третья координата принимаетъ 
— 40. т 4$. Означивъ черезъ ри 9 отноше- 


приращентя о 
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ня этихь послёднихь приращенй къ приращен1ямъ коорди- 
натъ, которыя ихъ производятъ, получимъ 


1%. _ 1 д 
—1 00’ Я = узо 


На основаыи ‹ормуль прямоугольныхь координатъ, 
относящихся къ нормалямъ, уголь 6 имфетъ косинусомъ 


1. 
Их 
поэтому имфемъ 


ПИН Ь: 21 АВИА 
ду р д\® 
У [(#/ +" "+ (5) 
и площадь ® части поверхности будетъ опред$ляться Форму- 
Лой | ‚ ® | о { 
По реа, (07) 
в= Г/М [ (©) А _| в (5) х 40 а+. 


0бъ изм5ненм перемфнныхъ въ кратныхъ интегралахъ. 


608 6 —= 


605. Разыскан1е объемовъ, ограниченныхъ кривыми по- 
верхностями, и разыскан!е площадей этихъ поверхностей, 
какъ мы вид$ли, приводить къ опредленлю двойныхъ ин- 
теграловъ, имзющихьъ въ систем? а ны координатъ 

общими выраженями 


[а 44, ПО \Ит-+ (=) + (=). 


Друпе вопросы также приводять къ тройным, четвер- 
ным и т. д. интеграламъ; во вс$хъ случаяхь ‘ интегриро- 
ван1е должно быть распространено на вс% значешя перем$н- 
ныхъ, удовлетворяющия н8которымъ услов1ямъ, выражаемымъ 
посредствомъ одного или н*сколькихъ неравенствъ. Когда 
можно произвести интегрирован1е относительно одной изъ 
перем$нныхъ, тогда кратный интеграль приводится. къ 
интегралу порядка на единицу ниже, а когда этого сдфлать 
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‘нельзя, тогда иногда можно произвести уирощене посред- 
ствомъ изм$нен1я перемнныхъ. м 
Разсмотримъ, напримфръ, двойной. интеграль - 


а о = [[У424, 
| 


въ которомъ У означаетъ данную хункшю оть д и отъу, 
и предположимъ, что мы желаемъ замЗнить перем$нныя д иу 
двумя новыми перем$нными и и 9, связанными съ первыми 
посредствомъ данныхъ соотношений. Какова бы ни была часть. 
плоскости 4; заключающая точки (5, 9), на которыя должно 
распространиться интегрироване, интеграль’ 0 составится 
_ изъ одного или нфоколькихъ членовъ вида 


(@) = (‘аз (‘ум 
. ^ Ус 

гд$ У и 9, означаютъ данныя дв$ Функщи отъ #%, а %%, 2. 
суть постоянныя. Очевидно, можно предположить, что хиу 
возрастаютъ постоянно отъ низшаго предфла къ высшему, 
что приводить къ тому, что 4х и Ду положительныя. Теперь 
ИЗЪ данныхъ уравнен!й. между х, 4, и, 9 можно вывести. 
значене у въ Функции ди 9; пусть будете 


у=/ (а, °), 


а уо И 
и разсмотримъ интегралъ |” Уду, гдз х можеть быть 


разсматриваемо, какь постоянный параметръ. Если замфнймъ 


въ немъ у черёзъ } (5, 9), Чу черезъ ск о ИН то. получимъ 


(04 д 5: ® . : 
за У Г о, ГДЪ 9% и %, значеюмя 9, отв$чаюция 9 = %о; 


у=у,. Мы предположимъ зд$еь, ‘что © измёняется посто- 
ЯННо ВЪ одномъ смыслф, когда у изм $няется ОТЪ Чо ДО Ч, 
если это будетъ иначе, то мы снова придемъ къ. тому же 
предположению, раздфливъ ‘интегралъ односительно у на 
н$сколько частей. Такъ какъ 4у предполагается положитель- 


0/20). 


НЫмМъЪ, то 4 имфетъ знакъ —с›_: @сбли эта производная от- 


рицательна, то 4 мы можемъ сдфлать положительнымъ, 
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ИЗМЪНИВЪ ах интегрирован1я, такъ что будемъ имЪть 


а /^ ‚|= йа 
Ох.) 


означаютъ. ны значенте —5, аинте- 


7 


07(15,%) 
ГДЪ Е 


гралъ относительно ® взять между предблами 9, и%, или 
0; и %. На основанти этого, значеме  будеть 


В = ГГ |= а дз @%. 


Этотъ результатъ даетъ намъ средство произвести подотанов- 
лен1е, которое мы имфли въвиду; дфйствительно, пусть будетъ 
# =Е (4,5) 


ОЕ(7х,% 
значене 1 въ ии %; достаточно т заифнить черезъ =Е а у о в, 


и мы будемъ имЪть 


ог Е (%, ©) 
Д = ХЛ |= эРее | а ыы 


Формулу, въ которой и ыНЕ должны быть распро- 
странены на 2тъ же самыя точки, что въ ®ормул$ (2). 

_ Но если возьмемъ дизференщаль уравнешя у = (1,5), 
разсматривая д и у какь хункщи оть и и ®, то получимъ 


ы :. | _ ЭР (4 5) 0% 91 (%,%) 
аи + “ао (би = ва) РО” ао, 


до 
откуда. | 
| ду _ ОГ(&, 9) 0%. 
| д д и. 
ду _ ОТ (%, ,) 9%, ОГ (@, 0) 
0 0 №’ 6 
| 90% 9Е(%,%) 

и сл$довательно, по причин$ о = ди › 


01 (, 5) ОЕ (%, 5) __ дд ди _ 05 ду 
04% _ 0и — ди % 409% 


\ 
Велздотв1е этого значене 2 аи ВЪ 


Й —= = Гы в) 24% | 


тд хункщя У выражена вии У. 
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606. Въ тому же результату можно придти, употребивъ 
разсмотр$вая, развитыя въ $ 598. Интеграль И можеть 
быть разсматриваемъ, какъ выражающий объемъ, составлен- 
ный изь элементарныхь призмъ Уйхау, которыхъ осно- 
завя Чт4у наполняютъ часть плоскости 19. Два уравнен1я 
такихъ, какъ 


| Г. (5х, 3) — 4, р. (%, у) т 0, 


ТД ци ® означають два перемфнныхъ параметра, выра- 
жають дв системы кривыхъ; дв безконечно-близюя кри- 
выя одной изъ системъ опредфлятъь съ двумя безконечно- 
близкими кривыми другой безконечно-малый параллелограммъ, 
котораго площадь будетъ 43,4839, гдз 45, и 4$, безко- 
_нечно-малье элементы кривыхь и иу, а $ уголь между 
этими элементами. Объемъ, означенный черезъ , очевидно 
будетъ сумма элементарныхъ` объемовь У3,45, 51$, и мы 


будемъ имЪть 
2 = [у 48, 435 ЗА $. 


Но хиу суть хункщи отъ # и 9%; если идемъ по кри- 
вой и; то изм$нитоя только 9, и мы будемъ имЪть 


9% 
0 


9 


а (1, 


Цх =-— 4, 4у= 


откуда 


дх\* с 
484 = \/ => — - 
ы а) т ди) 9 
если, напротивъ, идемъ по кривой. 9, то изм5няется только 4, _ 
и мы будемъ имть | 


ду 


(14. 
04 


0% 
(= 57 Чи. Чу = 


\ 


откуда о 


\ 


2. На З 97° 
аз, = \/ (5) в (5) ди. 


косинусы угловъ, образованныхъ 45, и 45, съ осями # и У, 
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| ие | | дд ди 9 
пропорцюональны соотв$тотвенно >, и ы >. И у поэтому 


д 9% 09 ду ду 
пиры 0% д 94%" 0% 0%. 


УТУ 


- (94 09у 05 5) 


\ 9% 9% 0д% ди 


У - У) 


откуда 


_ _. /0%4у 0#99\ 
8: 19° дара (299 0504) 


— 


и ол$довательно 


—_ д%0ду 9д79ду\ 
С и № 4о, 
какъ это мы уже нашли. ЫЕ. 
Наприм$ръ, переходъ отъ прямоугольныхь координатъ 


р иу кь полярнымъ ри о, связаннымъ съ д и 9 уразв- 
нен1ями < 


1 —=1р 608%, 9 = р зо, 


приведетъ къ формул 


ору [ 4р ды; 


элементы  фраь состоять здесь изъ пряжоттольниковт, кото- 
рыхъь стороны @, ра® суть элементы прямыхъ лин, про- 
веденныхъ черезъ начало, и ии, ИМюЮЩИхХЬ цент- 
ромъ это начало. | 


607. Вообще, если имфемъ кратный ‚интегралъ порядка 


И такой, какЪ 
] а им У 4х ду.. | 


и если п перемённыхь 2, и, ..., @ зам$няемъь ий другими 
и, 0,..., №, связанными съ первыми данными соотношенлями, 
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то будемъ ИМТ 


УГ... У 9.. ‚г = [1 [.. Де У диво... ди, 


гда . означаетъ  етерминанть 


дх 9х ‘0% 

ди 0% ‘’°’ 9 

ии... 0 

О =| ди % '’°’°’° № 

де де д2 
9% 95 9% 


Эта, теорема доказывается посредетвомъ того, что пред- 
шествовало въ случа двухъ перем$нныхъь ф и 9; поэтому 
достаточно доказать ее для я {+ 1 перем$нныхъ, допустивъ, 
что она иметь м$ето для я перем$нныхъ. 

_ Пусть будетъ поэтому интеграль порядка и. - 1 


о= |... Уд аи... 42 45. | 


и предположимъ, что мы желаемъ перемённыя 2х, 9,...,2, 3 
_вамвнить #2 4- 1 перемёнными и, ©,.2.., %, #. Можно начать 
_6ъ выраженя я перем$нныхь %,9,...,& въ ФУНКЩИ 5, ИП 
новыхъ перемённыхь и, %,..., №, и тогда интегрироване 
относительно $ должно быть произведено послёднимъ. Чрезъ 
это измёнене и перемённыхъ, на основани налтего допущеня, 
будемъ имфть: 


и= |[... Г [Е 94... 4, 


ГДБ А означаеть детерминантъ 


5х 9х 9 
би 0 °'’ 90 
54] 94] 84] 
д = |596 ‘'’ 90}; 
42 92 62 


_мы употребляемъ здЪсь букву 5 для выражешя частныхъ 
‘производныхъ, взятыхъ въ томъ ‘предположении, что неза- 
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висимыя перем$нныя суть з и\, 9,... №, между тёмъ какъ 
мь сохранимъ ‘букву 0 для того случая, когда независимыя 


‚ перем$нныя суть и, 9,..., №, #. БВзявъ дифференщалъь 
одной изъ перемённыхъ #, у. ‚ 2 ВЪ этомъ предположени, 
‚сначала относительно одной изъ ь перемфиных ЗО ооьы 0 


потомъ относительно $, получимъ 


90 9 9х 03 0. 0% 0$ 


9% — 5% ' 580% 9 530 


откуда 
< м де 
6% _ 0% _. 04 08 
би 0% 030’ 
{И 

и мы будемъ имфть подобныя же выражеюя для каждой 
изъ производныхъ, входящихъ въ. значене детерминанта А. 

Теперь, въ вычислении 0, посл подстановленя, о которомъ 
мы только-что говорили, интегрированле относительно $ 
можетъ быть произведено первымъ, и, на основаши того, 


= 


что было сказано вначалф, если выразимъ $ въ. Фунщи # 
| _ 08 | 
и %, %,..., №, то должны замфнить 4$ черезъ 5; @; поэтому 


будемъ имВть 


Е ИЕ 
= ГГ... ГЛ 98) #40... а 4Е 


и выражене А можеть быть выведено изъ слфдующаго: 


0% 0% 02 
ди 0% 0% 
‚ду ду ду 
О. =| 94 % 9 |, 
|194 96 ‘. 9% | 
0% 
| д д 0 43 
замфнивъ >”? -*› чрезъ т ых = 
д 


ео а те 
_Означимъ черезь ‚О, О,..., 9, результаты, которь 
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получимъ, произведя надъ ЮО, одинъ, два, три, . ‚. раза 
круговое подстановлене, которое состоить въ замВнени х, 
4, ..., 2, $ СООТВЗтетвенно черезь у,..., 2, $, х. Такъ какъ 
детерминантъ изм$нитъ только знакъ, когда измёнимъ дв 
параллельныя лиши одну въ другую, то не трудно, видёть, 
что подотановленте 42, у,..., 2 вмфото 8 измёнитъ ПО. въ 
—р,„-—0,..., — 0, если только число ® перемфнныхъ 2, 
у,..., 2 Четное, и въ + О,,—Б,,...., О, если и число 
нечетное; въ этомъ полном случа знаки бываютъ 
лоперем$нно + и —. 


Теперь, въ выражеми ПО. зам нимъ  производныя отъ #, 
0х | 
| — РИ № 
| о За’ до зНачешями . 
9х 
дх 003 
ды 030% 
| 0 У 
мы получимъ, послЪ того, что было сказано, результать 


93 
Если въ этомъ выражени замфнимь производныя отъ 79, 
д 0% 0$ 


т.е. ду ..., значешаями —^ — —-ы...) то 0, не измфнится, 
ди’ _ ди 905 ди 


потому что этотъ детерминантъ уничтожается, когда подота” 
вимъ въ немъ $ вмфсто 49; поэтому будемъ имЪть. результать 


дд, ° 904 
о 9 

р, = 0’ 55% -- 407 
9 04 


и нетрудно ‘видфть, что если замнимъ производныя дру- 
тихь перемфнныхъ, до 2 включительно, тождественными 
значен1ями, то выражен1е ПО, наконецъ обратится въ 


ыы Е 92 
аа 2 

р. 05 + в +... + (15 В, 
| г ет чи _ 9 


_ Сарра. ИнтегР. иочисл. 19. 
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сл$довательно, будемъ имть 


д 93 д2 
Е р, =, +, 9 — Оу 


Но мы знаемъ, что вторая часть этой Формулы равна 
именно детерминанту 


г Е 

ди 09% 0% е 
О О а % 

| 494 9% 00 9 
19 —- анны . 
02 02 де 92 

ди 0% 90 9 

| 05 95 08 0$ 

| 0% 4% д 0% 

пеэтому имБемъ 
08 
А; О, 


и слБдовательно 


п=| |... яна». ‚ ди а 


это же доказываетъ изложенное предложенле. 


608. Разсмотримъ въ частности кратный интегралъ, от- 
носяпийся къ вычислению объемовъ и кривьтхъ поверхностей 
Для выраженя объемовъ въ прямоугольныхь координатах. 


имБемъ 
0 = | [42 ду а», 


и если вм$сто 1, у, 2 подставимъ три перем$нныя и, %, №, 


ТО ПоЛучимь 
= [А ди 4 4, 


0 деде де 0^\ ду 
ое (0% ду __ д5 9\ 9 (042 _ ду де` 04 4 (> дж _ 02 — 53, 
9) 0% 0% ди] до 0% \9и0е — до ди ди 0% 


гдЪ 


ди д 00 ди 
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Предположимъ, что мы взяли для и, 9, ш полярныя 
‚координаты 7, 9, Ф, связанныя СЪ 4, у, 2 Формулами 


2 = 11 0 05%, у=л 0 ящф, 2== 6080, 


будемъ имЪть 


дх 5 ИЯ 0% Е 

— $1 0 08%, — = 176058 — = — ли 03 9. 
ду _ 9 9 

0 0 ми + < =7 60$ 0 $ о 9 
ре — $ и 9, 96 С Шу, 9+ 51 0 60$ 9, 
_д2 | де 04 

— ©03 8 — = — РЯД 0, ‚— =0,. 

д 08 ео 


это же даетъ 


д — 7 5119; 


Г Е ДЛЯ выражен1я объема въ а координатах, 


‘будемъ имфть 
|9 = Гр 31 0 ах а а. 


_и если х постоянно возрастаетьъ между предЗлами 7%, и В, дан- 
ными. хункщями отъ 6 и %, то мы можемъь написать 


о=з [| — 3) 3110 48 а%, 


какъ мы уже это нашли ($ 602). 


609. Перейдемъ теперь ‘къ площадямъ кривыхъ. ‘поверх- 
ностей; когда употребляемъ прямоугольныя координаты я. 
и У, тогда опред$ленле этихъ площадей зависить отъ двой- 


_ наго интеграла 


о= | [\ 7 р а’ 4 ау, 


# ` 03 | 
гв ри означаютъ частныя производныя; 5. и а Если 


`вмЪото д и ) подставимъ новыя перем$нныяи,:9, то будемъ 
ИМЪТЬ. 


о= |= (59- в ГЕЯ а 
19% 


295 | ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ. 


но мы имфемъ 


092 _ 0х 94 02 
ди 2 ди Ч ды’ +9 


откуда 


р (0294 __ 9504) _ (0204 _ 0204) 
\ди 00 0% ди/` \94% 9% ди) 
[05% ду _ 05 д\\ дх 92 0502 


праны о — 


Ч ды 9%. 90 ди) — [55-5 0% 09% %). 
подставивъ же эти значеня р и 0, а 


9 — -Е-и+ (= ни а 


\ди%де ° д%ды/ 040% 050% 


`Предподожинт, что мы взяли дляши © полярныя коорди- 


6 ч. _дх, дд, ду, ди, де, де т 
наты У, $, производныя 09’ 0% 00” 0% 09 94 должны ЫТЬо 


_ здсь взяты въ разсмотрЕви рад!уса у какъ хункщи  отъь 6 
и $; въ этомъ случаЪ будемъ имфть 


де дг 


5 = ра ыы у, 
99 я 7 . 0 о ыы 
59 = 96 ЗН 0 31 $ + 7 60$ 6 11 +, Ве ' 5 608 0—1 6. 
= 5. п 0 ©05 #4 — ^ $1 0 $1 4, 
ду д д _ ОР 

6 -- =. 60$ 9 
р 9 те т а у, ру о "9 

откуда 
дддуч 05 ду . ду > 
— [ Я} 

м Хх 511 о 3 3100 г ©0958 7 
д9уде дуде 07. 
— — фе — = — р 8 — 51, 
2096—9658 г 91п 0 с05 9 (5. ^ с03 Х 5 ) 7 9% 51 $, 
И 2080 рыарнао ся 089 —# 9 ни у 
5 9 0% 96 56 51 9 у. 


Сумма квадратовъ. вторыхъ частей этихь Формулъ равна 


и д\* ь / 0} 
| +(%)', из +7 (55) 


поэтому мы найдемъ Формулу для опредЪлемя площадей въ 
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` полярныхъ координатахъ, данную уже въ & 604, именно 


о ГЛ || ви 0 р [што 49 4$. 


Объ обобщени формулы, относяшейся къ теорм нерь. инте- 
граловъ. Приложения. 


‘610. Мы здБоь дадимъ замфчательный примфръ упро- 
щен!я кратнаго интеграла. Этотъ интегралъь слфдующий: 


(1 ееГ. Гот. Та... а, ан... ен 


гдё показатели р, 1,, 0.;..., Ю, положительны; интегриро- 
ван1е должно быть распространено на всф положительныя 


значенля # перемфнныхъ 7, Ра .., 2, удовлетворяющихъ 
_ неравенству 
ии съ интегрированя, относительно х, дихеерен-. 
бала д" (1—2 —1.—...—%,) 1 „, въ которомъ &4;, 
_2,..., 2„_, нужно разсматривагь какъ постоянныя. Предфльх 
этого интегрированля суть О и 1—2 —9.—... —,-1; 
 ПолоЖимЪ | 
ЧИ ми (1 О ПРО И ие ар О Очи 2—1) $. 


ТД # новая перемФнная; предфлы интегрированая отно- 
сительно $ будуть 0 и 1, и мы будемъ имфть результатъ 


| : а | 
Я-и-щ РЯ Й 7—1 (1 — 2—4 4. 


Интеграля относительно есть ничто иное какъ эйлеровъ инте- 
_гралъь перваго ряда В (р, р); велБдотые этого Формула (1) 
‚ обращается въ “ 


м — В Со 2) 
х |. ‚р РР... (1— 2 — би) ‘Фра .. Чиа 


3—4 
\ 


$. интегрирован!е должно быть распространено на поло- 


294 ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНТЕ. 


ЕЕ 


жительныя значенля и — 1 перем$нныхь 9, т.,.... М 
удовлетворяющихъ неравенству | 


да РМ... РЦ <Ь 
На основан1и этого, вормула (2) есть ничто иное какъ слБдую- 


щая: 
(3) У) — В (2, ‚ 2) \у(Р-2”). 


п—3 
Когда и = 1, Фхормула (1) приводится къ простому инте- 
гралу |127 *(1 —2)Р ‘4х, распространенному на значемя х, 
 заключаюнияся между О и 1; этотъ интегралъ есть ничто 
иное какъ В (1..0). Отсюда слфдуетъ, что Формула (3) су- 
ществуеть для и = 1, если только символь У обращается въ 
единицу, когда нижыЙ индексъ есть нуль. Теперь замнимъ 


въ Формулв (3) и черезъь 1, 2 3,..., и и перемножимъ 
потомъ полученныя Формулы; а 


У = В (Р»› 2) В (Ри_1, о ри) ...В (24,2 - 2» Е а. 2»), 
или замфнивъ Функши В ихъ значенями, выраженными 
въ Г, и потомъ упростивъ, получимъ | 


(4) уе) _ Г (Р}Т ФО Г (р)... Г (ры) 
ый: г Г (ро. р - .. - 2») 


Въ случа р =1, интегралъ (1) обращается ВЪ 


(5) У ы |... Е г г ть: д —- Ч Яо я С». 


и онъ распространяется на положительныя значеня пере- 
мф$нныхЪъ, удовлетворяющихъ неравенству 2.2 +... <; 
Формула (4), по причин Г (1) =1, обращается въ. 


(6) уе) _ _ГФОГ (у. Га 
мой: я Г (ра —- р. -- ое -|-. Ри и 1) 


611. Къ предъидушему случаю приводится интегралъь 


0 т= Г... дн" др, 4%... 


распространенный На а значен1я 2. ‚ о яя 
у довлетворяюцппя неравенству 
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|-^ 


21 \". т, г би \ 
[&. + (2) ("< 


ныя количества. ДЪйствительно, если положимъ 


откуда 


то Формула (7) обратится въ. 


а а. ‘а’... 0" р =. Я 
И 2. = И 
вже? у: 


и, приложив Формулу (6), 


Е. 
Пена че ч 


Раземотримъ въ частности тройной интегралъ 


Т2= [ [ | 2—1 1 271 дл ду 42, 


распространенный на воЪ элементы, расположенные въ угл$ 
образуемомъ положительными направленями трехъ пря- 
_моугольныхь осей и содержащиеся ВЪ реа котораго 
За иметь ыы 


\ 


Формула (8), приложенная къ настоящему случаю, дастъ 


| т рт Ч г я 
т и аР 69 с’. 


Если сдфлаемъ р == г=1, То Формула (9) дастъ объ- 
емъ эллипсоида; если предположимъ два изъ трехъ показа- 


{9) 
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телей р, 1, 7 равными 1, а третй равнымъ 2, то Формула 
(9) позволить опредФлить координаты` цемира тяжеств 
осьмой части однородвнаго эллипсоида; наконець также’ полу- 
чимъ, въ случаз однороднаго эллипсоида, количества, назы- 
ваемыя въ механик моментами инерийц. 


Площадь эллипсоида. 


6 - | 
612. Если ‘употребимъ прямотгольныя координаты, то 
поверхность эллипсоида будетъ имЪть уравненемъ 


о | 2 41° 2 
(1) ое р т = 


и Формула для опред$леня поверхности будетъ 


Результатъ интегрирован1я относительно х или у зави- 
ситъ отъ эллиптическихъь Фхункцй; употреблене полярныхъ 
координатъь представило бы то-же неудобство; но можно 
произвести упрощене интеграла, взявъ за перем$нныя таке 
углы 0, ®, чтобы 


| 
д = 45100 с0$#, у = 6 919 $1$, & == 6.6088, 


удовлетворяюще. уравнению эллиисоида. Посредствомъ ор- 
мулъ $ 609 найдемъ | 


= [ Й Иа ро 605? 8-Е с? 5? 0 (@° 5 ф + 6 08° 4) яп 8 а8 а, 


интегрирования производятся отъ 0—0 до 0 —к и отъ ф=0 
до $=2 т. Интегрирован1е относительно @ можетъ быть про- 
изведено, и тогда выражен1е № приведется къ простому ин- 
_тегралу; но интегрироване, о которомъ мы только-что го- 
‘ворили, вводитъ дуги круга, и результатъ, полученный такимЪ 
образомъ, не имфеть той простой Формы, которую онЪ мо- 
жетъ принять. Потому-то мы не предпримемъ никакого вы- 
числен1я, а употребимъ для ршен!я вопроса, который мы 
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имфемъ въ виду, другой методъ. Способъ, который. мы сей- 
‘Часъ покажемъ, очень замфчателень и онъ можеть быть 
употребленъ съ выгодой въ достаточно распростравенныхь_ 
_ случаяхъ. } 


_ 618. Означимт черезь и косинусъь угла, образуемаго 
касательной плоскостию въ (1, 9,2) сь плоскостлю у; бу- 
демъ им$ть | 


& —= == 
НЫ 2 22 
\/2. нЕ т = СА 
‘ИЛИ 
! 1 2 


_ Воли разсматриваемъ и какъ постоянную, то уравнеше 
(2) представляетъ конусъ втораго порядка, а уравнен!я (1) 
_й (2), взятыя совмФотно, будуть принадлежать кривой, ко- 
_ торая будетъ гоеметрическимъ мёстомъ точекъ ‘эллипсоида, 
для которыхъ касательная плоскость образуетъ съ плоско- 
стю ду одинъ и тотъ-же уголь, имфющ косинусомъ м. 
_Исключивъ 2 изь уравневй (1) и (2), будемъ имть проэк- 
цю этой кривой на плоскость 29; такимъ образомъ найдемъ. 


(3) @ — (&* — с?) из — (6: — с*) и*, 


ви“ а-я =” 


уравнеше эллипса, рев полу-оси соотв$тотвенно ИМТ 
значен1я 


д? У1 -— и | НЫ | 
Уа? — (а*— и’ УР Фи и 


и котораго цфлая площадь Е, слфдовательно, будетъ 
| к а 62-1 — из). 


| (4 тизер р ирина Е ниже 
Иа — (а* — с*) и* | [6* — я Ш (6 и!| 


Теперь пусть АЕ приращене, принимаемое Е, когда и уве- 
_Личивается на и; часть эллипсоида, расположенная на какой- 
вибудь сторон плоскости ху и проэктирующаяся на поверх- 
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Г . СЕ | : в 
ность 4Ё, имфетъ значенле -^› и для полученя цзлой ило- 


| 
щади ю эллипсоида достаточно интегрировать выражен!е = 
или т. и отъ #=1 до и=0 и’ удвоить результатъ; та- 


КИМЪ образомъ, нарушивъ порядокъ пред$ловъ и ИЗМ НИВЪ 
знакъ интеграла, получимъ 


{5) в=—3 аи и. 


Намъ не остается ничего болфе, какъ подставить въ эту Фор- 
мулу значене Е, полученное изъ ‘уравненая (4), и мы 6бу- 
демъ имЪть площадь эллипсоида, выраженную простымъ ин- 
теграломъ; но это выражен1е надлежитъ преобразовать. Для 
этого мы предположимь а>6>с, причемъ неравенство не 
исключаетъ равенство, и мы сд$лаемъ для краткости 
а (60° ие) 
а 6 


=". с = @ 0050. 


Г 


откуда 
Уй — = ати, с=0д\У1 — А зп" д, 


п | иж . 
э_‚ наконецъ, вм$ото 
и мы возьмемъ за перем$нную уголъ ф, опредЗляемый Фор- 


мулой | 


гдЪ у уголь, заключающийся между 0 и 


9 о 
9 —= ——— 9 ® —= ——; 
Ие— с Эш м 


и такъ какъ и изм5няется между пред$лами О и 1, то уголъ 
Ф‹ изм$няется отъ 0 до в. 
На основании этого, уравнения (4) и (5) обращаются въ 


| (2 : 
ав (1 шим) 
а? — с* 


(6) Ки 
6082 У1 — Д* $102 
И : 
"к. о а 9 ы. 
(7) | 9 = —2У@ —с ЧЕ 1 4. 


„ 
о 
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Но посредотвомъ уравневая (6) находимъ 


ФЕ а Е ЕВ с05о , .Е- | 4 


——————“ 
—--— = 


не ка р Е 
_ МП? зто Г зе $10 © $11?е И1—#: зо 
а? _^ 4? 


—таб 7 Грек и 
@ С УТ — [* т? о 


<верхь того, если возьмемъь дифФеренщаль выражетя 


« —/{2 | 2 
РУЗ то получим 
ше 


с08#УИТ — 1 — 75109 : | 42 
р т УИ 74 + УТ — #125 
з ____ 4 


—=— еж. 
; 


310°е УТ — #* 510? > 


и.если изъ этого уравневнля опред$лимъ значене 


Фо о | В 


—д—————/—«/«С/—- 


5102 'Ф Ут —1? $11* о 
„ДлЯ подстановленя въ предъидущую Формулу, то, принимая 
во вниман1е значение Е, получимъ 


ых 2И— 4 1 
( ‘а? те 


4? 


= 2 коза | ВЕРУ вр | м ве | 
бапе и УТ — А* Я? о -] 
93пб | Че 
рее ввнаикыя — 57 1 — № Ш" 7 510 о 0}; —- С 
Уф? — с? [о ры р У! — #* зи? =) 


_Взявъ интегралъ между предЪлами х = 0 и $= р, получимъ 


| = ат я —- а | 

Уз" = : 

{3) . й д | 
Шир Чо" (| 
| х — с") Г ут 91? 4 ++ о ЕЕ : 


_ Воли но, согласно означен1ю Лежандра, 


| 


еее =, |“ ИЕ, В, 


то найдемъ тормулу, данную ЭТИМЪ знаменитымъ геометромъ, 
именно, | 
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(10) — <) Е В+ СЕ (| 


5> 


ря 


Если желаемъ ввести эллиптичесюй интеграль втораго 
И `^ 910? об 
_ Рода инж; Ние.” ТО тождество. 


ы - 
4 оби 811039 45 


ИТ — #* зщ? © „ Ут — № 12 


94 г э[ 
| У1— № т | 
0 0 


позволитъ Формулу (8) написать слфЗдующимъ способомъ: 


с (12 
ВИ т 2 ка [7 
11 И а? — с? 2. 58 | 
кем | 4? __ 60° — 56° + 31.0 @9 
\ к | \/1— #* эт? р т 6* Ут 2 т. 


Въ случа» с=6.имфемъ нев вращен1я вокруг 
малой оси, Е —0, а и—=аге сов —, и предъидущая Формула 


обращается въ (& 595) | 


(12) | —= 9 0* Г Зтх 


4? 0 [7 
—— агс с05 —. 
Уа: ты = [и 
Если, напротивъ, @=06, то мы имфемъ эллипсоидъ вра- 
щен1я вокругъ большой оси и Ё=1, Формула (8) дасть 
(% 595) _ | 


6% БУ 
—=Э тд? -|- =: 06 а 
ыы ь а в — У — 


— 


ГЛАВА \1. 
ОвЩАЯ ТЕОРТЯ ОБЫКНОВЕННЫХЪ ДИФФЕРЕНЦТА ЛЬ- 
НЫХЪ УРАВНЕНИИ. 


дифференилальныхъ уравненяхъ. 


614. Всякое уравнеме, содержащее н$сколько перем н- 
ныхъ и въ которое входятъ сверхъ того дизхеренщалы или 
частныя производныя какого-нибудь порядка, ВОО назы- 
_ вается дифференийальнымз уравнешемз. а 

Если перем$нныя, входяния въ дизференщальное урав- 
нен1е, зависятъ только отъ одной изъ нихъ, то такое урав- 
_неше есть обыкновенное дифферениальное уравнене.- 

Напротивъ, когда перемённыя дифференшальнаго урав- 
нен1я зависять Отъ нёоколькихъ изъ нихъ, то такое уравне- 
ше называется уравненемг вз частныхз производных или 
вв полныхь дифференцалахь, смотря потому, содержатъ-ли 
они, съ перем$нными, частныя производныя или полные диФ- 
Фхеренщальт тёхъЪ изъ этихъь перем5ыныхъ, которыя разсматри- 
ваются какъ зависимыя. 

Въ этой глав мы будемь заниматься только обыкновен- 
ными дифоеренщальными уравневями. Такое уравнен1е, на 
 основаши того, что мы оказали, можетъ содержать одну не- 
зависимую перемфнвую, одну или н%сколько зависимыхь 
‘лерем$нныхъ и нёкоторыя производныя этихь послёднихъ пе- 
рем$нныхъ. Самый высший порядокъ этихъ производныхъ 
есть 10рядок5 дитференщальнаго ‘уравневля. 
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р я урезан, которые мы будемъ раз- 
сматривать бываютъ вообще въ томъ числ$, какъ и зависимыя 
перем$нныя. ВКогда это число превышаетъ единицу, то они 
‚ составляютъ то’что мы называемъ ($ 53) системою совмъет- 
Но 5 оифференииаильных уравненай. 


615. Если дано дихФеренщальное уравнен1е какого- -нибудь 
порядка или система такихъ уравнен1й, всегда можно ее за- 
м$фнить системой дизФерентальныхь уравневй перваго по- 
рядка, введя новыя перем$нныя и увеличивъ число уравне- 
н1й, такъ, какъ мы уже сказали въ $ 10. ДЗиствительно, 
если означимъ черезъ 4 независимую перемнную, черезъ 
у одну изъ другихъ перем$нныхъ и черезъ т самый выспий 
порядокъ производныхь отъ У, входящихь въ данное урав- 
нен1е, то положимъ _ 


Фу _ и у’ _ и Фу(т—) 


Ни — о оф — 1/(т— 1) 
та ; ах ; ’^ ал 9 


и соединимъ эти дизхеренщальныя уравнен1я съ данными, 
написавъ сперва въ этихъ | 


во ду т— 2), ЗАт—1), а 
вместо 
ду у фи 9 М 9 


Равнымъ образом, если И есть самый выспий порядокъ 
производныхь другой перем нной 2 входящихъ въ систему, 
то введемъ въ.эту систему новыя уравнен1я 


/ 
— — 7: = — 2" о... — 2(п—+). 


вместо 


ГЛАВА УТ, 303 


42 @а*2 412 Ча 
ах’ ах? ‘``’ ат а’ 


и.такимь образомъ далфе. Очевидно, что, поступая такимъ 
образомъ далЪе, мы получимъ систему равнозначащую дан- 
ной и въ которой не будетъ ни одного уравнен1я порядка. 
выше перваго. | | 


С 
‘ 


616. Теперь разсмотримъ систему я разныхъ дифхерен- 
щальныхъ уравневшй перваго порядка, въ которыя входятъ 


выфот$ съ независимой перем®нной 2, п другихь перемн- 
ау 42 44 Ч. 


ат 45’ ` `` ах’ 4 
Могутъ предотавиться два случая: или Я данныхь уравне- 
ак” а2’”” ах’ ах’ 
которыя будутъ такимъ образомъ данными хункшями пере- 
мЕнныхъ 1, у, 2,..., 4,0; или можно будетъ, посред-. 
ствомъ соединешя данныхъ уравнен!й, образовать извфотное 
число $ уравнений, содержащихь только одн$ перем$нныя 
2, 9,2,....,1, 9, которыя и можно будетъ взять вм$сто $ 
уравнен!й системы. Второй случай, какъ мы видимъ, есть 
тотъ, когда система состоить изъ и —{ дифхФеренщальныхъ 
уравнений, .соединенныхъ съ $ уравневаями между одн$Зми 
перем$нными; этотъ случай можно привести къ первому по- 
средствомъ исключения $ перемённыхъ. ДЪйствительно, $ урав“ 
нешй между х. у, 2...., 4.0 опредфляютъ $ перемфнныхъ 
у. 2,..., 4%, ® въ Функщи другихъ; если ихъ значеня под- 
ставимъ въ в—$ остальных уравневи, то получимъ си- 
стеиу #— $ дихференщальныхъ уравневи перваго порядка, 
между перемЁфнной д и п — 2 другими перем$нными, 


НЫХЪ 9, 2,..., и ® и производныя 


вй опред$лятъ значения % производныхъ 


Отсюда. сл5ду етъ, что вс случаи обыкновенныхъ диФф- 
херенщальныхьъ уравнен!й приводятся къ случаю н%®котораго 
числа и диъъереншальныхъь уравнеюшй перваго порядка `ме- 
жду и-+1 перем$нными, опредБляющихь значенля производ- 
НЫхЪ отъ Я зависимыхъ перем$нныхь въ Функши вофхь 
перем$нныхъ. сли здЪсь отбросимъ трудности исключеня, 
то уравненля системь: будутъ имЪть видъ | 
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д : 
а. = 1, 9 8..5, ©), 
43 
че = В (% 9, 2, у 6, 5), 
А 
и р | 
де — но (7, У, 9, ..., 1, о), 
40 
= Ти (9, 4, 2, ... 398.0), 
тд ее опредфленныя ФУНкШИ 2, 1,2,....1,0. 


Въ томъ случаф, когда число в, есть 2, си- 
стема приводится къ одному дихфФеренщальному уравненю 


Е 


Объ интегральныхъ уравненяхъ. 


611. Пусть 

(1) | ИИ, 

_дихференцщальное уравневле перваго порядка между пере- 
мёнными д и у. Дальше будеть доказано, что, если Функщя 
— у) остается непрерывной для значешй 5 и у, заключен- 
ныхь между извфстными пред$лами, и если 3 и 9 о3на- 
чаютъ значеня, выбранныя по произволу между предЗлами, 
о которыхъ мы только-что говорили, существуетъ такая 
хункщя Е(т, 2, У), которая дая х =. обращается въ 
и которая обладаетъь еще тфмъ свойствомъ, что уравнене 
(1) удовлетворяется, когда ноложимъ 


(2) | | | у = Е (%, 2, У); 


мы увидимъ далфе, сверхъ того, что существуетъ только одна 
Функшя Е(4, х. 9), обладающая этимъ СВОЙСТВОМЪ. 
Уравнене (2) называется общимз интефраломз уравне- 
неня (1); здёсь можно разсматривать 2 какъ какое-нибудь 
опред ленное значене и у, какъ произвольную постоянную. 
Если какимъ-нибудь способомъ получили уравнене 


а Е Фу б=0 
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между перем$нными х, у и произвольной постоянной С та- 
кое, что мы можемъ изъ него вывести значение у. удовле- 


творяющее уравненю (1), то уравневше’ (3) будетъ. тож- 


дественно съ общимъ интеграломъ, потому что можно бу- 
‚деть такъ опредБлить постоянную (О, чтобы 


Ф (2, 9, С) = 0, 


и сл$довательно, значеше у, выведенное изъ уравнены (8). 
ры ДЛЯ Х = ВЪ 4. 
Такъ какъ уравнене (1) должно быть тождествомъ, когда 


| | ГИ) и 
замфняемъ въ немъ. у и Е значенями, полученными изъ 


уравнений 


НЫ дФ ау 
о а = 


то очевидно, что оно происходить отъ исключения постоянной. 


_С изъ этихь же уравненй, откуда слфдуетъ, что диз- 
херенщальныя уравненая перваго порядка им$ютъ всБ одно 
и то. же начало ($ 51). 


618. Разсмотримъ теперь какую-нибудь систему # диз- 
Ференщальныхъ уравнений перваго порядка между и 1 пе- 


ремённыхь 1,49,2,..., 1, %, именно: 
(И | 
а Г (5, у, 2, их 0605 5),. 
(42 | | 
(1 в = 1, у, ®, в? ц, 0), 
х-/ | 
: | | 4 | у 
4" (7, 9, т! чу 00, 0). 


Если вторыя части этихъ уравнении Зуть. непрерывныя 
.ФУункии, когда перем$нныя заключаются между извЪетными 
предёлами, и если 2%, Уз; 20, -..› %»5 %. Означаютъ произ» 
зольныя количества. соотв$тотвенно заключенныя между 
‚ТВми же предЗлами, то существуетъ, какъ мы увидимъ да- 
_лфе, система, хункщи Е, Ё.,..., Е _, перемВнной хи ко- 


личествъ 25, 90) 4...) Чо» бо» обращающихся для # = 


СеРррЕ. Идтегр. исчисл. 20 


"ГЕ 
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соотв$тетвенно Въ 4х, 2%, -.., №, ®% И обладающихъь т%мъ 
 свойствомъ, что ‘уравнеюмя системы (1) удовлетворяются, 
когда сдфлаемъ 


| 9 =Е (5, %› У 2. 0, 00); 
® — Е, (%, Фо’ Ус 20; .. г 45; 0.), 
(2) 
о = Е, (2. 2%, У 209... › №» Фо}; 


сверхъ того система хункцй Е, Е,,....Е,_, единственная. 

Система (2) составляетъь систему общих интешраловз, 
уравненй (1) или интеальную систему системьё (1); для 
12 можно брать опредфленное значене, выбранное по произ- 
волу; У) 2% -.-) №) Фо Суть # произвольныя постоянныя. 

Если получили какимъ-нибудь способомъ систему ® урав- 
ней между перем$нными #2, У, 2,...и, 9 и п произволь- 
ными постоянными С, С, (.,..., О,_., именно 


‘Фруг..., 1,5, С, 0.,..., 0, )=0, 
Е ВИ, Зе, 9,0. 0; Оц.... Ол 


Фа о. О, (ие, 


_и если можёмъ опредёлить изъ этихь уравнеый значеня 
у, 2,...щ,%, способныя удовлетворять уравненмямъ (1), то 
система (3) будеть тождественна интегральной систем%, если 
только мы можемъ дать постояннымъ 0, (С,,...С,_, таюя 
значения, чтобы 1, 2, .... №, %, когда дБлаемъ х = х., приво- 
дились къ произвольнымъ значен1ямъ Уз, 20; ...) №,» 0. 
Очевидно, что это послфднее ‘услов1е будетъ выполнено, 
если уравненя (5) опредФлять для О, 0(,,...0„-, опред$- 
ленныя значемя хункщи перем$нныхь #, У, 2, ..2 И, 9, 


_ именно. | 
С=Т (и уг,..., 4,05), 
(4) С,= %, (2, 9, г, .. ‚1, 0), _ 
и: И #. 4 %, 5). 


Система уравнев1й (4) есть ничто иное, какъ интеграль- 


| 


— 
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ная система, представленная въ частномъ видЪ; уравнения, 
составляющя ее, содержатъ только одну произвольную 


‚постоянную; каждое изъ этихъ уравнений называется инте- 


алом» системы (1). 


Коши первый строго доказалъ существованме интеграль- 
ныхъ уравнений, но доказательство, данное имъ этой основ- 
Ной теоремф, отличается чрезвычайной сложностю. Эта 
же теорема была доказана потомъ очень простымъ спосо- 
бомъ, посредствомъ очень различныхъ разсмотрёнй Бр и 
Буке. Мы изложимъ здфсь анализъ, опубликованный этими 
Теометрами въ запискахъ, составляющихъ часть ХХХУ[Г® 
выпуска Уоитийй 4е РЕсфе Ройдестидие; этоть анализъ 


основывается на н$которыхъ леммахъ, принадлежащих 


Коши, которыя мы сейчасъ изложимъ. 


х 


Предварительныя предложения. 


619. Лемма Г. — Пусть х, опредъленная постоянная, 
х = а, ре®У-* перемънная, }(2) вполнъь опредъленная функ- 
ия этой перемънной, остающаяся непрерывной и имъющая 
опредъленную производную, пока модуль р не превышаеть 
предъла В; если М означаеть тазжтит значенй, прини- 


_ маемыжг модулемз }(1), кода заставляем р измюняться 


075 0 00 В чо 0т5 0 40 3", то 6у0демё имъть 


ТА | ла | М 
04 | ат | < Та *.0 РАН В”’ 


м 12 ^ | ых. 7 
‚10% | и и есть значеще, принимаемое п” производной 


Въ самомъ дЪл$ имфемъ ($ 500) 


7 1 ок о, ; = 
Е —=1.9....9 В®5- у ВЕ Уз Е (х, Ве”У- ) д; 
Ч 0 | =к о | | 
такъ какъ модуль дихФеренщальнаго элемента 


с"—® У: Е (%, + Ве” У) до 


’ не превышаетъь М 4®, то очевидно, что модуль интеграла 


20% 
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| эзк 
не можеть превышать | Мао, т. е. 2*«М, что и доказы- 
о 
ваетъ изложенное предложение. 


620. Лемма Ц. — Пусть 2, Ус, 2°,.... т опредълен- 
ныхь постоянные, 2 — 2, + ре®У -*, у = у реУу —. 
=” 6 У-", ...т перемьнныхь, Ух, у, 2...) отре- 
дъленная функщя, остающаяся непрерывной и имъющая 
опредъленную производную, относительно каждой перемън- 
ной, пока модули р, р, р’... не превышают» соотвътетвен- 
ныхь иредъловь В, В’, В”,...; если М означает тажтит 
ис принимаем  модулемь Т(%, Ч, 2,...), кода 
р р, р’... заставляет» измюняться отз 0 до В, отв 0 
до В, 015 0 40 В”,..., ч лы о, ®, ®"’,... 0150 90 9*, 
то будем шмтть. О 


М 


; до. Р(ж, у, 2, 
а ВЯ ВИ" В”. 


ыы .)\ | о 
да” ду" д" > (1. =... т) и о. 


19% индексь О показываеть, что нужно замъетить х, у, 2 
посль дифферениированяя через Хо, Чо, 2,.. 


Въ самомъ ДЖ, если приложимъ къ /(х, у, 2,...), раз- 
сматриваемой какъ Функщя одной перем нной 7, ны 
изложенную въ лемм$ [, то будемъ иметь | 

В 0, е,...) эт — а 
ее И —пф У —# Ё(. сФУ ца, ...) 4 
и ы У е Уу 04 
тгд$ х долженъ выть зам щенъ черезъ о. ВзяВЪ дизерен- 
аль и’ разъ относительно у, получимъ 


и 


В Рае, ОЛ р" Бу: 9 Ве, 2.) 
1.2... 0 050" „мдф ‚ ду" 


‘сверхъь того, на основави Формулы, уже употребленной, 
имфемъ 


В/ 0% Г(х + ВеРУ-*, у, д, ...) 
ГРИ "Ст дииИ 
1 


и — ие рая: 
=5- е—т/ &/ У Р(х = Вс“у-", Й Е В! 6’ У—", 2...) о’. 
0 р. | ` 


гд$ нужно сдфлать не только 1 = 2, но еще у = Уо; ПО 
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этому будемъ имфть 


ВМ д Руа, 
1.2... #1.2...’ ах” ду” 


а а й ый [ с—(во-Ни/!) Ух -{- Вео У—1,у-- В’ео! У—1,2, Ва С’, 
С о о 


гд$ должны сдфлать д — 1, У =. | 
Очевидно, что, поступая такимъ образомъ, получииъ хор- 
мулу 


в" | ты ИР (ж, уха, ...) 
0..9. 2.4.919. с 


ая” Г. ы ‚о-ва они ФИ. ДУ — 
(2=)" н во 


х [(2,-- ВеФУ-1, не сх У—1, 2 -- ВИ ее" У-Т,...) до до! 4о"..., 


вЪ которой вторая часть есть кратный интегралъ порядка 
“туедва ли нужно прибавлять, что каждое произведене такое, 
какъ 1.2... и, должно обращаться въ единицу, когда я == 0. 
_. Теперь каждый элементъ кратнаго интеграла иметь’ 
модуль меньше или самое большее равный М фо 4 4’ ...; 
поэтому модуль второй части предъидущей ен не мо- 
жетъ превышать 


ее т" р `` Маодо! до" а = 
1 


т.е. М, что и доказываетъ изложенное предложенте. _ 


| ь | г | 
_ 621. Лемма ПШ. Если условвя ть же, что в в5 предз- 
Чдущей леммъ, то всъ частныя производный функщи 


М 


@а—= (а) (1)... 


Ф(л, у, 2,...) = 
| В / В’ /\ В 


имоютё для 2 — №, У — Уьё = 2,... значення, соотвът- 
_ ственно равныя предъламз значенй, данныхз по ленмъ П 
модулямь соотвутственныхь частныхз ны функ- 


| "2 4, 8,...). 


| ‚ Дьйствительно, ВЗЯВЪ ние риоя Функции Ф(%, 9, 2.. ..) 
п разъ относительно 12, потомъ И разъ относительно 9, по- 


510 ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНТЕ. 


томъ и’ разъ относительно 2, потомъ ..., получимъ 
д’="-Н' +... С (т, у 2,... ) 
дд” ду” да”... 


= (1.9...) (1.9...7)1.9...9”... В В/Ь-— Вии. 


М 
и. в | а. - 
одълавъ д =, У —= У, 2=2,..., Получимъ 
а авы? > г (%, 9, и ) 
0х” ду" д2””. [о | 
ее. (] 1! > и | М 
(1 .9...7)(1.2...9”) (. нс Дерри 


Доказательство существованмя общаго интеграла дифферениаль- 
наго уравненя перваго порядка съ двумя перемфннымй. 


622. Те ОРЕМА, — 1[сть 6у0утз 1, Чо 06% произвол 
ныя, выбранныя по произволу, и 


р ре, ужи ие 


067 барбитиныь если } (х, у есть ` опредъленная фуниия 
отз х и отъ у, остающаяся непрерывной, пока р ир че 
переходятз соотвътетвенныхь предъловь В, В’, и если вв 


ЧР 4 те 
то же время производныя_ Ей я — опредбъленныя. то‘ суще- 
ствует» функиля у от х, остающеаяся непрерывной, пока 
модуль #—. не меньше нлькоторало предтла т, обращаю- 


щаяся в5 У для Х'—= 4 наконец удовлетворяющая ы 
ферениальному уравненю 


Ро 


Всякая Функщя у отъ 1, остающаяся непрерывной для 
значенй 1-—%., которыхъ модуль меньше даннаго количе- 
ства ” и иибющая опред$ленную производную, разлагается 
въ сходящшея рядъ, расположенный по цёлымъ степенямъ 
1— о; Поэтому имфемъ ($ 883) 


Е 


1.8° 


ГЛАВА УТ. се ОЕ 


ы 4 4) | о @ 
ГДЗ Чо, (=), 5 (1) ... суть значеня у, 1; › р. ‚... ОТВЗ- 
_чающя_ = % 
Если такая и у способна удовлетворить уравнению 
р | 
(1), то коеФхФищенты 2) ( я) я будуть опред$лены 


вЪ$ хункши д, и у, посредствомъь уравненя (1), соединен- 
наго съ тзми, которыя получаются изъ него посредствомъ 
дихФеренцирован1я, именно: 


д 
З. = [(х, 9), 
Фу _9Г, 9Гау 
(3) _ 42° дд ' ду@х’ е.. 
Фу _ 97 0* | а (1 дЁ 99 


дебет 0х ду Ч "а ах 
_Одвлавъ Я = 2, У будемъ имть посл довательно 


г гу | 
посредствомъ уравнений (3) значенля (2). к о Бом > Те 


сюда слфдуетъ, что хункц!я у, если она существуетъ, един- 
ственна. | | 
На основави этого, чтобы доказать изложенную теорему, 


Я Ру 
достаточно доказать; 1) что, если коэФФищенты ( Зе). (В 
0 


опред$леньт посредствомъ уравнении (3), рядъ, ани 
во второй части хормулы (2), сходянийся, пока модулъ 1 — 2 
остается меньше н$котораго количества 7, для котораго слу- 
чая рядъ имфетъ суммой непрерывную Функцю (© 415); 2) 
что хункщя у, опред$ленная той же зормулой (2), удовле- 
творяетъ дфйствительно уравненмю (1). 

Въ самомъ дёлБ, означимъь черезь М шахшиаш модуля 
значений, принимаемыхъ / (х, у), когда заставляемъь р изм$- 
няться оть 0 до В, р’ отъ 0 до В’ и углы ©, ®'’отъ 0 до до 2т. 
Положимъ сверхъ того 


нее | 
г ИХ = 4-8) (1_Т=и ) 


В В 


и разсмотримъ дизФеренщальное уравнеме 
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ь ЧУ 
(5) Зе. АР (%. У). 


Я говорю, что существуеть хункщя У оть 5, остающаяся 
непрерывной, пока модуль 1 — 5, не перейдетъ черезъ извЪот- 
ный пред$лъ, обращающаяся въ У, для 1 = 2% и удовлетво- 
ряющая уравненю (5). ДЪйствительно, уравнене (5) мо- 
жетъ быть написано такъ: 

ые м _ 
@#—— _ т 0, 


1 = 
_В о се №0. 


и очевидно, что оно пору оюься ОТЪ дихференцирован1я урав- 
неня © | 


ь- ны _ И - № | ой — №\ 
О и + МВ 8 (1 — ) = 


Это уравнене (6) второй степени относительно У — уу; 
оба его корня двлаются равными между собой, когда 


м =) в | Е, ы% * гы к 
105 |1 в /=эме № # ь=В (1 е`э в 


_ Если поэтому положимъ 


/ В \. 
=В\1-е. ЗЕ 


то тотъ изъ корней У уравневя (6), который для д = х. обра- 
щается въ у., будетъ оставаться непрерывной Фхункщей отъ 
2, пока модуль х — 2, будетъ меньше 7. Такимъ образомъ, 
для такихъ значений 4 имфемъ 


о? ау\ @—щ 
(7) = + (4), (2— 2) + (5 +... 
4У\  /@Х | . 
Коэзфищенты (=) Е. ), ‚.. этого разложевмя  полу- 


чатся, если сдфлаемъь х= 2 Х=\о въ системЪ, обра- 
ванной: изъ уравневля (5) и уравненй, которыя получимь 
ОТЪ дизференцировазия его, именно: 
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ДУ 
т = $ (7, У), 
ФУ _ д9 У д ЧУ 
8 _‹ ад ар | ди ах, .@ 
| У 04% ЧХ 90% (2) 92 УХ 


Нл. 
[`` = дя" ? ж0х ар 9 


Оверхъ того, изъ уравнен!я,.(4) имфемъ 


В _ В/”' 0°--*” о М 
1.9... 1:8... 0 оу ` 1 _# — "+1 Уи, 
\ В / \ В, ] 


ий произведен1е 1{.2...пили1.2...я’ должно обращаться 
‚ВЪ единицу, когда и или и есть нуль; эта Формула показы- 
ваеть, что вс$ частныя производныя 


- 0-1” ф (ж, У) 
да ду" 


имфютъ для 1 = 1, У = 9, положительныя значен1я; сл$до- 
вательно, велфдотв!е Формулъ (8), количества 


) | (У \ 
\ 4х/о Я? Ло’ 
также положительныя. —— 

Означимъ черезь А шахпиишт модуля значевй, прини- 
маемыхь, хункщей У, когда модуль р перем нной 1 — 2 
заставляемъ измфняться отъ 0 до хи аргументъ ® отъ 0 
до 2ж; на основами леммы Т ($ 619) будемъ имЪть 

| У | А 

ыы (=). <1.2-.. в: 
ии теперь между собой двф системы уравневй 
(3) и (8), въ которыхъ мы предположим? 2 = 2%, У. 


Первое уравнеше системы (3) и первое системы (8) по- 
казываютъ намъ, что на основави леммы П ($ 620) 


1 Е) В - 
104 (2 < (2 ы. 
Потомъ мы видимъ (лемма Ш & 621), что модули обоихъ 
членовъ второй части втораго уравнешя (3) соотвётственно. 


— 
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меньше членовъ второй части втораго уравнезия (8), которые 
и тотъ и другой положительные; отсюда сл$дуетъ, что 


429 А, 
пой (52), < (‘а=),} 


поступая такимъ образомъ далфе, найдемъ, что вообще 
ай ИЯ а”. У Е 
‚10а (= < [а-я } 


и, .по причинЪ неравенства (9), _ 


ИЕ \ А 
(10) то4 |4"). <1. 3. Я 
или | $ 
47) (— 2) (2 — %\”. | 
шой | (5), го, | АХ шо ‚ 


Если модуль х — 2, меньше т, то геометрическая про- 


В = #53 | . т — м ` 7 
гресся, которой общий членъ есть А Х шо@ ( й °) 
сходящаяся; поэтому рядъ, образованный изъ модулей чле- 
новъ ряда (2), въ томъ же предположеюни, есть сходящся 
($ 97); слфдовательно, рядъ (2) также сходящся (\ 363) и 
онъ имфетъ суммой опред$ленную и непрерывную хункцю 

3 
у. Нужно замфтить, что неравенство (10) доказываетъ также 
сходимость ‘ряда, полученнаго отъ дихзеренцированя чле- 


новъ ряда (2) относительно 4; этотъ послёдьй рядъ иметь 


у 
суммой 2”. 


Намъ остается доказать, что Фхункщя у, опред$ляемая 
формулой (2), вполнф удовлетворяетъь уравневю (1). 
Съ одной стороны имфемъ 


ЕЕ ау\ фу) #— Е. 9 Е = 
= (2. 42) (= ети а 


и съ то | 


Ге у = + ь" И. 


_Въ этой гормул мы пишемъ Ё, выфото {(а, и) и мы озна- 
чаемъ черевъ Я о ”».. . значеня, принимаемыя для % == 2 
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у = % частными }’, }"...., получаемыми отъ дфленя пол- 
ныхъ дифФеренщаловъ @}, `@2},... соотв тственно на 4х, 4х?,.... 
_ Количества 7’, /”,... опредфляются уравненями г‘ 
ил = О но 9} И у 
| 0% ду 4х 

дб о РР , Г (бои 
7 _ 09 '^ 05ду ах т 9 \4х/ ‘ду а? 

Чтобы получить Г», /,..., нужно здесь одлать % = %%, 

и 2 П- 
у = % и замфнить (2 1) (2 ти ‚... значетями, пелучен- 
0 


ными изъ уравнений (3). Но мы видимъ, что вторыя части 
уравнений (11) и уравиевай (3) тождественны между собой, 
если только не принимать во внимане первое ‘равнене 


системы (3); поэтому. им5емъ < 
| у | фу 4 
р. аекь = И в ` 
Го = (=). Го = (= =") 


‚и, слфдовательно, хункщая (2) вполн% ны урав- 
‘нентю (1). 


Доказательство сушествован!я` интегральной системы дифференшаль- 
ныхъ уравненй. перваго порядка. 


623. Брю и Буке распространили свой анализъ на слу- 
чай какой угодно системы совмфотныхъ дизференщальныхъ 
‘уравненй перваго порядка, и они доказали эту новую тео- 


рему: “ 
ТЕОРЕМА. — 114615 3%, У, 2, ... Т -- 1 постоянных, 
выбранных по произволу и 


| = 3, + реФУ-1, у = 9» - р’ е’У-—*, а= а, + "ее У, 
т--1 перемюнныхе. Если т функций 
_Р(@, у, ©, а Та (2, 9, 28, га) [а (5х, У, 8, ...), =. 


остаются непрерывными, пока р, р’, р’ не переходят» чрезз 
соотвтутственные предълы В, В, В”,... чесли онъ допускаюте 
65 то, же время ен производные относительно 
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каждой перемьнной, то существуеть т функий 9 аа 
перемюнной х, остающихся непрерывными, пока модуль х— т, 
остается меньше нлъкоторило предъла тг. обращающиеся для 
д — 2, соотвъьтетвенно в5 Чу, 2%, ... № удовлетворяющие т. 
совмъстнымь дифферениальнымз уравненямз 


ре у _ | 42 _ 
(1) ар = 1%, 9,2; ...} ЕЙ @, 9,2, ...),.... 
Означимъ черезь М, М,,.... тажипа модулей значений, 
принимаемыхъ руииАми та С Ч, 2,...), Ла (2, У, 2,...),.. 
когда изм$няемъ р, р’, р’, ... оть 0 ы В, отъ 0 до В, отъ 
_О до В’, ... и углы о, ®,, о’ оть 0 до 9п; положимъ 
| 1 
о (ле... а 


_и раземотримъ т совмФетныхъ уравнен:й 


[2 Е = Мэ (У, 2, .. 2» 2 =М, 7, 1,25...),.... 
Можно найти хункщи У, 42, ..., удовлетворяющая уравне- 

шямъ (2) и обращаюцщияся соотвфтотвенно въ 4%, 42%; 

ДЛЯ ‘1 =9,. ДЪйствительно, если положимъ 

(3) ‘У-и=мМ$, #—А=Мм, 3, ..., 


потомъ если опредЪлимъ хункщю ю такъ, чтобы она уни- 
чтожалась для х =, и чтобы она удовлетворяла уравнен1ю 


(4) | ор + МЗ, + М. 8, ...) 


то ‘очевидно. что уравнения (2) сдфлаются тождественными. 
Уравнен!е (4) можетъ` быть предотавлено въ слфдующемъ 
ВИДЗ:. к» 2 


+3 М\ 1 _М:$\ 4$ _ 1 — 0 
В) В] с р о 
’ В 
ИЛИ 
М ММ \ аз 1 
|1 (7+ 8+ (вт + } 5 — | рт ра = 0, 
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оно же получается отъ дизФеренцированая солфдующаго: 


6) [ - (+. 5 + (ви +...) = — ‚|+ вов (1 Зе) =0.. 


Пусть 7 наименьшй изъ модулей, который нужно дать 
1—7, чтобы ‘уравнеме (5) им$ло два корня В, равные 
‘’ между собой. Пока модуль х — х, будеть меньше у, то 
тоть изъ корней 5, который уничтожается для х —х., бу- 
детъ непрерывной хункщей отъ 5, разлагаемой въ сходящийся 
рядъ, расположенный по цфлымъ степенямъ 1 — 2,; сверхъ 
того, если означимъ черезъ А’ тахитит модуля этой Функ- 
щи В для значений р и о, соотв$тотвенно заключенныхъ между 
О ит, О ит, то будемъ имЪть ($ 619) 


© га (=) <= 
р. 1.3... п \@’]ь т 
Наконецъ очевидно, что хункщи У, Д, . которыя про-. 
порщюнальны ю, разлагаются въ одно а СЪ этой ФУунк- 
щей въ оходяциеся ряды, расположенные по цфлымъ отепе- 
НЯМЪ Х— 5. 

Теперь, на основани леммы 1Ш $ 621, значенля модулей, 
которыя принимають хункщи 7 (7х, 9, 2,...), №. (%, 9, 2). ... 
ДЛЯ Хх = 2, У=У., 2 = 4.,..., соотв тственно меньше значений 
производныхъ Функций Ме (5, У, 0,...), Мо (х, У, 0,...) 
для =, Х=\, ПД =2ё,.... СОлбдовательно, если 
 ‘сравнимъ систему, образованную изъ уравневй (1) и урав- 
‚ненй, полученныхь отъ дихференцированя ея съ системой, 
образованной изъ уравневй (2) и уравневй, полученныхъ 
оть дизференцирован1я ея, то найдемъ, какъ въ к 622, что, 
значеня 


ЧИ/о \@/о (а), \ 45° /о 
наиденныя изъ первыхъ уравнеюй, имфютъ модули соотвЪт- 
ственно меньше дфйствительныхъ и положительныхь зна- 
чен1й ы 


ах \ (#2) (4 их (92 
(2%), аи) о, 7? у 
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данныхъь уравненмями Второй системы. Поэтому, по причин 
аа (3) и неравенства (6), имемъ 


шой | (9,2) в я < МА Х шой (2— =)" 


2\ — — 2 \" 
шой | (95), те _ | < М.А Х шо (2 : 


офф хп о о * ФФ ь о оо ФФ офф оф п о ФФ ® бо о о ооо вех 


— 4/\ #— я, (=) (1—1) 
У (1%), та) га т 
42\ х—х ‚ [42\ @-х) 
= + (4), 1 =). т лы 


. 
$ в © ФФ ФФ < ФФ фо № фо 9 ФФ © Фо в № Фо фо @ ФФ о @ оф ве бб 


‘сходяпцеся, пока той (х — 2)<т. Эти ряды опредфляютъ 
ФунЕЩи 9, 2,..., Остающляся непрерывными для значений 1, о Ко- 
торыхъ идеть р$чь, и разсуждене; употребленное въ ® 622, 
_ доказываетъ, что Функши 9, 2,... дфйствительно удовлетво- 
‹ ряють дизхеренщальнымъ уравнен1ямъ. 


624. ЗАмвчАНТЕ. — Очевидно возможно въ предъиду- 
щемъ доказательств$ замфнить модули В,, В”,... самымъ 
малымъ изъ нихъ А, и тажмта М, М... самымъ боль- 


шимъ изъ нихь М. Уравневя (4) и (5) ВЪ ЗТОМЪ ие 
обратятся въ 


в АМЕР: [д —.\ _ 
ри 1- (1-13) | вов (2%) = 0. 
Производная относительно Э этого посл®дняго ‘уравненая 
‘даетъь 1 — |. 5 = 0; поэтому въ случа двухь равныхъ 


корней имфемъ Б 


р: ха 2 
ори +В 18 (1 т) = 0, 


откуда . 
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| В 
УЕ 98 
_щфв(1е ЕЕ) 


и сл$довательно, для количества у можно взять 
Ея 
1 
Е Ё ат ти) 


, 
_ Свойства интеграловъ системы дифференшальныхъ уравненй перваго 
порядка. ь в 


625. Разсмотримъ систему й диххеренщальныхъ совмЖот- 


ныхъ уравнений между п -- 1 перем$нными х, у, 2,..., 1, 
Чу 4 ° 4%) 
которыхъ производныя 3., 1.,.... 7. ИМВЮТЬ оп] - 
ДЛЯ р роизвод Ч Дт = Ъ опредлен 
ныя значения. Означимь черезь №, 2 У эти значеня: 
8 р хх: .Х 
 дихферениальныя уравненая будуть 
ух 48 У 
а Х м Хм ХХ. 


мы можемъ ихъ соединить въ одну Формулу; именно 


® г И НИ ЕО 

- У д АУ. 
| х,. 0, 7,...,У суть опредфленныя хункщи перем$нныхъ 
2, 9, 2,...,0, исключая одной изъ нихъ, которая можеть 


въть выбрана по произволу. 

Такъ какте существование интегральной системы доказано, 
то предположимъ, какь въ & 618, что уравневшя этой 
системы ръЪшены относительно ‘® постоянныхъ произволь- 
ных 0,0.,..., С которыя он содержатъ, и зыгразимъ 


и—а, 
ихъ черезъ 
[ ФТ (< че годы, 
@) р Ч, (5, и. вы м 
АИ, 


Диъзеренцирован1е уравневй (2) ны произволь- 
ныя (0, (0,...,С_, и слёдовательно, уравненая, проис- 
шедиия отъ этого дизференцирован1я, образуютъ систему 


1 
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о Ию систем (1). Другими словами, когда для 
ах, ду, @г,...беремъ количества ‚ нрепорщюнальныя Х, У, 2. 
тождественно имфемъ 


‘у 


(8) У =0, ат, =0, ..., а, = 


Мы сказали ($ 618), что каждое ИЗЪ ди (2) назы- 
вается интеграломъ системы‘ (1); но такъ какъ соединен1я 
которыя ‹ можно дфлать съ этими уравневями, способны 
ихъ замнить, то мы вообще назовемъ Е ое системы 
(1) всякое уравнене 


(4) Пеуа :... ПЕР. 


котораго вторая часть есть произвольная постоянная Ги 
котораго первая часть есть’такая хункщя П только одн®хъ 
перем$нныхъ #2, 9, &,..., ЧТо дихференщаль ЯП тожде- 
ственно обращается въ нуль, когда беремъ для ый 
ловъ 41, 4, @,..., количества пропорщюнальныя Х, У, 0. 
Очевидно, мы образуемъ такое уравненше, если и 
няемъ постоянной Г какую-нибудь хункщию первыхъ частей 
уравненай (2), потому ‘что, ВЗЯВЪ дизхеренщалъ уравнен1я 


(5) — И, нь ЕТ, 
будемъ имБть 


Е _ де 


эф р Яр. ИА ...- _—` м ЗИ = 0, 


это же уравнеше ‘удовлетворяется по Е ЗИ Формуль (3), 
имвющихь м$ото, когда предполагаемъ уравневая (1). 

_ Но нетрудно доказать сверхъ того, что, если ‘уравневе 
(4) есть интеграль системы (1), оно необходимо имФетъ видъ 
(5). ДЪйствительно, предположимъ, что Х не есть нуль; 
такъ какъ Ф, Ф,.... Т_, зункци и -+ 1 перемфнныхь 
2, 9, 2,.,.0, то возможно разсматривать у, 2,...,›%® какъ 
Функши отъ ди оть Т,.Ф,,...,Ф,.,, потому что, по пред- 
положен!ю, система (2) одинакова съ интегральной системой. 
Уравнеше (4) приметь поэтому Форму ` 


Ра, т, ,,..., №, ,) =Т; 
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дизхеренцирован1е даетъ 


Е ОК... ОЕ 
5: 4% - оу @® + оу. а. =. ой Е 


По причин же уравненй (3) имфемъ просто 


7 ОИ > 
др @ =0 ИЛИ э — 0, 


это же выражаетъ, что хункшя Е не зависитъ оть х. По- 
этому для системы (1) имфемъ только я различныхъ инте- 
граловъ. 

626. И И достаточное услов1е для того, чтобы 
уравнен!е 


П(®, чу, 2,..., 0) = 601%. 
было интеграломъ системы уравненй 


ах _ ау _ 0 

Хх — ый —... — у’ 

‘воть то, чтобы въ силу этихъ уравневй тождественно 
имфли 


ЭП. ИП ОП 
Е т Е + %%® = 0; 


поэтому это услове есть 
ОП 29, от 


ХР —= 0, 


‘и мы имфемъ такое предложение: 


`` ТЕеорЕмА [. — Ёсли П = 60784. есть интефраль со- 
вмюстных уравнений 
4 _ ау _ __ 4% 
Х . У. —_ ох — у ы 


то функция П удовлетворяет» тождественно уравнению ^в5 
частных производные 
Г. «0, хп дп, 
Е. ей 
СЕРРЕ, Интвгр, иочиодл. | 21 
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Обратно, всякая функидя П, удовлетворяющая тожде- 
ственно уравнению в5 частныхь производных, дастз, ко1да 
ее приравниваема произвольной постоянной, интеталь си- 
стемы совмъстныхь уравнений. 


На основани. же того, что мы видфли въ предъидущемь 
параграФ$, можно высказать такую другую теорему: 
( . 


ТЕОРЕМА 1. — Есди уравнене въ частных п100извод- 
Н75 


‚ ОП 9П 9П 

Хо, + То ++.-+У =0 
удовлетворяется. козда беремъ послъдовательно для П п 
фазличныхь функий т. Т,,...., ФТ, то всякая фунющя 
П, которая удовлетворяет тому же уравнению, есть необ- 
ходимо функщя оть $, Ф., ..., 9 


1% 


Приведене системъ дифференшальныхъ уравнешй между какимъ-ни- 
‘будь числомъ перемённыхь къ дифференщальнымъ уравненямъ, со- 
держащимъ только двЪ ‘перемБнныя. 


621. Дифзеренщальное уравнене какого-нибудь порядка 
между двумя перем$нными или, вообще, система # дихзерен- 
пальныхь уравненй между и-+1 перемфнными приводится, 
какь мы видЪли. ($ 615) къ систем$ диъФереншальныхъ урав- 
вен1й перваго порядка. Нетрудно доказать, что, обратно, 
такая система можеть быть приведена къ дизхеренщаль- 
нымъ уравненямъ, содержащимъ только дв$ перем$нныя. 

Пусть будуть и дизхеренщальныхь уравненй 

( - 02 Й, 

(1) ар = Е = 2, =, 

гдз У, 0,..., У означаютъ данныя Фхункщи я--1 пере- 
мзнныхь 2, 7, 2,...,9. Интегральная система содержитъ 
я произвольныхъ постоянныхъ, и мы можемъ предположить, 
что уравнен1я этой системы р$шены относительно 1, 2, ... 9- 
Раземотримъ въ частности уравнен!е, опредфляющее / ВЪ 
_Функщи 1 и произвольныхь; если въ это ‘уравнеше 


| 
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входять # произвольныхъ, то нужно будеть, для исключеня 
ихъ, присоединить къ уравненю, о которомъ мы говоримъ, 
тф, которыя получаются отъ и послБдовательныхъ дифферен- 
цированй; поэтому у въ этомъ случа будетъ зависёть отъ 
дизхеренщальнаго уравнен1я порядка и. Но если выражение 
у въ х содержитъ только $ произвольныхъ, гдф $<я, то 
очевидно будеть достаточно $ дизфФеренцирован1й для исклю- 
ченя постоянныхъ и, сл довательно, у будетъ зависть только 
отъ дихференцальнаго уравнен1я порядка $. 


628. Дизференцщальное уравненле, отъ котораго зависитъ 


у, можеть быть получено посредетвомъ данныхъ уравнений. 


Дьйствительно,; взявъ дифФеренцальъ перваго изъ разной 


(1), получимъ 


ву 9+ ду РА а , ЭХ 4% 

41° 0х ду 4х ' де ах ки д% ах’ 
или, по причин® уравневй. (1), 

Фу 0% 9У 9х У. 


——— — -- К в св к 
Е 
означимъ для краткости вторую часть этого уравневя че- 
резъ У,, получимъ 


ау _ 
41° `` 


У.. : 


Взявъ диззеренцаль этого уравлевая и употребивъ урав- 
нен1я (1), получимъ новое уравнене 


44 
а = № 


— 


гдф У, есть извфотная хункшя перемнныхь #, у, 4, ... 9. 


Пена такимъ образомъ далфе, мы образуемз сиотему 
7 уравненй 


4 41 9 
(2) т — №. и — У., 3 ах” = Е 
} 
которыхъ вторыя части У, У,,..., У, суть извзетныя 


| Функции ОТЪ 2, 4, @,...,%. 


_ Если ® уравневшй (2) необходимы для исключеня ий — 1 
.21* 
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перем$нныхЪ 2,...,0, то ЭТИ уравневая будутъ опред$лены 
о 2 — 1 первыхъ ны ВЪ Е 

ХХ, 4 ау 4—1 

У? Ц а ° 


подотавивъ же ихъ значеная въ посл$днее уравнене (2), по-. 
лучимъ дифференшальное уравнене порядка п 

| | д” 44 4—1 чу) 

пи = Е (2 1 оч р ° 

Но можетъ случиться, что достаточно $ первыхъ уравнений 
(2) для образованя дифФереншальнаго ‘уравнен1я между #х 
и 9. Это диххереншальное уравнен1е будетъ, въ этомъ слу- 


чаф, порядка $, и 2—1 изъ я — 1 перемнныхъ 2....,® бу- 
дутъ извЗотны въ хункши Ий —  другихь и 
| Фу й—1 9) | 


КР Ра 


_ въ этомъ случа, если подставимъ значеная этихь#—1 перем®н- 
ныхъ въ т$ изъ уравневй (1), которыя содержатъ произ- 
водныя отъ Я —$ другихъ, то эти послздюя будутъ опре- 
`ДБляться системою #—4$ диъфтеренцпальныхъ уравнений, ана- 
логичныхь систем (1), съ тою только разницей, что вторыя 
части будутъ содержать Функшю у, опредфляемую дифферен- 
цальнымъ ‘уравневлемъ порядка $, такъ же какь и — 1 
первыхъ производныхъ этой хункци. Поступая съ системой, 
о которой идетъ р$чь. такъ, какъ мы поступали съ сиоте- 
мой (1), мы сдфлаемъ новую перем$нную` 2 зависящей отъ 
| дизхеренщальнато уравнен1я нзкотораго порядка Ч, равнаго 
‘или меньшаго и — % которое можетъ содержать Фхункщю у 
‘и производныя этой хункщи только до порядка $ — 1, потому. 
что производная порядка $ выражаетоя производными низ- 
шихъ порядковъ. Ё№оли число 7 равно и — $, то Й —9— 1. 
остадиихон производнассь ти ре ВЪ ФУНЕЦШ 
де’ . рай— 41 | г 

но въ противномъ случа ] изъ отихь перемвнныхь мот ть 
быть только выражены въ хункщи предъидущихъ количествъ 


= -- 
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и и — — 7 оставшихся перем$нныхъ. Очевидно, продолжая 


такимъ образомъ далфе, мы образуемъ систему дифферени1- 


альныхЪъ уравнений, которыхъ порядки будутъ им$ть суммой 
и; каждое изъ этихь уравневй будетъ содержать только 
одну зависимую перем$нную, кром$ т$хъ, которыя входять 
въ предъидупия уравненя и которыя мы разсматриваемъ, 
какъ опредзляемыя этими уравненями. Что касается пере- 
мфнныхЪъ, не входящих ъ Въ дифференцальныя ‘уравненя, о 
которыхъ идетъ рЪчь, то он опредзляются въ ФУНКЦИ дру- 
гихь перем$нныхь и производныхъ отъ этихъ. 


629. Чтобы образовать дифференцальное уравнене, по- 
средствомъ котораго связаны между собой двф изъ перемн- 
ныхъ, входящихь въ систему совмёстныхь дифференшаль- | 
ныхъ уравнении, н$тъ необходимости, чтобы эти уравненя 
были представлены въ той хорм%, въ которой мы предполагали 


_ ихъ въ предъидущемъ параграф. Дизференцирование и исклю-. 


чен1е приведетъ во вс$хь случаяхъ къ искомому уравнентю. 
Разсмотримъ, напримёръ, два совм5стныхь уравнения 


и в. И у й2 ЯР =\ - 
(1) [7 = В о г бе 
| Е фу у Че 2) _ 
г [9 а, ая) = 


‘содержащихъ три перем$нныя 2, у, 2, изъ которыхъ первая 


разсматривается какъ независимая. Первое уравнене, отно- 
сительно у, порядка ти относительно 2—порядка фр; для вто- 
раго уравнен1я порядокъ, относяцийся къ у, есть И и поря- 


докъ, относящийся къ 2, есть (0. 


Пусть и число дизференщальныхъ уравнени, рёшенныхъ 
относительно производныхъ, изъ которыхъ составляется диз- 


‘Ференцальная система перваго порядка, которую можно за- 


мФнить данной системой ($ 616). На основами того, что 


было сказано въ предъидущемъ параграФ$, ‘если ‘уравненя 
(1) опредёляютъ значения самой высшей производной отъ у, 


и) 
именно -7- 7 или =» такь же какь самую высшую изъ про- 


(Ре СЯ 
ИЗВвОДНнЫыхХЪ ОТ 8, именно у ИЛИ дя -ВЪ ФУНкЩИ производ- 


а 
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ныхъ низшихъ порядковъ и перем$нныхъ 2, 9, г.— что оче- 
видно требуетъ того, чтобы разности т — и, р — д не были 
одного знака, — то число № будетъ равно самой большей изъ 
двухЪ суммъ т |4, ® р; если это не такъ, то ы, будетъ 
меньше этой самой большей суммы. | 
_ Теперь, чтобы исключить 2, дифФеренцируемъ данныя 
уравненая, первое 4 разъ, второе р разъ; присоединивь по- 
лученныя уравневая къ даннымъ мы, будемъ имфть систему 
_р-+49-+2 уравневй. Производныя отъ 2 будуть входить въ 
эту систему до порядка 2-4, а что касается порядка са- 
мой высшей производной оть у, то онъ будетъ равенъ самому 
‘большему изъ чисель т-р, п + рф. ЗИДЖЕИТЕ ИСКЛЮЧИТЬ 
р--9--1 количествъ 

Е вы 

4х _ 452-41 

изъ и-+9+? уравненй, такимъ образомъ образованныхъ 


Юсли вс эти уравнемя необходимы для исключен1я, то 


| 4е . @Р-М 
ф-49-1 между ними опредфлять значеня 2, 2... ры, 


и подотановлене этихъ величинъ въ послфднее уравнене 
дастъ дизФеренцщальное уравнене 


| ий ФУ\ _ 
(3) Е $ ( У’ ...) д! =6, 


котораго порядокъ $ будетъ равенъ и; въ то же время, какъ 
МЬТ ТОЛЬКО-ЧТО сказали, будемъ им ть 


— 
(4) гы (2 у =. и. а и. 


д */° 
гдф ® есть опредфленная Функция. 
_ Но если р+49-?2 уравнен1й, которыя мы образовали, не 
должны быть всф ‘употреблены для исключен1я, то поря- 
докъ $ уравненя (3), которое происходитъ отъ этого исклю- 
 чемя, будетъ меньше в. Въ этомъ случа изъ того, что было 
сказано въ предъидущемъ параграъ$, слЪдуеть, что г не будетъ 


бол5е опред$лено въ хункци `х, 1, а ...; но оно будетъ 


зависфть отъ дихФеренщальнато уравнения 
$ 
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| 42 ^^ фе 
(5) | ыы (2, ОР Ы. ЕЯ, = 0. 


\ 


порядка № —ф и въ которое войдетъ, съ $ — 1 первыми 
производными, хункшя у, опредБляемая уравнешемъ (3). 


0бъ интегралахъ различныхъ порядковъ дифференщальнаго уравненя 
какого-нибудь порядка съ двумя перемфнными. 


650. Посл$ того, какь мы доказали, что вс случаи 
обыкновенныхъ дифференщальныхъ уравнений приводятся къ 
систем$ перваго порядка, которой ‘уравнемя опред$ляютъь 
производныя въ Фхункщи перем$нныхъ, мы показали, что 
такая система можетъ быть замфнена, вь свою очередь, од- 
нимъ или н®околькими дифферентальными ‘уравнемями нз- 
котораго порядка, содержащими только дв$ перем$нныя, но 
`вЪ которыя входятъ хункщи, опредфляемыя предъидущими 
‘уравнен1ями. Олучай дифференцальнаго ‘уравненя какого- 
‘нибудь порядка 7 долженъ быть разсматриваемъ, какъ самый 
простой; намъ остается представить нёсколько важныхъ раз- 
смотри по этому предмету. 
° Пусть будетъ 


—. 


| | ду 44 у) _ | 
о 69. 
‘дифференцальное уравнен1е порядка и между двумя пере- 


мёнными 2, у. Юсли положимъ 
ау ("—®) 


— 9", * ы з —= у (#4: 


ь Ох 


ау _ , 


| : 9 | | 474: ду(—*) 
то уравнеше (1) опредфлитъ значене и или —^_— вЪ Функ- 


цих, у у,.... 9"); пусть будеть У это значеше, 
Такъ что имфемъ 


кз 4] (1) 

3) ==. 

_Предположимъ, что Функщя У выполняетъ условя непре- 

рывности, требуемыя теорей $5 622 иб 623; дихференщаль- 
ная система, образованная изъ совмфстныхь уравнев! (2) и 
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(5), допустить Иер НЫ и уравневля этой си- 
стемы опредфлятъ для у, 9, У",..., 9" значешя хунк- 
ши отъ х, которыя для 1 = #%, обратятся соотвфтственно въ 
произвольныя постоянныя Уз, У’, У, +: +5 90” | 
начимъ черезъ | | 


. Воли 03- 


(4) | У=Ф (2, У, У, ..., У (т—)). 


то изъ уравненй интегральной системы, которое опред$ляетъ 
у, то очевидно, что и—1 другихъ уравневй этой системы 
получатся отъ послфдовательнаго дизФеренцироватя п —1 
разъ уравненя (4). Это уравнене (4) называется общиме 
интефраломз уравневя (1). И такъ какъ интегральная сис- 
тема совмфстныхь уравнений (2) и (3) единотвенна, то мы 
видимъ, что: 


Если мы нашли аианыей уд 10с0б0м5 Уравнете 


(5) Г (%, 3 9» О ее С») = 0, 


содержащее п постоянные произвольных ен 0. 
и изъ котораю можно вывести значеще у, способное удовле- 
творить уравненю (1), то уравнеще (5) совпадает съ об- 
щим интераломз этозо уравнетя (Т), если только мы мо- 
жемь дать постоянным тая значетя, чтобы у и ею 
п —1 первыхь производныхь принимали данныя произвол- 
ныя значейя, козда дають х какое-нибз удъ значенле, выбранное 
по произволу. 


Это посл$днее услове будетъ выполнено, если система, 
образованная изъ уравненя (5) и тЪхъ, которыя получаются 
изъ него посредотвомъ и — 1 дихзеренцироваюй, опредЗ- 


ляеть значен!я произвольных С:, 0, .....0, въ Функщи о 
ау 4 ту 
2 9 п и ``’ ат 


631. Мы снова получимъ диххеренщальное уравнение (1), 
когда исключимъ посредствомъ дифференцирован1я изъ об- 
щагр интеграла (5) произвольныя, которыя оно сбдержитъ. 
Предположимъ, что мы желаемъ исключить изъ уравневия (6) 
только 4% произвольныхъ, именно 
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р 0. С., .. о.) С; 


нужно будеть произвести $ дифхъеренцироваюий, и я говорю, 
что какимъ бы опособомъ я ни сочеталь дЪйств!я дизхерен- 
цирован1я и исключения, полученный результать будетъ всегда, 
одинъ и тотъь же. Дъйствительно, предположимъ, что мы 
можемъ получить два различныхъ уравненя, не содержащихъ 


болёе произвольных (., 0.,..., О, Пусть будутъ 
_  @ч у 
м (= У, а Ре ‘а’ Сь С, ‚..; С, = 0, 
а а 
Ч, [= У, а #5 ть Сены нь ...; с, = 0 


ау 
ие ОДНОГО 
‚И того же. значеня, то можемъ исключить эту производную, 
и мы получимъ уравнен1е самое большее порядка + — 1, не 


тождественное и содержащее п — $ произвольныехь, именно 


% 


эти два уравневя. Если они не опредЪлять для 


п (а ай Сыны. -.> бы) 
Присоединивъ къ этому уравнешю т%, которыя получаются. 
отъ # — $ дифференцироваюй его, будемъ имфть систему 
и —1--1 уравневшй, изъ которыхъь мы можемъ исключить 
 произвольныя С, Он, ..., С„›и результать этого исклю- 
ченя будеть не тождественное дизференщальное уразненте, 
‘самое большее порядка и —Т и не содержащее никакой 
произвольной. ОдЪфлавъ 1 = 7, мы будемъ имть соотноше- 


44 9—1 9 
вле между Чо; Е д т— ы. И СЪ ЭТИХЪ поръ эти ко- 
личества не будутъ болБе произвольными, какъ должно было 


ри быть. 


682. Теперь мы. назовемъ иервымь интераломь или пер- 
6410 порядка дизхеренцальнаго уравнен1я порядка 7 резуль- 
тать, полученный отъ исключевя изъ общаго интеграла 
й — 1 произвольныхъ постоянныхъ, которыя оно содержитъ. 
Число первыхъ интеграловъ, очевидно, равно и; каждый изъ 
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этихъ интеграловъ есть дифФеренцальное уравнев1е порядка 
® — 1, содержащее произвольную постоянную. Система п 
первыхъ интеграловъ составляетъ интегральную систему диз- 
Ференщальной системы перваго порядка, посредетвомъ кото- 
рой можно замнить дизференщальное уравнение порядка п. ` 

Равнымъ образомъ, мы назовемъ вторымз интераломе 
или вторалю порядка результатъ, полученный отъ исключен1я 
‘® — 2 произвольныхъ, содержащихся въ общемьъ интегралф. 


_Чиело интеграловъ втораго порядка, очевидно, равно чиелу 


25 8 (п—1 ь 
сочетаний изъ и предметовъ по два, т. е. равно. и каждый 


изъ этихъ интеграловъ есть дифхеренщальное уравнене по- 
рядка й — 2, содержащее дв$ произвольныхъ постоянныхъ. 

Вообще, мы назовемъ интегралом» порядка $ дифхерен- 
цлальнаго уравнен1я порядка я результатъ, получённый отъ 
исключеня 7: — $ произвольныхъ, содержащихся въ общемъ 


интеграл; число интеграловъ порядка + равно числу с09е- 


а (и —1)... и —$-1). 
таши. изъ Я предметовъ По 3, т. е. равно Си: 35 СОЗ _ 


каждый изъ этихъ интеграловъ есть дизфхеренщальное ураз- 
нене порядка я — 1%, которое содержить + произвольныхъ 
постоянныхъ. р < | 

Интеграль порядка и существуетъ. ТОЛЬКО ОДИНЪ, Кото- 
рый есть ни что иное, какъ общий интегралъь. 


633. Дано дихФереншальное уравненле порядка ® 


а д” 
К (2 Ч, а . *`т9 9 т — 0: 


если мы нашли какимъ-нибудь способомъ дифференшальное 
уравнене порядка я — $ 


УЙ У, 
че (2, де ее” р-р Се С, ы 20) =0, 
содержащее $ произвольныхъ постоянныхь (., С, ..., Си. 
. а’— и 
изъ котораго можно получить значен1е я» удовлетворяю- 


щее данному уравнен1ю, то можно будетъ послЗднее урав- 
нене разсматривать какъ интегралъ порядка $, если только 
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это уравневе, соединенное съ тфми, которыя получаются 
от { — 1 дифФеренцированй, опредфляетъ значеная произ- 


(И 4—1 чу 
вольныхь въ Функщи #2, У, д’ рт. 


г“ 


Въ самомъ. дёл5, въ нашемъ предположени можно опре- 
дфлить постоянныя такъ, чтобы 


ах х 
имфли для х — %. произвольныя значеня у, У, ..., 49; 


потомъ ‘уравненме порядка ® — $ допускаетъ общий инте- 
тралъ, и новыя ‘поотоянныя, которыя онъ содержитъ, могутъ 


ЗИ р фу *——! 4 
‚быть выбраны такъ, чтобы у, 1.›'..›. 2”: обращались 


для д = 2% соотвфтотвенно въ У 9’, ..., 4". Общий 
интегралъ, о которомъ идетъ р$чь, будеть поэтому въ то 
_ же время интеграломъ даннаго уравнения. 

_ Нужно еще обратить вниман!е на слёдующее предло- 
жеюе, которое истекаеть изъ разсмотр$5юи, которыя мы 


_Только-что изложили: 


Есмь извъетно  первыль интераловз дифферениаль- 

но уравненя порядка п, то мы получим `иипераль по- 

_фядка К, если исключим Е —1 самыхь высшихё производ- 
` ные неизвестной функции изъ К первыль интетралове. 


Въ ‘частности: 


_ Если извъстино п первых интефаловь дифферениало- 

но уравненя порядка п, то мы получимь общий инте- 

_ Зфраль, если. искмочимь из этиль интефраловз п — 1 иро- 
изводныхь, которыя они содержат. 


Опредфлене частныхъ интеграловь и 060быя рёшеня дифферен- 
цальныхъ уравненй. 


\ 


634. Когда даемъ опред$ленныя значен1я произвольнымъ 
постояннымъ, входящимъ въ интегралы дифференщальнаго 
уравнев1я или системы такихъ уравненй, то мы: получаемъ 
результаты, которымъ дали назваве частных иниераловз. 


332 ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНЕ. 


Разсмотр®н1е частныхъ интеграловь очень важно въ н%ко- 
торыхъ вопросахъ, какъ это мы увидимъ далфе въ этомт 
сочинени, но оно не составляетъь предмета, который мы 
имфемъ въ виду. 

ихференщальныя уравненя. могутъ допустить рёшеная, 
не заключаюнияся въ ихъ интегралахъ; можно, вообще, по- 
лучить эти р®шевя поосредотвомъ чиосто-алгебраическихе 
дЪйствй, и имъ дали назвав1е особыхь уъшенаи. . 

Теор1я, посредствомъ которой мы доказали существование 
интеграловъ, не могла `сдфлать очевиднымъ существованая 
особыхъ р$ёшенш, потому что эта теорля предполагаетт 
непрерывность нзкоторыхъ Функц, которыя перестаюте 
быть непрерывными, когда перем$нныя, отъ которыхъ онЪ 
зависятъ, принимаютъ значен1я, отв$чаюция особымъ рЪ- 
шенямъ. Мы изложимъ сначала въ томъ, что будетъ слф- 
довать, случай дизФеренцальныхъ уравневй перваго порядка 

съ двумя перем$нными; мы покажемъ потомъ, какъ можно 
приложить т$ же самыя разсмотрЕнмя къ диеференщаль- 
нымъ уравненямъ высшихъ порядковъ. , 


0бъ особомъ рёшени дифференшальнаго уравненя перваго порядка, 
| основанномъ на авы ища интеграла. 


635. и рЕшен1е диххеренщальнаго уравнения пер- 
ваго порядка можетъ быть легко получено, какъ мы сейчаот 
увидимъ, посредотвомъ общаго интеграла. 

Пусть будетъ дихФеренщальное уравнене 


(1) ЗЕ = (У) 
И | 
(2) Е УЕ, 6) 


общий интегралъ этого уравнен1я, гдё С произвольная посто- 
янная. Дифхференцироване уравнения`(2) даеть 


19) = о 90% 6) 
ах 0 ' 


/ 
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_Уравнене (2) будеть выражешемъ вс$хъ Функщй отъ #, 
если только © разсматриваемъ какъ неопред$ленную ФУнкшю | 
отъ 1. Дизференцируемъ уравнение (2) въ этомъ предположе- 
ви, имбемъ 


ч Чу 07 (©, Ох дР (=, С) 90 
р | ах 0 с ах 


Но такь какъ (2) удовлетворяет. уравненшю (1), то’ для 
какого угодно хи С тождественно имЗемъ 


. ® в. ФО 
и это тождество не должно быть нарушено, когда вм$сто 
С подставляемъ какую-нибудь Функцию отъ 2. | 
Чтобы (4) также удовлетворяло уравненю (1), нужно, 
чтобы мы имфли 


его 8) ть г (2, 01, 
гд$ © есть нфкоторая ФУНКШЯ отъ т, а такъ какъ уравне- 

_ые (5) въ то же время имфеть мото, то мы должны 

< ИМЪТЬ 

д/з, С) аС 
9С а 


= 0, 


\ 


которое распадается на два, именно 
| ас 


О И 
и. *.. 9, С) о, 


< Уравнеше (6) даетъ С == с0п8ё. и снова воспроизводить 
‘общий интегралъ. Уравнене (7) опредёляет н$которое 
значеше О въ хункщи 2, именно 


которое вообще отвфчаеть особому рёшеню. Это рЬшенте 


(9) у = Е [, + (@) 
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можеть однако заключаться, какъ исключительный случай, 
въ общемъ интеграл; это можетъ случиться въ частности, 
если 4(1) обращается ‘въ постоянную. Мы не будемъ 
имзть особаго рфшен1я, если уравненте (7) не содержить (0. 


636. Нужно замЪтить, что уравневше (7) можеть быть 
представлено въ видё 


(10) 9—0, 


0% и 
ГДЗ С получено изъ общаго интеграла; если же оно не р$- 
шено относительно у и если оно имфетъ видъ 
(11). | Ф (х, у, С) = 0, 


то уравнеше (10) дастъ 


(12) - 95 = 0, 


Эта Формула, очевидно, исключаетъ особыя рёшенля 1==10- 
стоянной. Такъ какъ ничто не мЬшаетъ взять 1 за глав- 
ную перем$нную, то можно уравненлю (12) дать видъ 


9Ф 
9С 


аа эта Формула исключаеть особыя рёшешя у==постоянной. 
Особое рёшеюе получится, если исключимъ С изъ урав- 


ненля (11) посредствомъ (12) или (13). > 
Если уравнеше (11) такъ составлено, что о сохра- 
| | ? д%’ ду 
няютъ конечныя значен1я, то можно будетъ просто взять 


0$ 


но значемя ©, полученныя изъ этого уравнения, могутъ пе- 


рестать давать особыя р$шевя, если они ‘уничтожають 
0Ф 0$ 
д% @ ду: 
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—- 


637. -Пвтим зрЪ.— Пусть будетъ диФференщальное урав- 
нение 4 
| ау су \® | 
а (=, 
| ® й . . 
которое получается отъ исключеня С изъ уравневшя 


Ф (д. у, С) = (Вау 22 + 0) —4 (у 2" =0 


и того, которое получается отъ дизференцированя относи- 
тельно хи у. 
‘Здфсь имфемъ 


-—- 


д _ ба | 
55 =2@429 +2*-0] 


А 0$ 
исключене © изъ Ф —=0, 76 —0 даетъ 
у=— 2’, 
_но это значене у не удовлетворяетъ дизференцальному 


- ъ 4 | 0 
‘уравнению; нетрудно УубЪ$диться, что 00$ производныя 5, 


0дФ .- | | 0Ф 

ду УНичтожаются, когда дфлаемъ одновременно Ф = 0, с—9. 
° 0бъ особомъ ршенм дифференцтальнаго уравненя перваго порядка, 
выводимомъ изъ дифференцгальнаго уравненя. 


638. Пусть будетъ 


ЩИ 


и) = Е (м, У» 
©) | у=Г(, 6) 


его общий интегралъ такъ, чтобы 
(3) — ыы = Е [х, Г (2, С) 


у было тождествомъ. 


`Взявъ дифхеренщалъ уравневя (3) относительно О, по- 
_ ТУучимъ 
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{4) 9% (5, с_ д [х, {(х, ©)] 91 (х, 0) 
и д% 90 97 90 ’ 
или лучше к 
91 (=, 0] |0 Г(а О) | 
0% 00 | 06" __ _ ОЕ [1, Г(а ©)] 
х (5) _ Ё Г (5, ы Ре Г (%, 0) |. ий 
А 90? дс 


уравнене необходимо тождественное; можно дать С. такое 
значене Функщи отъ 1, какое хотимъ. Дадимъ.С значеше, 
‚ представляемое уравненемъ (8) $ 635, именно $ (5), удов- 
летворяющее особому рёшеню. Первый множитель первой 
части уравнезвя (5} сохраняетъ конечное значенте, отличное 


а 
оть нуля, потому что это есть значенме — п, или — У (2); 


взявъ дизференщаль уравнев!я (1) 6 685, получимъ 


д9° [(2, (С) ‚ 9 Г (а, С) аС 


—0200 Г 0 =” 


Что касается втораго множителя первой части ‘уравнения 
(5), то я говорю, что онъ-—безконечность. Предположимъ, 
что противное имфетъ м$сто, и положимъ для краткости 


ОР (х, ©) _ , 
абс» = Г’ (=, 0); 


множитель 9, которымъ мы занимаемся, мВ значенте 


_ ОЕ (<, 0) 
в 006  _ 0106 [-= Р’ (м и] 
Г (<, 6) — 9С 


Если © остается конечнымъ для С =), то то-же бу- 
деть и относительно ве 


еше 


это же абсурдъ; значене © = @) уничтожаетъ. знаме- 
натель этого выраженля, | 


Такимъ образомъ, значене С = 4(5) дБлаеть безконеч- 


_. ОЕ [х, Ё (%, 0) |, 
ностю значение В.О, которое можно написать такт: 


ГЛАВА УТ. И ен 35» ое 


ОЕ (т, у) 


о на 


ду 


Другими словами, особыя рфшешя уравненйя (1) друмя, 
чфмъ 1 = 018. должны удовлетворять уравнен1ю 
на Ты ЗИ 
м + 0Е (2,9) _ 
Поэтому эти рёшеня можно найти, не зная общаго ин- 
теграла дизхеренщальнаго уравненя. | 
° Данное уравнен1е можетъ быть выражено въ видф 
ав _ 1. 
ау Е(2 у 


0. 


- поэтому налиь анализъ доказываетъ, что особыя р®шевя 
то 
2% ф | ь д Е (5, 9) 
другтя, чЪмъ у ==с018%, удовлетворять уравнешю —5.^—==о0 


в: 1 ва _ Е (2, у) _ | 
ити: о — <, ШИ 5 — ©, Потому что 


Е (%.у) — 0 дало бы, по причин® уравневя (1), о 0, или 


= ©01${., исключенный случай, или наконецъ 


} 


к И. 
ы. И ея ° 
9х 


_ 689. Уравнен!я (6) и (7) могутъ быть написаны 


ду’ _ 0% _ 


} 0,1 г. 
ГД$ 9 взято вм%ото ы . Юсли поэтому данное уравнене`пред- 


оставлено въ видъ 


(9) у (=. 4, #) —=0 или Ч (4, у, 2) =0, 


_ то уравнение (6) обратится въ 


| 0 
(10) | , ду — 
4 ) 
04 
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а (7) будеть 


11) ТЕ ый 


7 — 


: 94 
Если данное уравнен!е составлено такъ, что т, не мо- 


ду 
гутъ быть бевконечностями, то для особыхъ рёшен1й. про- 
сто будемъ имть 


(12) 0, 


Исключене У изъ (9) и (10) или изъ (9) и (11) или 
изъ (9) и (12) дасть уравнене, которое должно удов- 
летворять особому рёшеню. Въ томъ случа, когда мо- 
жетъ быть употреблено уравнеюе (12), мы видимъ, что 
0с0бое р$шене получится, если выразимъ, что диззерен- 
цальнсе уравневше имбетъ два корня = равныхь между 
собой. 


640. Вполнё очевидно, что значеня у хункщЙ отъ #2, 
для которыхъ диффФереншальное уравнен1е имфетъ равные 
‘корни, не составляютъ вообще рфшенй этого уравнения. 
Разсмотримъ самый простой случай, тотъ, когда уравне- 


( 
н1е второй степени относительно о И роки его р$- 


шеннымъ относительно = . Пусть будеть 


м 
а = РИ, | 


гдф Ри © дв5 каюя- „нибудь Функции перемфнныхъ 4 и У. 
_ Значеюя у, уничтожающия @, удовлетворяють уравненю 
а. = Р только въ исключительныхъ случаяхъ; это _ слу- 
чится, наприм®ръ, если возьмемъ 

ау и | 1 ЕЕ С РТИЕГИИ СТВ 2 

фр — мы уму Ча. 


Функщя у = = И ах- 62. уничтожающая радикалъ,удов- 
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# 


 летворяетъ данному дихФхеренщальному уравненю. ДиФее- 
реншальное уравнене, представленное въ цфломъ видЪ, есть 


ау’ (у — 29’) — 6 (1 -- 9") =0 
общий интегралъ дается уравненемь 
аС (у — Сх) — (Е - 0) = 0, 
въ которомъ С предотавляетъ произвольную постоянную. 
641. Результаты, которые мы только-что получили, поз- 
воляютъ распознать вообще, что данное р&шене у = (5) 
дизФеренцальнаго уравненя_ | 


(1) | Е. = Е (2, у) 
если особое рёшен1е или частный интегралъ. Дйствительно, 
означимъ черезъ 2 новую перем$нную и положимъ 


у = $(%) - 2; 


_ преобразованное дизФеренщальное, уравнен1е будетъ удов-. 
летворяться для г = 0; мы предположимъ, что оно можетъ 
`быть представлено въ вид® _ 


(2} УР: = = 22 Ч (5, #), 


гдз ТФ (2,2) есть хункшя, которая для 2 =0 есть ни нуль, 
ни безконечность, а ; означаеть положительный показа- 
тель. Вопросъ, который мы имфемъ рфшить, состоитъ въ 
распознавли сущности рёшешя 2 = 0. Для того, чтобы оно 
было особымъ ршенемъ, нужно и достаточно, чтобы 
производная отъ 2 (, 2) относительно г была для г = 0 
безконечност1ю; эта производная есть 


(3) ы ре" Ш (, 2-2" (д, #), 


ке дФ (хе 
гдз 9” (х, 2) написано вм5сто и, 


_`” Жоли имземъ ‘в>1 или р=1, то первый членъ имфетъ 
для 2 —= 0 конечное значен1е; тоже самое относится ко вто- 
 рому члену, потому что, назвавъ 0 количество, заклю- — 


чающееся между О и 1, имфемъ 
29 


340 | ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ. 


«о (ое (д, 02) = 02" [Ч (д, г) — (а, о 


и въ нашемъ предположени та и другая часть Формулы 
для 2 —= 0 остается конечной. Такимъ образомъ, рёшене 
2 —=0 есть’ частный интеграль дифференщальнаго уравне- 
‚ я (2). | | 

_ Если в<1, то первый членъ выраженя (3), для 2—0, 
есть безконечность и порядокъ его есть — р; можеть слу- 
читься, что второй членъ будетъ также безконечность. но, 
на основами Формулы (4), его порядокь меньше 1 —ь, 
сл$довательно между двумя этими членами не можетъ быть 
приведеня. Въ этомъ случа рфшеюше 2 =—0 есть особое 
ршен1е уравневая (2) и сл$довательно, у = (1) есть осо- 
бое рёшеве уравненая (1). р 
| Я прибавляю, что можно ‘уничтожить особое рфшене 
посредствомъ измненля перемЁнной. ДЪйствительно, если 


1 
положимъ 2 =(И1—в, то уравнене (2) обратится въ 


са 

(5) | ый = (1— м) а ив) 
и это уравнеше (5) не допускаетъ бол$е р$шенля 2 = 0 или 
— 0. Это замфчане было сд$лано въ первый разъ Пуас- 


=— 


СОНоОМЪ. 


642. Намъ остается еще сдфлать очень важное замфча- 
н1е. Особое р#шеве предотавляеть огибающую или, если 
хотите, мото послфдовательныхъ перес$ченй кривыхъ, от- 
вфчающихь различнымъ значенямъ постоянной въ общемъ 
интегралф. Но можетъ случиться, что огибающая или одна 
изъ кривыхъ, которыя ее составляютъ, есть часть вида оги- 
баемыхъ. Въ этомъ случа® имфется замфчательный случай 
р&шев!я, имбющаго двойной характеръ особато рёшешя и 
частнаго интеграла; не будетъ безполезно дать примЪръ. 


Пусть будеть 

ч = С(#— С} 
; | | 
уравнен!е огибаемыхъ. Дифференцирован1е относительно (9 


даетъ 
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@—0@—0=0: 

огибающая поэтому составится изъ двухъ кривьгхт, кото- 
рыхъ уравнен1я мы будемъ имЪть, если зам нимь въ урав- 

. Хх 
неви огибаемыхъ ( черезъ 1 и черезъ 55; такимъ образомъ 
получим = 
_ 427 

21 
РЕшенме у ==0 есть частный случай огибаемыхъ, потому 
что оно отвЁчаеть случаю (=0. 


0бъ особыхъ р5шеняхъ дифференцальныхъ уравненй порядка выше 
перваго, выводимыхъ изъ какого-нибудь изъ первыхъ интеграловъ. 


645. Разсмотрфя, которыя мы только-что развили, 
прилагаются къ а уравнен1ямъ вофхъ по- 


_ рядковъ. | 
_ Положим» 
т 
(и) сл ду®—1) 
= У, с = У ны) = = 9%), 


и разсмотримт дизоеренщельное А порядка я 


(+3 | у) = Е (м, у, 9, и, 9"). 


Пусть будетъ. 
(2) | а Ра", ... ; у, С) 


_одинъ изъ и первыхъ интеграловъ уравнения (1), гд® С есть 
произвольная постоянная. Взявъ дифФереншалъ уравнемя 
(2), получимъ  — 


дТ 


8. =. ь о 


Щ | РЕ ®— 
--... т диз) 9 (" $), 


5: я 


ий То 


Уравнеше (1) должно Вий тождествомъ, если зам$- 
нимъ 1/") и 9") ихъ значешями, взятыми изъ уравненй 
‚ (2) и (3); такимъ образомъ, уравнен!е о 

+ 5! Р ОГ __ —3 И ыы аи (8—2) Е 
®. 94 у“ кет ее ду"—3) 9 т ду@#—з) Г = Е (2.у, у ы ... У“ Г) 
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должно тождественно имфть мфото, каюме бы ни были 
1,9, 9',..., М и С. 

Теперь, если разсматриваемъь (0, какъ Функщю отъ 
т, 9, 49,..., (", то вторая часть уравневя (2) можеть 
быть разсматриваема, какъ хункщя также произвольная тёхь 
же количествъ. Оъ этой точки зр$ня уравнеше (2) можетъ 
‘удовлетворять уравнен!ю (1). 


од у атас 
Выражене (3) 4") должно быть увеличено на 54а- 


уравнеше (4) не должно изм®ниться, если прибавимъ къ 


первой части то же количество; поэтому нужно, чтобы это 
количество было нуль. Множитель 


ФС 


НЫ 


даеть С —с018., это же отв$чаеть первому интегралу. 
Поэтому для особаго р5шеня ‘уравнен1я будемъ имЪть 


д 
(5) | 5 = 0, 


откуда получаемь значен!е С въ хункши количествъ 2, У, У... 
/"—?). Если внесемъ потомъ эти значеня въ ны 0), 
то получимъ 060обое р$шенте. 

Мы видимъ, что это рёшен1е имфетъ Видъ 


‚< Одув—4) 
(6). 5 


—— 0, у@—*) = Г(х, У, у", в. ‚ У"—®), С), 
и что, если первый интегралъ представленъ въ видЪ 
(7) Ф (7, 9, 9", №28 69 у"— 1), С) —= 0, 


‚ особое рёшене дается Формулой 


| ду@—*) 
644. Не нужно думать, что каждый первый интегралъ 


уравнёная (1) можетъ отвфчать также особому рЪшеню; 
не трудно доказать, напротивъ, что, прилагая „правило, 


\ 
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только-что нами Полученное, къ каждому изъ п первыхъ 


интеграловъ, постоянно получимъ то же самое особое рЁ- 
_шен1е. „ДЪйствительно, пусть будетъ 


9 Ф, (2, у, 9’... , 9, В) = (р 


другой первый ‘интегралъ уравненля (1), гдф В произвольная 
постоянная. Если изъ уравневй (7) и (9) исключимъ у"—*), 
то получимъ СЕ порядка пя — 2, 


(10) С: 6) =0, 


которое ‚будетъ вторымъ интеграломъ уравненля (1); мы пред- 


. положимъ, что мы представили уравнене (10) въ такомъ 


видф, что частныя производныя оть Ф не могуть быть 66е3- 
конечными, пока количества, входяпия въ Ч, остаются ко- 


_нечными. Означимъ черезъ 
_@1 | _ Мау, У,..., 9-9, В, 0) =0 


‚ результать дифференцированя уравненая (10); очевидно, мы 


воспроизведемъ уравнения (7) и (9), если исключимь Ви С 


° Изъ уравневй (10) и (11). СОлБдовательно, если предполо- 


жимъ, что В замфнено въ уравненли` (11) значешемъ, взя- 
тымъ изъ уравненя (10), то это уравнение (11) совпадаетъ 
©ъ уравненшемъ (7) и оно можетъ служить для вычисленля 


ы ь 1) | 
частной производной м, которую нужно, для получентя 


” особаго р%шевля, отвфчающаго первому интегралу (7), при- 


равнять нулю ($ 643). 
_ Дизхеренцируемъ поэтому уравненя (10) и АЕ раз- 


_ ©матривая С какъ произвольную перем#нную, В и\У" ) какъ 


дВ$ хункщи этой перем$нной; будемъ имЪтЪ 
— м отав. 
90 Г 9вас >= °’ 
дм” оч’ ав, д’ дуе-о 


о Оооо ВЫ ВН РИ 
29 ГВ 94" 0и"-й 96 
Исключимъ :. изъ этихь двухъ уравненй; по причин$ 
04" 0% _ ` 
ду®=0 = дуб) получим 


1 


34.4 ИНТЕГРАЛЬЕНОЕ ИСЧИСЛЕНТЕ. 


ИЕ И 

ОВ ду") 06 ^ 0В0С 000В` 

Такимъ образомъ особое рЪшене, вычисленное однимъ. 

изъ первыхъ интеграловъ (7) ‘или (9), опред$ляется урав- 
невемъ ^ 


д 04’ ду 0 
(1 В 96 508 —“ 
это р®шене получимъ, если исключимъ В и С изъ урав- 


нений (10), (11), (12). 


0бъ особыхъ рьшентяхъ дифференщальныхъ уравненй порядка выше 
перваго, ВывоДимыхь изъ Дифференщальнаго уравненя. 


645. Особое рёшен!е дизференшальнаго уравнешя ка- 
кого-нибудь порядка можетъ быть опредЪлено, когда оно. 
существуетъ, изъ того же самаго дифференшальнаго ‘урав- 
ненля. 

Разсмотримъ диъференцальное уравнение. 


(1) _ Е(, уу, у",..., 98) = 0, 
и пусть будетъ , | 
(2) | Г(х, у, 4’, ..... ПТ, 0) =0 


какой-нибудь изъ и первыхъ интеграловъ; взявв дифферен- 
цпаль уравнения (2), получимъ . 

(3) ОУ ую о 
Предположимъ, что мы получили изъ мВ (3) значенле 
_О вф Функции х, 9, У,..., 9” и подставили въ ‘уравнене 
(2); это уравнене также одфлается дизхеренщальнымъ урав- 
ненлемъ и его можно будетъ‘ употребить для вычислен1я 
производной /”Г) порядка п -- 1, которое получилось бы 
прямо изъ ‘уравненля (1). Взявъ поэтому дизхеренцшалъь 
уравненля .(2), получимь 


ЕНУЗу +... +5 ие 


хр ю с до ВА 
790 ав ТУ ду Р.Н" *9 диз) = > 


| 
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Но первый членъ первой части, на основан!и уравненя (3), 
есть нуль, и мы просто имЗемъ 
р _ ОЕ [96 ОС 

Ее (п ) = 

(4) — 90% Т7 +. +! в) = с. 
Вотъ въ какомъ вид$ можно представить уравнеюпе, по- 
_ длученное отъ диехференцированя уравнен1я (1); въ случаз 
особаго р$шеня, оно обращается въ тождество и не мо- 
жеть служить для опредфлешя у"т®о; дЪфйствительно, для 


- ` я ОГ 
такого р$шенля имемъ эс = 0, если только предположимъ, 


что уравнение (2) р$шено относительно у"-*. Не трудно до- 
_ казать, что значеше уУ"*°, полученное изъ ‘уравнешя (4), 


0 
_ по уничтожени множителя в не отв$чаетъ вообще 0осо- 


бому рёшеню. 

_  Предположимъ, что уравнев!е (1) такъ составлено, что 
его первая часть есть вполнз опред$ленная хункцля ко- 
 личествъ, которыя въ нее входятъ и которыхъ частныя 
 производныя остаются конечными; дихференцироване даетъ 


ОК ‚ К 
дя ГУ бу 


К Е 


_& такъ.какъ это уравнеше не даеть болфе значевня 9“Г*), 
отв чающаго особому рёшен1ю, то для этого р»шенля необ- 
ходимо будемъ имЪть 


в) о. | ды = ° 
- И. 
ош 9 Е „де Е 
_ (6). да ТУ ду т. У а 0. 


| _ 646. Намъ остается сдфлать послфднее замфчан1е о отно- 
сительно теор1и особыхъ рёшенй. Пусть будетъ 


(1) | П (2%, „у,. .. 5-9. =0 
особое р$шене уравневя порядка п 


я щи... , 9) =0, 
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х 


Если это особое ршен!е дЪйствительно порядка п — 1, 
то его общ интеграль содержитъ п — 1 произвольныхъ 
постоянныхь и этоть интегралъь удовлетворить ‘данному 
уравнентю. (Особое рёшен1е можеть само имфть 060бое 
р$шене, но очень важно замфтить, что это а: не 
удовлетворяетъ вообще данному уравнен1ю. 

Дфйотвительно, по предположен!ю, уравненле (2) вполнз 
. удовлетворяется, когда подставляемь въ него значеня 
"о и У”, полученныя изъ уравнешя (1) и того, которое 
получается отъ его дифференцированя; но это посл$днее 
уравнен1е есть | 

м, ‚дп дп 


ВЕНЕ Е (в) ——_ — 
Е у та = 9 ) 04(®—4) 0, 


и оно перестаеть опредЗлять у®), какъ это мы видЪли ВЪ 
предъидущемъ параграФЪ, когда дфло идеть объ особомъ р$- 
шенли уравневя (1). | 


Приложенге предъидущей твор къ примЪру. 


647. Я думаю пояснить примфромъ ту важную теор1ю, 
которую мы только-что дали. Пусть будетъ уравненше 


(1) Ее — 44-8, 
ВЪ которомъ @ и | ДВ произвольныя ПОСТОЯННЫЯ И которое . 


Лагранжъ разсматриваль въ своихъ Геботв зит е сающ 4е 
Готсйотз. Имбемъ 


(2). И 28—60. 

Исключене 6 даеть >. 
_ @® 2). +2 — а (4299 +=) 9) =, 
у =. | ах. № 


от исключевя а имжемь 
4 


(“) | (5%) +79 вии] (и) ++) =0 


Потомъ ад (2) даетъ 


О ре 


— 
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у 


2 


1 ау 
откуда @ = т Внеся это значен1е 4 въ уравнение (3), по-. 


лУучимъ 


® а+ (0) (2+5) р На -у=0. 
Уравнене (6) есть диФхФеренцальное ай втораго по- 
рядка; уравневя (3) и (4) его первые интегралы, уравнеше 
{1) его общий интегралъ. 

Выразивъ равенство корней а уравненя (3). или равен- 
ство корней 6 уравненя (4), найдемъ особое и урав- 
нения: (6), именно: 


нае 1 (9 + (2+5) 2 ау =0. 


Если желаемъ получить это уравнен!е (Т) изъ дифее- 
ренщальнаго уравненя (6), то дихФеренцируемъ это посл$д- 
нее и мы найдемъ 


434 „49 _ 1 
423 [а д 4 


- / | | 
ьа | г 
_Приравнявъ коэхеищенть „=„ нулю, найдемъ 


а 2 
к. 29 9 _ | 
№ 29-426 
наконецъ исключене к изъ уравнешй (6) и (8) даетъ 


Уравневе (7), которое мы получили посредотвомъ первыхъ 
| = 6% | 
интеграловъ. ‘ | 
* Фу >. 
_ Если рёшимъ ‘уравнеше (7) относительно 7„, то най 
демъ 


ау ИЕ Е нь ыы 
ах 4 4. 


и мы можемъ написать 


ду 
И 16у- 47 + & 


ИТ — м = 0. 
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Но первый членъ первой части есть производная радикала 
й | 2 „4 = А п. ь 

И 1649-+41?-+1^, между тфмъ какъ второй членъ есть произ- 

водная. 


хит - &* + 105 (# УТ &°). 


Поэтому 060бое ршеюше (1) получится, если возьмемъ диффе- 
ренцалъ уравненя 


(9)  Упбу-ая ал —сути-— ю8@ + Ут *)=Н 

гдф Н означаеть произвольную постоянную; другими сло- 
‚вами, уравнене (9) есть обиай интеграль этого особаго 
‘р$шевная. 

Уравнене (7) также иметь особое рёшеве и его. можно 
получить изъ его общаго интеграла (9). Такъ какъ онъ р5- 
шенъ относительно постоянной произвольной, то достаточно 
будетъь приравнять безконечности производную его перваго 
части, взятую относительно у. Такимъ образомъ найдемь | 


- 


Это значеме у вполнф удовлетворяеть уравнению (0 но оно 
не удовлетворяеть уравнен1ю (1). 


№ 


0. замчательномъ классъ дифференщальныхь уравнений. 


648. Оканчивая эту главу, я дамъ нзкоторыя краткя по- 
нят1я, относящияся къ классу дифФеренцальныхъ уравнений, 
ре ВИНА сначала Лагранжемъ и которымъ я далъ 
очень развитую теор1ю въ МемуарЪ, составляющемъ часть 
ХУ Ш тома Уоити ае Майётайдиез ритез её вройдиеез. 

Пусть 1, у двБ перем$нныя; У, у”... послёдователь- 
ныя производныя отъ ‘уу аи 6 двё произвольныя постоян- 
ныя. Если два уравненя - | 

. (1) , ф (5, 9, У’, ый ., /(®)) =, 

| | $ (3 у, Уу,..., ИЕ 

суть два первые интеграла одного и того же дизхеренщаль- 
наго уравненя У = 0, и если 
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о № \У,.... 409,00 


происходить отъ исключешя у®), то это послфднее будетъ 
вторымъ интеграломъ уравненая У =0. Я прибавляю, что 
_ то же самое ‘уравненме (2) будетъ первымъ интеграломъ 
уравненя 


| (3) Е ($, 4) = 0, 


гдз Е означаеть какую-нибудь хункщю, если только здфеь 
разсматриваемъ чи 6 какъ постоянныя,. связанныя между 
собой уравненемъ | 


© Е (<, 6) == 0: 


‚ Действительно, если р5шаемъ систему, образованную изъ 
уравненля (2) и того, которое получается отъ дифференци- 
‚ рован1я, относительно а и 6, то велФдетвые нашего предполо- 
женя найдемъ & =, 6 —=$; и такъ какъ МЫ предполагаемъ 
я И 6 связанными уравневлемъ (4), то ясно, что ‘уравнене 
(3) будетъ удовлетворено. 
Теперь, для получения особаго рёшевя уравнения (3) 
можно употребить его ‘первый интегралъ (2). Мы предполо- 
_жимъ этотъ интегралъ такъ написаннымъ, чтобы производная 


Е 2 
д ("—1) 


статочно взять диъФеренщаль уравнен1я (2) относительно 
_ произвольной а, разсматривая 6 какъ Функц оть &; такимъ 
образомъ получимъ 


не могла сдфлаться безконечност!ю; тогда будеть до- 


97 а 
да [Де --- 98 (6 —- 0. 
Сверхъ того уравнене (4) даетъ 
р 
> (91 —- 98 46 — 0; 
46 _ 
исключая же отношен!е =, получимъ 


оГдЕ 0ГодЕ 


в — _ 040806 а 


это уравневе (5) есть именно искомое особое. рёшене. 
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649. Примвръ Г. — Предположимъ, что требуется 
найти плоскую кривую, зная а Зы мъсто центровъ 
кривизны. а | 

Если означимъ черезъ д, у координаты искомой кривой. 
‚ черезъ а, 6 координаты центра кривизны, то будемъ ИМЪТЬ 


(\ 195) 


Е - д т. м _@%”. 
< | #—% м. . = ау ы 
| с ° 
если же а 
@ Е (9 =0 


есть уравнен1е данной кривой, то дизФеренглальное уравне- 
_н1е задачи будетъ 


су 
о аа 
Я д 


оно принадлежитъ ко второму порядку. Но если разсматри- 
ваемъ & и 6 какъ произвольныя постоянныя, то уравневя 
(1) будуть двумя первыми интегралами одного и того же 
уравнен1я третьяго порядка 


х р. 39 ОЙ) 
к: (я) аи 3% (шй) = 
Этотъ же случай мы разсмотр$ли ВЪ предъидущемъ парагра»$З. 


а | г 
Исключивъ Е изъ уравневй (1), получимъ 


бо б-ур = 


‚это же есть первый интегралъ уравневя (3), гдё а и 6 по- 
стоянныя, связанныя между собой уравневемъ (2). Первая 
часть уравнен1я (9), за исключенемъ постояннаго, есть произ- 
водная 

. бе 


если означимъ черезъ В, новую произвольную постоянную 
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то обиий. интеграль уравненля (3) будетъ 
(д — =) Е (у— 6)* = В*, 

гдЪ а и 6 связаны уравненемъ (2). Общее р$5шене данной 
‚задачи поэтому дается окружностшюо произвольнаго радтуса, 
и которой центръ есть произвольная точка данной кривой. 
Но съ точки зр$н1я геометраи это не есть правильное рёше- 
н1е; оно есть ничто иное какъ особое р$шене. уравнен1я 


(3). Чтобы получить его, нужно дифхФенцировать уравнене 
(5), разсматривая я и 6 какъ одн$ перем$нныя, что даеть 


. 6-4 
` (6) = ао 


. 96 
гдБ отношене ->_ должно быть получено изъ уравневая (2)- 
Уразнене (6), которое только первой степени, есть именно 
то, которое нужно положить, когда предполагается найти | 
разверзающия данной кривой. 


_  650.`Примзръ П. — Предположимъ найти лиши кри- 
визны поверхности втораго порядка съ центромъ. 
_ Уравнене данний поверхности есть 


(1) | | | + и З _ нь 


_ дифференщальное уравнен!е проэкцй лиший кривизны на 
плоскость 44), одфлавъ ду = у ах, будетъ ($ 841) 


\ 
| с 9 тв та ИИ 
(2) (= > Ио 2") — 0* =0 
ИЛИ 
(3) х — 6 — 6 =0, 
ПОЛОЖИВЬ 
В С с? — 6 т Е 
(4) в) 7) с — ба (9* #99) = 6. 


Но когда разсматриваемъ а и 6 какъ произвольныя постоян- 
ныя, то предъидупия уравнен1я отъ дизхеренцирован1я ито 
_и другое дадутъ | 


857 _`ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ. 


ху! ее: 4” —- ху” ПЕ 0; 


поэтому. они составляютъ два первыхъ интеграла этого по- 
слёдняго уравнешя, и мы можемъ къ уравненшю (2) прило- 
ЖИТЬ ре } 648. Исключивъ У’изъ уравнен!й (4), най- 
демъ 


аи 6 связаны уравнешемъ (3), поэтому мы положимъ а— р, 

а =" — 6? и уравнене проэкщй линй кривизны оконча- 

тельно будетъ й 
6 (с И 


5 к ^ | р 
© | ом ° (8 — 6) (№ — 60°) — 


гдв в? произвольная постоянная. 

Такъ какъ это уравненле (5) симетрично относительно о. 
и в, То, если разсматриваемъ р какъ перем$нный параметръ 
и № какъ’‘опред$ленное количество, оно представить равнымъ 
образомъ проэкщи лин! кривизны поверхности 


—1, 


| 28 
<6) а 
а если ри р имфютъ въ то же время опред$ленныя значе- 
ня, то уравненае (5) представитъ проэкцщюо лини кривизны, 
общую поверхностямъ (1) и (6), которая будетъ поэтому пе- 
рес$ченлемъ этихъ двухь поверхностей. | 

Если въ уравнении (1) имвемъ р>с3, в должно заклю- 
чаться между би с или быть меньше с, потому что иначе 
00$ поверхности не пересвкутся. ‘Отсюда заключаемъ, что 
три уравненя 


г, у ги г —=1 
р” ра бр 7% 
7? 3 2? : 
== = 7 з +4, 
и — 06° С — в 

д „,8 2? 

ое, __ Е 


ВЪ которыхъ би с>6 — опредленныя постоянныя, ыы У 
три перем нные. ый заключающиеся. первый между 
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‘сис, второй между 6 ис, и трей между 0 и 6, пред- 
“ отавляютъ систему трехъ такихъ видовъ поверхностей. что 
одна какая-нибудь изъ поверхностей одного изъ видовъ пе-. 
ресзкается вс$ми поверхностями двухъ другихъ видовъ по 
своимъ лимямъ кривизны; это свойство мы доказали уже по- 
_средствомъ теоремы Дюлэна ($338). 


651. Примзрьъ П1.— Уравнение 
| де (99 
7—2 па +4 (2%) 


къ которому мы вернемся въ сл$дующей глав, принадле-” 
жить: къ тому классу уравнений, которыми мы занимаемся, 
потому что уравнен!я 


_ ТД ви В означаютъ дв произвольныя постоянныя, суть. 
первые интегралы уравнен!я 


4? 
И 0. 
Исклю ву МЪ` 
_Исключивъ „, получимъ 
9 — 2 -|- В, 


это же есть обпий интеграль даннаго уравненя, когда раз- 
сматриваемъ В и « какъ связанныя уравненемъ 


г —= (а). 


Особое рёшене очевидно ‘получится, если исключимъ & 
ИЗЪ ДВУХ ‘уравненй 


у = «5 -- (<), О=#-Р(@). 


СуррЕ. Интегр. иочисл. ° | 83 . 


< 
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`ОБЪ ИНТЕГРИРОВАНИ ДИФФЕРЕНЦТАЛЬНЫХЬ 
УРАВНЕНШИ ПЕРВАГО ПОРЯДКА. СЪ ДВУМЯ ПЕ. 
`РЕМВННЫМИ. 


Объ отдфленм перемфнныхъ. | 


652. Послё изложен:я главныхь положен теори диз- 
 фхеренщальныхъ уравненй мы должны разобрать случаи, въ 
которыхъ мы знаемъ какъ найти интегралы. Въ этой главф. 
мы будемъ заниматься только ны перваго порядка 
съ двумя пороманиия. , 

Самый простой случай есть тотъ, въ ‚ которомъ перемён- 
ныя отдьлены; въ этомъ случа интегрироване диззерен- 
ц1альнаго уравнен1я зависитъ только отъ квадратуръ. Мы 
говоримъ, что перем$нныя отдфлены въ дихФеренщальномъ 
уравненш, когда это уравнен!е ‘приводится кь виду 


ау _ 
х+У т =0 


ИЛИ 

(1) | Х ал - Уди=0, 

гдф Х есть данная хункшя оть 5, и У данная хункщя отъ 
у. Если означимъ черезь 25 и у, каюя-нибудь опред$лен- 
ныя количества, черезъ (С произвольную постоянную, то 0б- 
пли интегралъь уравневя (1) очевидно будетъ 
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ее. ри Гу = С. 


Можно даже взять для этого отр 


_ 8) = ]хе+[ "тд 0, 


гдф д, какое-нибудь мы значенше и 9, означаетъ 
произвольную постоянную; эта постоянная есть именно то 
значене, которое принимаетъ у, когда даемъ х значеше 2. 
_ Задача, имющая предметомъ интегрироване дизхерен- 
шальнаго уравненая, должна быть разсматриваема какъ р%- 
шенная, когда перем$нныя отд$лены; иногда случается про- 
извести отдфленле посредетвомъ изм$неюя перем$нныхъ; мы 
‘увидимъ въ этой глав$ различные примфры. 


г 1 , 
‹ Если уравнеме у —0 имфетъь корень @, то диззерен- 


щальное уравнение (1} очевидно допустить рёшен!е д = а, ко- 
_ торое будетъ (3 641) особое рЕшеше или частный инте- 


, й 1 
гралъ. Также, если уравнене х — О допускаетъ корень 6, 
то данное уравнеше будеть имбть 060бое р®$шеве или 


частный интегралъ ‘у =. 


653. ПрРимзРры. —1) Раземотримъ дифференцальное 
уравневле 


— 
“. 


ему можно дать видъ 


Но 


“аа _ 1” РЕ Е а \ /1- 2 
°1— 2% Я ‚ 1-2 ен Ут» 


23% 


1 
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й также 


У ЕЕ 
НИ 1—9 
Если же вмфсто С напишемъ 105 ИС, то предъидуний ин- 
тегралъ обратится въ 
1+2) а У) _ с 


| | _ а@а-да-я ^ 
Нредположенме ©С=—0 даетъ частные интегралы #=—— 1, 
у —= — 1; предположене С = со ‘даетъ два, другихъ частныхъ 


интеграла 2== +1, у = + 1;'’это же. согласуется съ ре- 
зультатами, полученными въ & 641. 
2) Пусть ий» теперь уравнение 


Ут — чз 
= 0; 
де И 
ему можно дать видъ , 
_ @я Чу  _ 
Ив уг 


и оно иметь общимъ интеграломъ 


ате зш-- аге эту = аге япС, 


тдЪ С произвольная постоянная. Если возьмемъ синусы об%- 
ихъ частей, то получимъ 


У зу ия 6 
Подобно предъидущему примфру данное дизФеренцальное 
уравненле ‘удовлетворяется для х = =1, у==1; но мы 
видимъ, что эти р-шенмя уже особыя р&шенля, а не част- 
ные интегралы, потому что обиий интегралъ не можеть 
обратиться въ тождество ни для одного Значеня произволь- 
ной постоянной, когда предполагаемъ д==-= 1 или. и Е 
это заключен1е согласно съ теорей 5 641. 
Е 7 ду _„(/у 
Интегрироваше уравненй вида 5. =/|:.). 

654. Когда д$ло идетъ о диззеренцальномъ уравнении 

вида, 
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(1) | ат =Е д’ 
то перемённыя можно отдфлить посредетвомъ подотанов- 
леня 
(2) — к. + у = 2х, 
гд$ 2 новая перем$нная 
Дъйствительно, имбемъ 
| | у де 
| (3) Я. не 


подотавивъ же предъидуция значения у И Е. ВЪ \уравнеше. (1), 


_получимъ 
® в += К) 
_ откуда 
| й 42 ах 
ее РЕЬО, 
| | К)—г хх 


| Поэтому, взявъ интегралъь и означивъ черезъ С произволь- 
ную постоянную, будемъ имфть 


4 ° @2 2х _ 
©) Иа № 
или, 
| " 4 х | 
о ао 


Значения Жи 2о Могутъ быть выбраны по произволу; если 
разсматриваемъ 2, какъ произвольную постоянную, то можно 
Проще написать 


° 2 _ п 
и Юрн-=0, 
}. го- т 
_пбдобно тому какъ мы уже получили это въ $ 658. 
_ Очевидно, уравнене 


+9 О или Рах -- ау =0, 
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въ которомъ Р и ©) означаютъ однородныя Функщи одной и 
той-же степени двухъ перем$нныхъ 2 и у, имфетъ одинъ 


| ЕР * 
и тотъ же видъ съ уравнеюмемъ (1); потому что д есть одно- 


родная хункщя степени нуль перемнныхъ х, 9, и сл5дова- 
тельно, можно положить 

не В — 

© % 


655. Примфре Г. — Даны двъ прямоуюльныя оси Ох, 
Оу, найти такую кривую ММР, чтобы радусз-векторз ОМ 


былз равенз разстояию ОТ отз начала координатз д0 точки 
_ ТТ, 30% касательная вг М встръчаетз ось У. _ 


Уравнен1е касательной МТ въ точкф М (5, 9) есть. 
_ Ч | 
У—у= рр (Х —%), 


и если одБлаемъ Х =0, У = —У2? | 9?, то получимъ диФ- 
херенцлальное уравнен1е искомой кривой, именно 


4у УТУ у 
р д. 


ий 
Положимъ 


Чу _ а | 
у = 22, тт 


предъидущее уравнен1е обратится въ 


` 2 ах 


Х ? 


2 


И1-- г 


перем$нныя отд$лены, а такъ какъ имфемъ 


42 И 
паи ИЛИ 
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2 = — 105 х -- с0п3., Лята кет ра (#2 + УТ-Е =) и ев ео. 


то интеграль будетъ 
108 (2 + УТ-- 2) =1021 —105 С, 
гд% 105 © есть произвольная постоянная. Можно также на- 


писать 


г+УГЕА=- 


7 


_взявъ же обратныя значешя обфихъ частей, получимъ 
—2-И1 -- о 


Вычтя наконецъ иен уравнеше ИЗЪ предъидущаго, 6+ 
демъ имЕтТь 


или, написавъ 7 вм5ето 2 
21° — 8 Су — С° =0. 


Это уравнев1е представляетъь параболы, имбюпия хоку- 
сомъ начало координатъ и которыхъ ось совпадаетъ съ осью 
у. Взявъ дизхеренщалъ относительно С, получимъ 


У - С = 0, 
это же дасть мнимое обобое рёшенле. 
28 -- 4 = 0; 


диФеренщальное уравнене задачи дфйствительно уованнюе 


\ 


ряется, когда полатаемь у=И— 1. 


656. ПримврРьъ Ш. — „Найти интераль дифферениаль- 
нло уравненя  - 


(ах -- 69) аз (вх- Ву) ду =0, 


6% которомз а, 6, а, © означают» данныя постоянныя. 


360 о ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ, 
Черезъ подстановлене 
И = г, фу = х4г -- гах, 


данное уравнене обращается‘ въ 


Е | (@ -- 6/2) 42 4% 
ааа я - 
ИЛИ 
4х _ (ба) |262 в _  (@— 6) е 
р ин Ката) Е вет Роген =, 


_ Два первые члена этого уравневя образуютъ дифференцлалъ 


суммы 
105 2* -|- 108 [а + 6 + а) 2+ 6/2] = 108 [а2* -- © + а) му - 691]; 
поэтому черезъ интегрироване им$емъ 


9 —в а _ 
а 6 еб 


— 60155. 


108 [аа* -- (© в) у - 69| +| 


Нсли положимъ | 
(а — 0) — 4 (@6’ — 64’) = -—Н, 
гдё Н положительное количество, то’ послфдей членъ предз- 
идущей хормулы будетъь имфть значенемъ | 
“—6 Эра Не-а’ —УН 
уН 829: Но--а Рун 
или | 


8 (а — 0) 


у 
я атс Тапо 2 то-та, 


УН 

смотря по тому, будетъ-ли — Н положительное или отри- 
цательное. Интеграль даннаго ‘уравнемя поэтому, въ пер- 
вомъ случа, будетъ эй 


ое и —6. 9Збу- (6 --а’—УВ я 

] Ф / р З —— | и =О, 
о а биту 

и во второмъ случаф | 


и__ | > 
105 [@2° -- 6 а’) ху - 0" | -- Е атс {ал А = С, 
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‘тд С означаеть произвольную постоянную. ` Въ случа% 
 Н=оО послфдый членъ есть алгебраическй и его значене 
| | — 2 (а’ — 6). 5: | 
2 бу- Ва) д’ 
Очевидно, интеграль даннаго уравнешя можетъ быть 


только алгебраическимъ, если количество == Н положительное, 
и въ этомъ случа нужно, чтобы мы им$ли` 


а’—б т 


ин” 


2 


ГД тит цлыя числа. 


651. ПрРимврЪъ 1]. — Найти рек анейиь 
нао уравненя \ 


(ах - бу ©) 4% -| (“а бу + с) ду =0. 

Уравнене. о которомъ идетъ р$чь, не однородно относи-. 

мах. ) 

тельно перем$нныхъ 5, 9, но его можно привести къ виду 

`однородныхь уравнений черезъ измнене перем$нныхъ. По- 
лОЖиМЪ | 

й = |<, у=% У, 
_ ТД и новыя ре и г опредблии» постоянныя 
ых Чо уровня 


_ аж бу + в =0, ны 
_ Преобразованное уравнене будеть 
(аа +) ах + (г бу) ау =0, 


- и оно соотвтотвуетъ уравненно предъидущаго примфра. 
_Можно еще поступать такимъ образомъ. НПоложимъ 


ях -- бу е= чм, ад —— бу -- © =, 
ГД. м и 9 новыя перемённыя; будемъ им ть 


Зи -9-0-9 , _ в<@—--чи—9 


а — в  °’ аи — 64 


9 


и данное уравнев1е обратится въ 
4 (67 4и — 045) + %(а до — аи) =0 | 


362 | ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНТЕ, 
или 
(би — 03) ди + (в — 64) Ф =0, 


это же есть однородное уравнене относительно перем$нныхъ 
ии 5. 

Оба, преобразован, _ТОлЛЬКо-ЧТо нами употребленныя, не 
удобны, когда | 


аб’ — 64’ = 0; 
тогда имфемъ 
р / 
и=-, 


и данное уравнене есть 
(ах -- бу ть в) а Ё (ах -- 6) -- я Чу —= 0. 


_ Чтобы отдфлить перемённыя, достаточно положить 


ар -- фу = 2, откуда ду = ты. 


тогда уравненле обратится въ 


(“2 ас”) 42 


| ит (© — а а- (66— ас) 


= 0, 

и перемфнныя отдёлены. Этотъ результатъ годится въ слу- 
ча$ а —=0, 6—0; но если а =0, 6—0, то нужно упо- 
требить преобразованию | 


ый = & 


Интегрироване линейныхъ’ уравненй перваго порядка. 


3, 


658. Дизхеренщальное уравнене перваго порядка назы- 
вается линейнымь, когда оно первой степени“ относительно 
одной изъ перемённыхь и ея производной; такое уравнене 
Поэтому имфетъ видъ 


(1) -- т Ху т Х, — 0, 


__ ое , РВ 
гд$ Х и Х, данныя Функщи независимой перемённой х. 
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Произведя ‘отдфлеюме перем$нныхь, нетрудно произ- 
вести интегрироване уравненя (1). Для этого положимъ 


{2) | | у =02, 


_ТДВ 2 новая перем$нная и @ хункщшя оть 1, которую мы 
предоставимъ себ опредфлить по произволу. Уравнеше (2) 
_„ Даетъ 


15) =, -_ ИА 


‚941 
«7 


подотавивъ же аи у и д. въ уравнете (1), получимъ 


2 #9 
9 — ЕК 9 =): 
(4 _ тя 2 (15 + хх, о 
Теперь мы можемъ опредфлить хункщю @ так, чтобы 
она а уравнентю 


5 _ Е | = я + Ж9= 


И обращалась въ единицу для =. Уравневе (5)} есть 
_ дифФереншальное уравнене, въ которомъ можно отдФлить 
перем$нныя, написавъ его въ сл$дующемъ вид$: 


\ 


о ха =0,. 


и мы заключаемъ, что 


о 


& [к 
(6) | 1060 —=— |: Хам, 0=е °* 


“Потомъ, по причин$ уравневая (5), уравнеше (4) приводится къ- 


ох, —0 или аа 4—0; 


ерем$нныя опять отдфлены, и интегрированле даетъ 


"ха 
# = — НС, 


9 
22° 


гдв С есть произвольная постоянная. Поэтому для общаго. 
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‚интеграла уравнения (1) имфемъ 


7 ах "Г а 2 
“Ут | | то 
| С — [ е Х, ах 
# | Я ы ‹ 


(7) у=е 


На основавли результатовъ, полученныхъ въ $ 639 и елф- 
дующихь за нимъ, очевидно, что линейныя ‘уравненя не 
могутъ имфть особыхь рёшенй . 


# 


659. ПрРимзРЪъ [.— нии интерировалть диффе- 
рениальное уравненте 


‚. 94 2 


30% а данная постоянная. 
Эдфсь имфемъ 


ВЕ ОА: - 
ны 
откуда 
=} Х ах‘ = 105 УТ - 2, = Ут, 
0 | ` 
ПОТОМЪ 


[а о 0 В+ 


(1 к д") 
искомый а ма поэтому есть. 
у= ад -- УВЕ, А 
г С произвольная постоянная. 


_660. Плримървъ П. — Гребуется найти интефаль диф- 
ференйальнаяо уравненя 


/ 


0 


ЭдЪсь имемъ. 
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‚9 Хх 
ты х.=— | 510.2 о 
5 о @ 
потомъ 
т ) ] | у 
[ Х42 =2108 2, в ——, 
7 Чй 
далъе 


Бы икы вк 8 ах 


сверхъ того 


Гена = [езде а | 
7 


= (12° — 2) с0зх — 2х зшх -- сопз$.; 


поэтому. 


енг 92, 
р 
а 


[К = воз д зтя-- с0136.; 


поэтому искомый интеграль есть 


‚С "Ш 9 т $ 
5+8, р 15 


гд$ С произвольная постоянная. 


_ Дифференцгальныя уравнения, приводимыя къ линейнымъ. 
661. Уравневя вида 


о. 4 в 


` ТД Х и Х, означаютъ данныя Функши оть 4, приводятся 
къ линейному виду ‘черезъ подотановлене 


941 _® 


= 2, ‘откуда 9у—” Чу = 42; 


1—%® 


1 


дБиствительно, данное уравнение, раздфленное на У’, приво- 
дится. КЪ 


® 
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[и 
—Я® т. - Хи: —" -- Х, — 0, 
и посл нашего подстановлен1я найдемъ, 
2 | ВЕ | 
И (1 — 2) Хе- Х, = 0, 


это же есть линейное уравнене. 

Впрочемъ, безполезно производить упрощене; можно при- 
ложить къ уравненю (1) способъ интегрировавля, который 
мы употребляли въ \ 658. Если положимъ 


0. 9, 42, 4 
а дз + 417 


\ 


то уравнене (1) обратится въ 
0. \ 
_ (@) аа (15+ 8Х) + Х, = 0 


это же уравнене приведется къ слёдующему: 


®) мн 


\ 


если опредФлимъ @ такъ, чтобы 


(4 | м о 


а 


Уравневше (4), какъ въ < 658, даетъ 


х 
к № Х 4х 
ее НХ 48 =0, = 0 г 


о 3 
отдфливЪ, потомЪ перем иных, уравнеше (3) обращается ВЪ 
их, И 4% =0. 
Взявъ интегралъь и означивъ черезъ (С постоянную, найдемъ 
| $ | 
*—й 2 
ево =—| Х, 91—® {х -- С; 
поэтому интеграль уравневя (1) есть 


тем Хаг Г («—я) и | 
у—" =а—юе То ег е‘ о Хх, С : 


то 
|, 
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Уравненя, которыхъ можно опредБлить общий интегралъ, когда 
изв5стенъ частный интегралъ. — 


662. Диззеренщальныя ‘уравненя, о которыхъ я хочу 
здфсь говорить, имЪють видъ _ 


(1) А Ху НХ, Х, =0, 


гдё Х, Х.‚, Х, суть данныя хункци отъ д. Если удовлетво-. 
римъ уравненшю (1), положивъ у == У, гдф У есть данная 
Функция отъ 1х, то можно будетъ найти облай интегралъ. 
Для этого достаточно положить 
бу ЧУ аг 

У рае Тат 
гд$ 2 есть новая перем$нная. Такъ какъ по предположентю 
имфемъ а 


Е хех УХ =0, 
то преобразованное уравнене въ г будетъ 
(2) — | 9 (К, 2х Хх =0. 


Это уравневле (2) заключается въ томъ, которое мы раз- 
смотрБли въ предъидущемъ параграф$, и оно отв$чаетъ слу- 
чаю и ==2; поэтому можно будетъ получить его общ ин- 
тегралъ, приложивъ тотъь или другой изъ способовъ, нами 
указанныхъ. | 

_ Наприм$ръ, уравнеше 


ЧУ Ху Ху +. =0 


удовлетворяется, когда положимъ у=4; поэтому подота- 
‚ новлен1е | | 
у=з-+2 


приведетъ это уравнене къ сл$дующему: 


} 


г + (Х, + 2Х2) 2 Хг* =0. 
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Уравненте Риккати. 


663. Уравнение Риккаити принадлежить къ разряду тфхъ 
уравненй, которыя мы разобрали въ ыы пара- 
гра$%; это уравневле слБдующее: 


а и - 
(1) Е + ву = 6", 


`-гд аи 6 постоянные коэзФхищенты, | 
Въ случа т = 0, перем$нныя непосредственно отдф- 
ляются; имжемъ 


а 
ф 


4 —- 
У (1 


откуда, взявъ ‘интегралъ и означивъ черезъ с постоянную, 
получимъ | 


1 о а. 6 
не ‘чая -—9=0. | 


и 


Если рёшимъ это уравненле относительно Ч, то найдемъ 


6 з | | 
когда отрицательное, тогда можно написать (5 868) 


| и | о-в -9У-. 


° Интегрироваше_ УриеновУь. (1) выражается въ нЖкото- 
рыхъ случаяхъ черезъ алгебраическая и логариемическая или 
круговыя Функши; тотъ путь, по которому мы сейчасъ 
будемъ олфдовать въ этомъ изыскани, состоитъ въ приведении 
дихФеренцальнаго уравнен1я къ другому того же вида, но 
ВЪ которомъ показатель т есть нуль. 
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664. Мы сд$лаемь сначала слБдующее преобразование: 
у = Му + М, 


_ тд 9 новая перем$нная и М, М означаютъ зукнщи отъ х, 
 которыя мы будемъ имЪть возможность опредфлить по про- 
изволу; также будемь имфть 


ау _ та, ‚ЯМ аМ 
АТИ Род 


если же подставимъ эти значешя въ уравнеше (1), то по. 
лучимъ | 


мии + (в +замн)у там: 3 


а # | — 
+ (> +а№— 6) = 0. 
Для опредфлен1я М и М положимъ теперь 


ам, х. ам о зт _ 
бота =о, я +2амм=0. 


“Въ первомъ изъ этихъ уравневи перем$нныя отдЪляются 
непосредственно; можно написать 


ЯМ о 
и. слфдовательно 
— — ат = 01$. 
м -- 601 


Мы возьмемъ 


_ другое уравнене тогда приводитоя къ 


Г: т, ии ИР = 0, 
фх х 


_ ВзявЪ интегралъ, получимь 
105 М- 105 25° = 60154. или Ма" = 60034. 


Мы возьмемъ | 
СЕРРЕ. ИнтЕегр. исчисл. 24 
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слфдовательно, употребленное преобразоване будетъ 
| ‚ + ие 
(2) Е оз р 


и оно дастъ для преобразуемаго уравненя 


: о ; | 
(3) а т |. у — фа = 0. 
Въ случа$ т = — 2, это уравневе приводится къ 
| а 4)” 
= 6 — (1 в 


— 


ь . Ч 
а такъ какъ вторая часть есть ФУНКЦЯ ТОЛЬКО оОтНношШешя - 


то оно интегрируется по способу $ 654. Такимъ образомъ, 
наше и ннрнаы позволяетъ ‘интегрировать уравнение 
’Риккати, когда т = — 2. 

Уравнете (3) не имБетъ боле вида даннаго ‘уравнения, 
но можно его привести къ нему помощью новаго изм неня 
перемённыхъ; мы сдфлаемъ. 


1 — 
4. 7 —— иг ча г ` 
(4) с 
‚ откуда 
Ач: 
ду 1 т--з 
/ нк и. .. 
6 и Я. шт 8 а; 


если подотавимъ эти значеня въ уравнеше (3) и если сд$- 
лаемъ для краткости 


_ 6 | хз а | т 4 
9 чи = 


то ПОлЛучимъ 

_ 6) | ба ар Ват, 

Это уравнен1е вполнф подобно уравневю (1); оно интегри- 
руемо, когда 11. =0,”это же даеть т— — 4; поэтому уравне- 
н1е и также о въ этомъ предположени. 


665. Преобразование, посредствомъ котораго мы перехо- 
ДИМЪ ОТЪ уравнения (1) къ уравнен1ю (6), можетъ быть при- 
ложено къ этому послфднему; поступая такимъ. образомъ 
- далфе, мы получимъ безконечное число послёдовательныхъ 
_ преобравованныхъ уравненш, которыя можно вообще пред- 
ставить ВЪ ВИДЗ | | ы 


27 
: 


(у, 
Ох, 


ПЕНУ, =, я. (. 
Если встрфтимъ преобразованное уравнене, въ которомь т 
есть нуль, то такое уравнене, какъ мы вид$ли, имфеть ин- 
тегралъ и вс$ предшествуюцщия также будуть имфть его. 
Нетрудно найти случаи, въ которыхъ является это обото- 
ятельство. | | 
_ Означимъ черезъ бт Функшю отъ т, опредфляемую 
формулой | 


_ И сдзлаемъ для краткости. 
997% = 06°, 09°т = ® т, 
очевидно будемъ им ть 
| | и; = # т, 


.и мы найдемъ (см. Сёитз 4 Адобте зирётеите 4 издане 
т. 1Ъ отр. 556). 
(% —1) т --. 44, 

т + 1’ 

эта Формула для $ = 1 согласуется съ Формулами (5); не. 
трудно удостов$риться, что, если она имфетъ м$ото для ин- 
_декса $, она существуетъ и для индекса $1. 

На основан этого, чтобы найти т, =0, нужно одёдать 


\ 


7; —_ — 


ка 5. А 4 

7 ЕЕ _ В 
к. } | 17% 2—1 
_ Когда число т имфеть такой видъ, гдф 4 есть цфлое поло- 
жительное число, тогда интеграль уравнеюя Риккати выра-_ 
24% 
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жается помощью алгебраическихь и логариемическихь Функ- 
щй; но, какъ мы сейчасъ’ покажемъ, существуетъ другой 
случай возможности интегрированя. 

Въ самомъ дл, если ВЪ вине уравнен1е (1) подета- 
ВИМЪ 


то найдемъ преобразованное уравнене 


м? 


ЧУ б И: 

4 —_ 5 — а ХТ- а 

Ра тт т и 
имфющее опять тотъ же видъ; на основанни же предъиду- 
щаго это преобразованное уравнене и данное будутъ имфть 
интегралъ, если имЗемъ 


—т _ 44 а ай 43 

1 9—1“ — Ж®-+Т 
Поэтому вообще мы можемь найти интегралъ ыы 
Риккати, когда число т иметь видъ ` 

к 
9-1 == 1? 

гдф 1 есть ц$лое положительное число; случай, т = — 9, 
разсмотр$нный выше, отв$чаетъ $ = ®. 


0бъ уравненм `Г(х ду — уах) — Мау + Мах = 0, въ которомъ 
Г, М, М означаютъ линейныя функщи. 


666. Диъзереншальное уравнене 


интегрируется легко (\ 657), когда Ри © суть линейныя 
Функщи двухъ перемнныхъ 5 и у. Эйлеръ и друме геоме- 
тры послЪ него изучали случай, гдБ Ри © суть цфлыя 
Функщи второй степени, но они могли найти интегралъ, 
только уменьшая общность полиномовъ Ри ©. 
 Дизференщальныя уравнен1я вида, о которомъ мы гово- 
рили и который не былъ интегрированъ, заключаются, какъ. 
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_ частный случай, въ общемъ уравневи, которымъ мы сей- 
_часъ будемъ заниматься и которому Якоби далъ первый 
 способъ интегрированя. Уравнене это сл5дующее: 


(Г) Г (в ду — уах) — Мау-+- № ах =0, 
гдф Г, М, М означаютъ данныя линейныя Фхункщи, именно: 
| ЕАН Аа АУ, 
‚ (9) — Ех ^ М =В- В’#- В"у, 
М =С- 0’ -+ С"и, 
тд А, А’,... данныя постоянныя. Методъ, который я 
желаю изложить, не разнится по существу отъ того, кото- 
`’ рый далъ Якоби. 
Пусть будуть | 
`&, =: О =а- м +4, 
(3) Е“. 0’ =я-+- Ра су, 
0" —= а 6х ни су 
три линейныя хункщи, которыхъ коэфхитенты неопред?- 
_‘ленньы; положимъ сверхъ того 
х = 6/с"— фе, № с" — с"а’, 1 = а%"— а"Ъ, 
(4) } ® = 0'6— фбс" , 0’ — са — са! ь у’ — а"Ь — аб", 
д" — фо’ — бе, 6"—=са —са, и — аб’ — а’б 
И 
(5) == @ (6'с" — 6’) НО (са" — ста) + с (аб = а"Ъ; 
очевидно, будемъ им$ть 
| / ах - @х а’ ий. 
ааа" в" = 0, 
ау ау а" =0, 
фа -- ь’ а -- О" ой! — 0, 
(6). ее О" =" = А, 
бу + т" =0, 


бе С ое. с" > ==: (); 
сес’ с" 8" —= 0, 
ву + в’ - с! у" =А, 


и по причин® этихъ соотвошен!й Формулы (3) дадутъ 


374 ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНТЕ. 


А —= 0 + <’ + а", 
() _ Ах = 60 -- #0’ - 60", 
Ду = 70 - 3/0’ + "О". 


Если для краткости сдфлаемъ 


А =Ах-- А + А!,, 
А’ — А«-- А!ё’.-- А"у’, 
А"— А а"-|- А’в"-- А"у", 
В = Вх -- В*% | В',, 
В'’=Ва -- В В", 
В"— В о! -- В’6"-- В", 
Я = Сх - (8 - С", 
(8) С’—= С«х -- Се’- Су, - 
С" Са" С'6"-- (И,и, 
_и если сложимъ уравнемя (1), посл ихъ умножентя соот 
втственно на А, А’, А", потомъ на В, В’, В’, наконецьъ на 
С, С’, С", то будемъ имЪть | 
АР, = АО - А’ О’ А"О!, 
АМ = ВО- ВО! + В", 
} АМ = СО - 0’0/-+ 6"Т", 


(9) 


Дизхеренцироване уравненй (3) даетъ 
40 =6аз-- с ау, 40’ = Бах + с’ау, 90" = В'аах - с'ау; 
по причин® Формуль (4) выведемъ слёдуюцция: 


0 40" 074” = «(ду — у) — в бу аа, 
О"Я0 — 0 90"= «(д ду — удал) — “ду - ах, 
© 40'— 940 = «д ду — уд) — вау + "ах, 


ти послёдыя, употребивъ хормулы (6), даютъ 


А (х ду — чах) = (а/'0"— а’) 40 + (@"0 — а") 0 
— а 9’ — в 0) а", 
10) — А ду = (6 0" — 670) а - ("0 — 65") 49’ 
+ (6707 — 570) 40", | 
А ах = (с 0" — с") 40-Е («0 — с0") 40’. 
+ (0—0) 90", 


Мы подставимъ сейчасъ въ предложенное уразненле зна- 
ченя Г, М, М, худа — удх. Чу и 4х, выведенныя изъ Ф0р- 
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‘муль (9) и (10). Результать этой подстановки будетъ урав- 
ненше между перемфнными 0, 1’, 0" и ихь диззеренщалами; 
одна изъ этихъ перем5нныхъ выражается двумя другими 
посредствомъ перваго уравнетя (7), но лучше, для наней 
цёли, сохранить ихъ вс три. Девять постоянныхъ, входя- 
щихь въ полиномы (0, (7, Ц”, неопред$ленны, поэтому мы 
сдзлаемъ ихъ удовлетворяющими шести соотношен1ямъ и, 
вводя три новыя м ный , ^, К, мы напишемъ 
ковать ыы 


«АЧЬВ-СЕСЧЕ=А, 
а Ао Б-Р с 0’= 0, 
а АВ В" с ("= 0, 


я А БВ + с’ С =0, 
а А’ В’ в’ С’ = АХ, 
о А" 6’ В" с’ ("= 0, 
а’А ОВ с" С =0, 
а" АТ В" В - в" б' = 0, 

| а’ А" 6" ВИ в" О" дм. 


— 


1) 


Тогда данное уравнене, поелф подотановленя, о которомъ 
мы говоримъ, обратится въ 


(№—)") (/О” ФО -- ОИ Х) 0040! ++ ВС. ^") СО’ 40" =0 
ИЛИ | 


в =. | ФО" 
(2) — ии) +" и + —%) и =0. 


Въ этомъ ‘уравнении, три перем$нныя отдфлень; взявъ 
интеграль и означивъ черезь Н произвольную постоянную, 
получимъ | | 


аз) "05 + ("29105 ' + 2 — 0108 0" 101, 


и. если согласимся означить черезъ 0” количество, ко- 
торато логариемъ есть (”—№') 05 0, даже тогда, когда 
и мнимыя, то интегралъ даннаго уравнея будетъ 


(14) | а /-№м их О-№= Н. 


Намъ остается вычислить коэхфищенты гункщй 0, 0’, (, 
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также и показатели ^, ^, №'. Для этого, разсмотримъ три 
уравнения первой изъ групъ (11); сложимъ эти три уравне- 
ня послф умножеюя ихъ соотв$тственно на а, а’, а”, по- 
томъ ‘на 6, 6’, 6", потомъ на с, с’; с’; по причинф уравне- 


вйй (8) и (6), получимъ. 


(А’— ) а- В+ Сс =0. 
(15) | А’а + (В7Ь ЛО- 0/с = 0, 
Аа В"О- (0"— лс =0. 


Очевидно, что, производя то же самое надъ уравненями 
двухъ послёднихъь группъ (11), получимъ дв$ системы уравне- 
ви, которыя могутъ быть выведены изъ системы (15), зам%- 
нивъ @, 6, с, ^ черезъ &, 0’, с, ^, потомъ черезъ а’, 0", с', №". 

Уравнен1я (15) однородны относительно а, 6, с, и если. 
исключимъ изъ этихъ уравненй три количества, то полу- 
чимъ уравнен1е третьей степени 


(16) Е ()=0, 


котораго первая часть будеть имфть значенемъ детерми- 
нантъ. | 


А —) В С 


А В-) 0 | 
А" В" “ СИА 


такимъ образомъ будемъ ныть 


_ ат О-о мов 
— А"С (В’— 1) — А (С*— 2) + А’В"С - А"ВС,, 

Уравнен1я (15) могутъ только опредлить отношев!я двухъ 
изъ трехъ постоянныхъ а, 6, с кь третьей, Еели для крат- 
кости сдёлаемъ 

В/ С” — В” С/ = 

С’ А! К С” А/ —= о Ту, 

А/ В" — А! В’ = $ 
чо 


(18) 


то изъ двухъ послфднихъ уравнешй (15) будемъ имфть 


ее ее 
р — Е, —- РИН + А/ ЕН | = АИ 


ГЛАВА УИ. | 311 


можно три эти отношеная взять равными единиц, тогда 
будемъ имЪть | 


(19) а=о-юЮ-», =’ А’, се= "+ АИ, 


Очевидно, что уравнеше (16) имфетъ корнями три коли- 
чества ^, ^', №, и если замфнимъ въ Фоймулахъ (19) Х черезъ 
Хи чрезъ ^', то эти Формулы‘ дадутъ значешя @, 9, би 
а’, 6', с’. Поэтому въ заключене имфемъ 


б=Ф—ю-+» +0’ + 42) 2+ "+ А") у, 
(20) ‹ 9’= (РФ — ЕХ- 4") -(Р’-- А’) «+ Ф"- А") у, 
[10и= (© — Е 29) (р + А") д + ("+ А" у, 


итакъ, для интегрирования даннаго дифхферениальнаго урав-. 
_нен1я, достаточно р$5шить уравнен1е третьей степени (16). 


667. Интегралъ (13) или (14), который мы получили, дф- 
лается неопред$леннымъь, когда уравнене (16} въ /Х иметь 
_. равные корни; но нетрудно вывести изь нашего анализа 
р8ёшене этого частнаго случая. Если положимъ 


050 = Г), 


то интеграль (13) будетъ | 
(21) _ (У АО) 9 Го») Г) = с0вз., 
_еджлавъ же Х^ = ^--й и раздфливъ на й, получимъ 


м уГОт ТО : — 1607 0) — +07) = сова. 
Коэзфищенты А, В, ... даннаго уравненя разсматривались 
сначала, неопред$ленными, поэтому заставимъ ихъ стремиться 
‚КЪ н$фкоторымъ значевтямъ, для которыхъ соотв тотвующее 
`уравнене въ Х имфетъ два равныхъ корня. Для каждой си- 
стемы значенй коэфФищентовъ предъидущее уравнене со- 
ставляеть интегралъ даннаго; то же самое поэтому суще- 
ствуетъ и’для предфла, и для этого интеграла будемъ имЪть 


‚(28) ("— 9’ 0) + Го) — Г) = вов 
‚ ИЛИ. 


м 


(23) (М —)) т + |6 О — 105 0"= совзь 
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тд$ 0, производная отъ 0, взятая относительно ^, именно 
(24)  _ _ 9. =@®@—Ю-А’&-А"У. 
‚: Если положимъ въ уравнени (22) ^" = ^- А, то, раздф- 


7! . 
ливЪ на — 5, Получимъ 


=“ 


го+ю 10) —170) 


- = ©0015. 


Предположимъ, что коэфФищенты А, В, ... подчиняются 
только одному соотношеню, необходимому для равенства 
двухъ равныхъ корней уравненая (16); заставимъ ихъ стре- 
миться къ опред$леннымъ предфламъ, отв$чающимъ уравне- 
ню (16), котораге три корня равны; въ пред$л$ предъиду- 
щее уравнен1е обратится въ 


== соц5,, 


ИЛИ 


и 0 [5 


2 а 

эв— (в) = 0" 

или наконецъ 

(25) НО? + 0} —20 =0. 

Такимъ образомъ, въ томъ случа, когда уравнеше (16) 
имфеть три равные корня, интегралъ есть уравнен!е второй 
степени. | 

°— Раземотримъ, напримръ, случай, когда уравнеше (16), 
имфетъ три корня, равные нулю. Сначала имфемъ 


О9=р-+1’л- 0", О, = А-А’х-+ Ау =Т, 
потомъ 


ОМ -О"Х =0, 
АБ-А’М-А"М = 1, 


что нетрудно узнать. Если разсматриваемъ А, А’, А", О, 
О’, О” какъ данныя количества и если хункши М, М опре- 
дБляются двумя предъидущими ‘уравнен1ями, то интеграль 


ГЛАВА УП.. = 379 


 иверенщгальнаго уравнен!я 
Году - у Мих =0 

будетъ 

а НО: — 20412 =0, 


гдё Н произвольная постоянная. 


Случай дифференщальныхъ а Е (2, у, т 49. $ —0, не р5шенныхъ 


д 
относительно а 


668. Мы разсматривали до сихъ поръ дизхеренщальныя 
уравнен1я, р5шенныя относительно производной, которая 
_ ВЪ нихъ входить; мы сейчасъ разберемъ здфсь н%которые 

случаи, въ которыхъ можно получить искомый интегралъ, 
хотя данное дизхеренщальное уравнене. именно. 


Е (2. у, т) Я 0, 


— 


х У 
не рёшено относительно 3, 


1) Если данное уравнен1е не содержить ни 2, ниу, то. 
оно имфетъ видъ ь 


г). 


и оно выражаеть, что 


и _ ь 
ах - 


гд а есть корень уравневя Е @=0. Интегрирован1е даетъ 


/—0 
у=а 2+ С,‘гдё С есть постоянная; отсюда имфемъ а — —. 


_и слфдовательно, для искомаго интеграла имемъ 
Е ( 0. 
® / 


2) Когда данное уравнеше не содержитъ у, тогда интегри- 


| _ 49 | 
роваше, рёшивъ уравнене относительно т,’ приведется къ квад- 
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ратурамъ. Если произвести этого рЕшен1я ‘нельзя, но мы 
ум$емъ рёшить его относительно 1, то можно будетъ задачу 
опять привести къ квадратурамъ. Бъ самомъ дфлф, положимъ 


ау м бы 
2%; = В; откуда ау а с, 


и предположимъ, что изъ даннаго уравнен1я имфемъ 


х = [(ф); 
черезъ дизференцирован!е также будемъ им ть 41 = /\{р) ар 


м) . 
или, по причин$ того, что (% = “=, имфемъ 


4у = РГ’ (Р) 48; 
это же есть дифхференщальное уравнене, въ которомъ пере- 
м$нныя у и р отд$леньы; взявъ интегралъ, найдемъ 


р" 


у= [рф + с 

ТД С есть произвольная постоянная, Такимъ образомъ, им$- 
емъ два уравнен1я, выражающия значешя фи у въ Функщи 
р; когда будетъ возможно исключить р изъ этихь уравне- 
н1й, тогда интегралъ даннаго уравнен1я будетъ выражаться. 
уравненемъ между 5, у и (С. 

_ 8) Когда данное уравнен!е не содержитъ х и когда оно 
можеть быть рёшено относительно у, тогда искомый инте- 
гралъ получимъ по только-что изложенному способу. ДЪЙ- 
‘ствительно, если, какъ и прежде, сдлаемъ 


аз 7’ 


то данное уравнене приметъ видъ 


у = 7 (), 
и дихфхеренцирован1е дастъ 
4у = (р) ар, . 


ИЛИ 


44 = Г ар, 
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° интегрирован1е даетъ 


РР) 
"= | г’ +6 


о 


гд$ С постоянная. Какъ и въ предъидущемъ случа, иско- 
мый интеграль выражается двумя уравнен1ями между т, у, 
( и перемБнной р; которую надлежитъ исключить. 


669. Случай только что нами разобранный заключается 
вВЪ томъ, гд$ данное дифФеренщальное ‘уравнене можетъ 
быть р»шено относительно у. Предположимъ, что это урав- 
нен1е предотавлено въ видв. 


| 


| | 

гдБ5 р означаетъ, какъ и прежде,. производную =. Взявъ 
_ дизфхеренщальъ уравнен!я (1), найдемъ ИВ 

ПЖ, 999 
дифференщальное уравнене перваго порядка между перем$н- 
ными ди р. Предположимъ, что мы умфемъ найти интег- 
ралъ 
ООВ Фа, р, О =0 
этого уравнев!я (9); очевидно, исключене р изъ уравненй 
(1). и (3) дастъ уравнене | 
(4) Е (2, 9, @=0 


между т, у и постоянной С, которое будеть общимъ ин- 
теграломъ уравненая (1). 


0 дифференшальныхъ уравнемяхъ  линейныхъ относительно пере- 
МЫННЫХЪ. | 


670. Диххеренщальныя ‘уравневя, о которыхъ идетъ 
здЪсь р$чь. имфютЪ слёдующиий видъ 


\ 


К у=х? (р) ++ (Фр) 


гдз имфемъ 
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ау 


Р— дд 


и 15 $ (0), $(р) означаютъ данныя хункщи отъ р. Мы 
приложимъ здфсь ©п0собъ, употребленный нами въ предъ- 
идущемъ параграф; дизФеренцирован1е уравненая (1) даетъ 


(2) ый р аз = дл» (р) + [вт (р) + +(р)] 4 
| _. 4 в’ (р) (р) 
и, | ТФ“? т 


Разсмотримъ х какъ Функщю независимой перем$нной р; 
уравнене (3) линейное и оно имфетъ интеграль ($ 658) 


Г. Ф/(р) ар р рр 8% (2) @ | 
— | о(р-р - [ © [Р)—Р р (р) 

Ро Ро РЕГ. , 
(“). я —=е | о о (р) —2 т 


‚ Ро 


° ИСКЛЮЧИВЪ р. ИЗЪ уравнен1й (1) И ` (4). получимъ поэтому 
а уравневля (1). 


611.  Полученныя только-что нами Формулы: длаются 
‘неопредленными, когда о (р) = р; этотъ случай заслужи- 
ваетъ ‘того, чтобы быть ‘разобраннымь со вниманемъ. Въ 
этомъ случаБ уравнене (1) есть 


(5) у=ра- (0), ` 


уравнение (2), которое. получается изъ него черезъ диаа6- 
ренцироване, приводится къ 


_ © е--У Фар =0. 


Поэтому имфемъ 


(7) фр = 0 
ИЛИ . | | 
(8) | #9 (р) =0. 


Разсмотримъ сначала, уни (1); оно даетъ через 
интегрирование 
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р = С, 


тдф С есть постоянная; подотавивъ это значене въ уравне- 
не (5), получимъ 


(9 — | у = (2 + + (0), 


это же есть общ интегралъ даннаго уравнения, какъ это 
мы виджли въ & 651. 

Разсмотримъ теперь уравнене (8). Если опредфлимъ изъ 
него значен1е р для подотановленя въ уравнеше (5), то бу-` 
демъ имфть рёшен!е этого дизхеренцальнаго уравненя, ко- 
торое есть ни что иное какъ особое рёшене, существование 
котораго намъ изв$стно. Этотъ результатъ согласуется съ 
теор!ею особыхъ рфшенй, разсмотрённыхъ нами въ предъ: 
идущей главЪ; дБйствительно уравненте (8) есть ни что иное, 


какъ производная уравнен1я (5) относительно Е исключене 
ф должно поэтому дать особое рёшене. Мы видимъ также, 
что необходимое вычислен1е для этого исключеня тожде-. 
ственно тому, которое ‘требуеть исключен1я С изъ общаго 
интеграла, (8) и’его производной относительно С. 


лежат КЪ нБкоторынъ прим5рамъ. 


612. ЗАДАЧА Т. — Даны двъ точки Е и Е’, разсто- 
яте между которыми есть‘ 2с; найти такую кривую, чтобы’ 
произведение разстоянщй этихь точекз отз каждой касатель- 
ной было бы равно данному количеству 62. | 


Возьмемъь прямую ЕЕ’ за ось х и перпендикуляръ, воз- 
становленный изъ средины О этой ливи, за ось у; если сд%- 


| ау 
лаемъ п, = р, то уравнение касательной въ точк \1, 9) 


384 ‚ ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ. 


*4< 
. 


искомой кривой будетъ 


У —-у=р(Х— 2. 


Разстояня ЕН, Е’Н’ до этой касательной точекъ Ки Е’имзютъ 


значенями. 


ЕН — ра Е’ Н/ — 
УТ- р? 


у рт 16. 
ИТ р: 


уравнен1е искомой кривой поэтому будетъ 


(у— рр’ с 
1+ р" 


или, сдфлавъ а? = с? = 0д?, 


ура + Ур = 9. 


Общий интегралъ этого уравнемя будеть ($ 671) 


у = Сх + Уа? (#0, 


гдё С означаеть постоянную; оно выражаетъ прямыя ли- 
ни; но истинное ршене задачи дается особымъ рёшенемъ 
ны уравненя, для котораго имфемъ 


\ 


с _ 
у == 


=. —=0О ни х:— 


_—а*б_ 
Иа (== 


> 


внеся это значенле х въ предъидущее уравнен1е, получимъ 


В. 


ь. И: Иа? 0* == 6. 


и исключене © дастъ потомъ 


2\*_, и" = 
(2) = ($ в. 


| 
уравнен1е, выражающее эллипсъ или гиперболу, им$ющ!е 


Фокусами точки Ги Г. 


6753. ЗАДАЧА П. — Даны двъь параллельныя линии и 
на каждой изъ них опредъленная точка; требуется найти 
кривую, которой касательныя. отськаютз на данные па- 
`раллельныхз лищяхь, начиная отз данныхь. точекз, отртьзки, 
которыхь произведена? равно данному количеству. 
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’Пусть АР, А’Р’ данныя параллельныя лини: Аи А’ дан- 
ныя точки на этихъ прямыхъ (см. чертежь & 672); возъ- 
мемъ за ось 2 лимю АА’ и за ось у параллельную прямымъ 
АР, А’Р’, проведенную черезъь средину О лини АА’, Ка- 


сательная искомой кривой имфетъ уравненемъ 
У У=р(Х — 2} 


если же 24а означаетъ разстоянзе АА’, то лини АР, А’ Г,, за- 
ключаюцияся между точками А, А’и касательной, имжютъ 

. | | \ 
значенями 


== АР = у — 0х — ра, А’ р’ = у— рад -| ра; 
уравнен1е задачи поэтому будетъ 
(у— 22 — тр == 60° 
или 
у = рх-- уе а? р*== 06°. 


Мы видимъ, что это уравнеше то же самое, что и въ предъ- 
‚идущей задач$. Истинное р8шене опять дается здФсь 000- 
бымь рёшешемъ 


\ г. р 


которое выражаетъ эллипсъ или гиперболу, отнесенную къ 
двумъ сопряженнымъ даметрамъ 


6174. ЗадлчА Ш. — Найту такую кривую, чтобы 
часть ея касательных, заключающаяся между двумя прямо- 
лольными прямыми, была равна данному количеству а. 


0“ ТА < 


Пусть будуть Ти № точки, гдф касательная искомой кривой 
СеррЕ, Интегр. исчисл. ^ . | 95 
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встр$чаетъ данныя прямыя; если эти прямыя взять за оси, 
то уравнене касательной будетъь 


У— у=р(Х-—х, 


и мы будемъ им$ть 
== 08 =у— м, - оТт=— 77 27; 
уравнен!е задачи поэтому будетъ. 
и— ра (1+1) =4^ 


ИЛИ 


_ & 
(1) _. ура т 


Подобно тому какъ въ двухь предъидущихъ задачахъ, 
обпий интегралъь получится, если замЪнимъ рф постоянной, а 
0с0бое рёшеше, выражающее искомую кривую, получится, 
если исключимъ р изъ дифФеренцальнаго ее авы и про- 
изводной относительно р, именно | 


(2) О=#-+ ———. 
а-2°)* 


Изъ уравневй (1) и (2) имемъ 


а __ 40° 


ве 9 
а а+р) 


3? 
з\® 


| 2 
возвысивъ эти ‘уравненля въ степень 3 И СЛОЖиИВЪ ПоОтТОмМЪ, ПО- 


лучимъ уравнене 


8. 


аа, 
выражающее циклоиду, образованную кругомъ радтуса 
С. .. | а 
д» катящагося внутри круга радлуса 4. 

Этотъ результатъ можетъ быть полученъ ‘очень просто 
помощью геометрическихъ разсмотр$н1й. ДЪйствительно, по- 
строимъ на ОБ и ОТ прямоугольникъ ОЗКТ, соединимъ 
точки О и К лишей ОК, которая встрётитъь ЭТ въ Т, и опи- 
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шемъ окружность АКВ изъ О какъ изъ центра радгусомъ 
ОК=а; опишемъ наконецъ кругъ О’на НК. какъ на дламетрф, 
и пусть будетъ М точка, гдф окружность этого круга снова 
вотр$чаеть прямую ЭТ. Уголь КНТ вдвое болфе КОЛА и 
составляетъ . половину угла КО’М; этотъ послёдий поэтому 
въ четыре раза боле. КОА; сверхь того, радусъ О’К есть 
четверть радтуса ОК; поэтому 00% дуги круга КМ и КА 
равны между собой. Отсюда слёдуетъ, что геометрическое 
_МЗото точки М есть эпициклоида, начало которой находится 
въ А; мы знаемъ, что МН или ЮТ есть касательная къ этой 
эпициклоидф, которая есть такимъ и огибающая ДВИ- 
жущейся прямой БТ. 


Задача о траекторяхъ. | 


615. Задача, о которой идеть зд$сь р%чь, слёдующая: 


Дана система кривыхз, опредъляемыхь уравнен4емь, со- 
 держащимь перемънный параметрь; найти линии, пересъ- 
каюиия данныя кривыя подз данным уломз. 


Когда данный уголъ прямой, искомыя кривыя называются 
ортоональными траектотями данныхъ кривыхъ. 

Задача траекторий‘ постоянно приводить къ диззерен- 
щальному уравненшю перваго порядка. Предположимъ, что 
данныя кривыя отнесены къ двумъ прямоугольнымъ осямъ, 
И мы ИХЪ ‚уравненвмь 


(0 ` Е (5, 9, =) = 0, 


_ ГДВ а есть перемённый параметръ. Пусть М (%, 9) одна 
изъ точекъ пересЪчен1я одной изъ кривыхъ (1) съ одной ИЗ 

искомыхъ траекторай, и означимъ ’черезъ с, с, коэзхищенты 
 наклонен1я касательныхъ въ М къ двумъ кривымъ, черезъ. 
У тангенсъ даннаго угла между этими же кривыми; будемъ 
о имВть. 


ое 


Те. — У; 


| КОЭФФИЩеНТЪ ‚С есть значете ад? полученное изъ уравнешя (1). 
$ ОБ* 
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слфдовательно, им$емъ 


де 
— 5 
бу 
. Чу $ 
потомъ, такъ какъ с, есть значеме =. относительно искомой 
кривой, то. | 
Е, дЕ ду 
9% _`_ ду @2 _ т 
КР бу — 
ду 0х. ах 
ИЛИ 
4у ‚ [0Е 9Е 
ь Ето 


если же исключимъ & изъ уравневй (1) и (2), то получимъ 
конечное уравнете 


в В в, 2") =0, 

‘которое будетъ дихференщальнымь ‘уравнешемъ искомыхъ 

траекторий. | 
Въ случаБ ортогональныхъ траокторй имфемъь У=о, и 

‚уравнение (2) приводится къ 


дк _0Е ау _ 


9у 05 ах — ни 


«ос 


исключен1е а изъ уравневй (1) и (4) будеть дизхеренщаль- 
ное уравненле ортогональныхъ траекторий. 


616. Примвръ Г. — Найти кривыя, пересъкаюиия 
7005 даннымь и постоянным: фломъ кривыя, опредтляемиыя 
_ 65 полярныхь координатах уравненемь у = аз", 


| ( „— 
Значене Е выведенное изъ этого уравненля, есть а 


у 1 
или т „5 если поэтому означимъ черезъ у тангенеъ даннаго 


угла, то дизференщальное уравнене искомыхь траекторй 
 будеть 
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ау 9 У, 1 

дд Тр 1 д: ТТ 
=— ИЛИ — — , 

ки К 4х _ ТУ 

хах 7 


Вторая часть этого ‘уравневля есть Функщя отъ >: сл дова- 


тельно, это уравнене можно будеть интегрировать по ме- 
тоду $ 654. 

Разберемъ случай т == 1; данныя кривыя приводятся 
къ систем$ прямыхъ, проходящихъ черезъ начало; дифъерен- 
ц!альное уравнен1е тогда есть 


д 4х -- чуду =В (14 — уда». 


Мы видимъ непосредственно, что х4у — у4ф есть удвоен- 
ный дифФеренщалъ сектора, образованнаго радтусомъ-векто- 
ромъ точки (5, у) съ неподвижнымъ рад!усомъ, въ систем 
же полярныхь координатъ этотъ самый дизференщаль выра- 
жается черезъ р? @®. Равнымъ образомъ х 4х + у ау есть 
половина дизференщала рар квадрата р?; поэтому имфемъ 


х 


р р = Е р*4® ИЛИ = К 4, 


и интегрироване даетъ 
р = (6%, 
гдф С есть произвольная постоянная. Мы видимъ, что иско- 


мыя траекторли суть логариемическя спирали, что согла- 
суется съ извзотнымь свойствомъ этихъ кривыхъ ($ 247). 


611. ПРимврЪ П. — Нами ортоюнальныя траек- 
тори системы однофокусныхь эллитсовз. 


Уравнене данныхъ эллипсовъ есть 


77 _. 4 


НТИ 


гд% р означаеть перемённый параметръ и 6 данное коли- 
чество. Дизференцироваве даетъ 


дах _ уу _2 42+ уу 
РЕ. мы та 
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отсюда им$емъ 


в х ах - уау УЦ 242 + уау 
— ах о 9 т 


сложивъ потомъ, получимъ 


бр оба Гай 
0" дах ач >. а 

Это уравнен1е принадлежить даннымъ эллиисамъ. Чтобы 

вычислить уравнен!е ортогональныхъ траекторий, нужно за- 


ау 9х 
мфнить 7, черезъ — ду 


но уравневе остается т$мъ же самымъ посл$ такого под- 
становлен1я; поэтому его интеграль остается т$мъ же инте- 
граломъ и слфдовательно, уравнеше данныхъ эллипсовъ въ 
то же время представляетъ искомыя траектории. Только для 
лее двухъ системъ, нужно замЗнить р” другимъ пара- 
метромъ р” и написать . 


или 4 черезь — 4% и ах черезъ 4у; 


Если предположимъ р? < 52, то это уравнене представить 


_ гиперболы, имфюпия съ данными эллипсами одни и т$ же 


г.” и 
Фокусы и перес$каюгиая ихъ подъ прямымъ угломъ. 


678. Примзръ 111. — Найти ортоюнальныя траекто- 
ри равностороннихз випербол, которыхь центрз находится 
вё данной точкь и которыя 70025095 через ыы ую данную 
точку. 

Въ систем* полярныхъ координатъ данныя гиперболы 
имфють уравнешемъ =. и о 

-___ @ 60524 | ат 9 ® 


— — ИЛИ 60% (Во — За) = 
м 60$ (Во — Я“) ) = р* — @* с03 чо 


гдф «а перемнный параметрь и @ означаеть разетояне 
данной точки отъ общаго центра. Логариемическое дизее- 
ренцирован1е даетъ. 


Фр | | ‚ фр: р“ — а? 608 р 6 
45 — 1806 В — 21) 118 = ао = 
| Е: 
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_ Но 5 4& Сть тангеноъ угла, образуемаго нормалью кривой съ 

радтусомъ-векторомъ; мы получимъ поэтому дихференщаль- 

И ЗЫ 4 

ное уравненле искомыхъ кривыхъ, если возьмемъ для = 

_ обратное значете предъидущаго ‘уравнен1я съ измБненнымъ 
знакомъ; такимъ образомъ, имземъ Е 


Я _ ФА зт2о _ 
ро 0 6053 о — р" 
ИЛИ 


Я (а* в08 2 в) 


РИ | 
— —- (4* ©0$ 8 ® Эр. 
4 ‚р: С У 2р 


Это уравнене будетъ линейнымъ, когда перем$нными возь- 
метъ 4” 00325 и р; означая черезъ а“ — 6" ЗОО 
постоянную, найдемъ интеграль 


р. [7 + а — 65| 


ИЛИ 
р* — 9 а? 92° 605 Зв -- = 0"; 


это уравнеше, въ которомъ 6 есть перем$нный параметръ, 
представляеть систему оваловъ Кассини ($ 565), ииБющихъ 


Т$ же фокусы. 


0 множителяхъ способныхъ привести къ полному дяфференцалу вы- 
ражение вида Рах - О ау... . 


\ 
м $ 


_ 619. Пусть будетъ дихференщальное, уравнее 


Е 


ь 4 | и 
р'3шенное относительно производной т можно положить без- 


конечнымь числомъ различныхь способовъ 
Р 
(2,9) = —0 


гд$ Ри О суть Функщи отъ д иу.: тогда данное уравнеме 
нримегь видъ 
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Рад + О ду =0. 


Если хункщи РиФбыли такъ выбраны, что Р 42-- Оду 
есть полный дифференщалъ, когда разсматриваемъ д иу 
какъ независимыя перем$нныя, и если им5емъ 


и = Р ах - Чау, 


ГАБ и есть хункщя отъ д и у, то очевидно, что интеграль 
даннаго дихФеренщальнаго уравненая будетъ 


4 — ©01$6. 


Если, посл$ выбора хункщй, означенныхъ черезъ Р и (0, 
жедлаемъ взять другя, то эти послфдая будуть соотвфт- 
ственно равны первымъ, умноженнымъ на одного и того же 
множителя 9, и данное дизхеренщальное ‘уравнен1е будеть 
ИМЖТЬ ВИДЪ ы 


оР4д +00 49 = 0. 


Тогда, если первая часть есть полный дифхФеренщалъ Функ- 
щи и перем$нныхъь 5 и 9, интегралъ даннаго уравневя, 
какъ мы только-что сказали, будетъ 


% — ©01$6. ь 


Такъ какъ хункщи Ри ©) были выбраны по произволу, то 
существуетъ постоянно множитель 9, который удовлетворяетъь 
только-что ‘сдфланному предположен1ю; что мы и намзре- 
ваемся здЪсь доказать.-. 


680. Теоремл Т. — Пусть Р и © 06ъ данныя функ- 
ийи двуть независимыхь перемънныхь д, у; постоянно суще- 
ствует такой множитель: 9, что от умноженя выраже- 
мя Р ах-+04у на этотз множитель получается полный 
дифференциал. | 


Д.йствительно, разсмотримъ диъференщальное уравнение 
(УИ _ Ре 94 =0: 


мы знаемъ, что это уравнен1е допускаетъ интегралъ и если 
предположимъ этотъ интеграль рфшеннымъ относительно 
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\ 


произвольной постоянной, которую онъ’ содержить, то онъ 
будетъ имфть видъ | 


гдз и есть хункщя перем$нныхъ 2 иу. али (2) даетъ 
черезъ дифференцирован!е 


- (8) — от 9 2+4. у = 0, 


Чу 


и намъ нужно, чтобы значене 2, Полученное изъ уравненй ` 


(3), было бы равно именно тому, которое даетъ дифхерен- 
‘цальное уравнеюе (1); поэтому имфемъ 


@ 9 _ ду 


Это уравневе (4) имфетъ место въ силу уравневя (2), но 
‚я прибавляю, что оно есть тождество, такъ какъ оно не за- . 
виситъ оть 0, и значеше у, данное уравнешемь (2), есть 
Функщя отъ ди 0. 

Если означимъ заре ® значеме каждой изъ дДвухъ. 
частей уравненля (4), то будемъ имфть 


28 9и 
Эс Е®Р, а, 


И, слёдовательно, 
В ‚т = ош 
(5) е (Раж-- 9 49) = 5х 4% о нау = ам. 


Выражение Рах-- Фу поэтому дЗлается полнымъ диффе- 
‚ ренщаломъ, когда оно было умножено на множитель 9. 


_ 681. ТворвмаА П. — В онадан безконёчное число 
множителей, способных обратить выражене Рах-- Чу вз 
полный дифференияале. 


Въ самомь дфлф, мы ТОЛЬко»ЧтТО доказали, что суще- 
ствуеть такой множитель; означивъ его черезъ ©, имфемъ 


© (Раз © 4) = 4% 
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гдф и есть хункщя отъ < и у. Если умножимъ это уравне- 
н1е на какую-нибудь хункцю $(и) отъ и, то получимъ 


ор (и) (Раз + 94) = (и) ди, 


это же‘ опять есть полный дихФеренталъ. 

Такимъ образомъ, какая бы ни была хункщля $(%), выра- 
жене Рах-+ Фау д$лается полнымъ дифференщаломъ, когда 
умножаемъ его на множитель 9$%(и). 

Я прибавляю, то 9$(и) есть общее выражевае множите- 
лей. обладающихъ этимъ свойствомъ. Въ самомъ ДЪлЛВ. пусть 
У одинъ изъ этихъ множителей и предположимъ, что 
имемъ | 
| У(Р 4% -- 949) =90, 


гд$ О есть хункщя оть д и отъ у, будемъ имЪть 


Раз Чу = =, | 
откуда. 
| у 


Но такъ какъ и есть хункщя отъ ди у, то у можно раз- 
сматривать какъ Фхункцю’ отъь чи 42; предъидущая же $ор- 
мула показываетъ, что частная производная отъ  относи- 
тельно 1 есть нуль. ОлФдовательно Ц есть Фхункщя оть и 


| > ди 
то же самое относится и къ ея производной =, И МЫ МО- 


| 00’ 
жемъ написать 
у к 
7) =?) или У =9 (и), 
что и требовалось доказать. 
682. ТолрРЕМА 11]. — Если У и 9 о означаютз два 


множителя, способныхь привести выражене Раз ау в 
полному дифферениалиу, и если отношене этихь` множи- 
_ телей не приводится къ постоянной величинь, то обиий 
`интефаль дифференщальнаю уравнемя Рах-+ © ду =0 0у- 


У | | 
детё ‚- —0, 9% С произвольная постоянная. 
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Въ самомъ дёлф, по предположению имфемъ 


9 (Рах о Чу) = 9%, 


‚а такъ какъ произведене У(Рах-+ (44) есть также полный 
дизФеренщаль, то по предъидущей теорем имемъ 


у 
— =? (и), 


0 


ГДБ Ф(и) означаетъ н%которую Функщю отъ и. 
Положивъ это, дизФеренщальное уравнене . 


Ра О ди =0 
можеть быть представлено въ видз 


_ аи = 0; 


поэтому его интегралъ есть & — 60186, ‚или, что приведетъ 
къ тому же, 


о (и) = ©0184. 


‚ИЛИ 


хдё С произвольная постоянная, 
`Мы найдемъ дальше важныя приложеня этой ыы 


683. Множитель 9, обращающий Раз-+-Оду въ ПОЛНЫЙ 
дихФереншалъ, не только даетъь общий интегралъ дихферен- 
шальнаго уравнен1я Рах-+- © 4у = 0, но также снабжаетъ не- 
_ посредственно и особымъ рёшенемъ, если только оно су- 
ществуеть. 

Въ самомъ ДВ, дизхеренщальное трареен» можеть 
. быть представлено въ видф. 


\ | . (44 —= 0, 
ь 


‹ И слБдовательно, оно разлагается на два другихъ 
| | | 
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первое, 4и —= 0, даеть общий мере второе содержитъ 
особыя р®%шения. | 

Этоть результатъ можно еще вывести изъ нашей теори 
особыхъ рфшевнй. ДЪйствительно, такъ какъ общ инте- 
гралъ здфсь есть 


и — С = 0, 


то нужно, для полученая особыхь р$шенй, отношене 
частныхъ производныхь и — С относительно О и У или 
относительно Си 5 приравнять нулю; первая изъ этихъ 
производныхъ приводится зд$сь къ —1, и мы имфемъ 


1 1 
и —® и" 
0% 0х 


по причин же 
ди = (Р 42 - 9 4%), 


эти уравнен1я даютъ 


Разыскаще множителя, способнаго привести Рах-- Оду къ полному 
| дифферениалу._ 


684. Услове, для того чтобы выражение 
(1) оРаз-- о ау. 
было полнымъ дизференц1аломъ, есть ($ 483). 


д (© Р) _ 9 (00) 


бу 9 
Или | 
ь | 06 ‚ (99 _ «т 


Это уравневше, отъ котораго зависить неизвЪотная Функ- 
ця 9, есть уравневе въ частныхъ производныхъ; разыска- 
н1е 9 составляетъ поэтому задачу болБе выешато порядка’ 
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ч$мъ та, которая иметь ЦЕЛЬЮ а а Зы диззерен- 
цльнаго уравненя 


однако есть случаи, въ которыхь множитель 9 можетъ быть 
_ легко полученъ; мы укажемъ зд$оь самые простые. 


_ 685. Случли, гдв Р и © суть однородныЯя. 

_ФУНКЦТИ ОДНОЙ И ТОЙ ЖЕ СТЕПЕНИ. — Если Ри О 
суть однородныя Фхункщи степени т, то можно найти та- 

_кую однородную функцию © извфстной степени я, Чтобы 


о | оР-4х -- о ду 

быль полный дихФеренщаль. 

_ Въ самомъ дБлВ, пусть о однородная Функщя степени и; 
оР будетъ’ однородная Функщя степени т--и, и мы будем 
_имфть тождественно ($ 84 и 136) 


р д (о Р). 


5 Рам еР: 


Чу 


Услове, для того чтобы выражене (1) было Полным 
дихФеренщаломъ, именно: 


9 (% ©) -9(%Р) 
@) | д = 904 


можеть быть написано сл$дующимъ образомъ: 


м. 9 (®Р) 


—— 58 О ит 


000 — 926) к р 2) 0072) р слж- 


или, по пре. 9 а Е 95 


Дующимъ ре" 


ЧР ив Пот. | 


Такъ какъ число й неопред$ленное, то положимъ 
т в - 1 — 0; 
тогда улов (2) приведется къ такому 


8) | . д [2 ое 69)] _ 
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подобнымъ же разсуждеютемъ. доказали бы, что ‘услове в) 
_ можетъ быть представлено въ вид8 

| | д [© (Рх -- Фу) 

‚4 | т 0 

(4) 55 

Формулы (3) и 4) показываютъ, что %(Рх-+-©у) есть по- 
стоянная; взявъ эту постоянную равную 1, получимъ 


т. 
А. 
Рх Фу 
Отсюда слфдуетъ, что если Ри © СУТЬ однородныя Функ- 
ци одной и той же степени, то выражене 
Раз -- 94у 
Рх - $9 
будетъ полнымъ дифферениаломъ. 


Ноэтому, если надлежитъ а диззеренщаль- 
ное ‘уравнене | 


(6). | | Р 4+ 94у=0, 

_ то достаточно отыскать, по способу $ 483, интеградъ диз- 
тот -- 949 
Ра - ву 
произвольной постоянной. 

| Если первая часть уравневя (6 е есть полный дифхерен- 


(5) 


ференцлала 


‚ И приравнять Чиа этотъ интегралъ 


плальъ, то. намъ извЗотно два множителя, р а: - и 1, способ- 


ные привести Рр-+- ау къ полному ног если 
поэтому приравняемъ постоянной С частное этихъ двухъ 
множителей, то получимъ ($682) оби интеграль уравне- 
н1я (6), который будетъ | 


Рё + бу=С 


Нужно замфтить, что предъидуций методь въ сущности 
не отличается отъ того, который мы употребили въ $ 654 
дфиствительно, пусть 
Р 
= у) 
©) и 


первая часть уравнешя (6) приведется къ 
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‚© [а ь Г ( а» 


или, положивъ у — 22, 4у = х42-+ 2%, къ 


| 02 [е —Т (2) | | 


‚Это есть то преобразоване, которое мы употребили для от- 
дзления перем$нныхь въ © 654, и мы видимъ, что предъ- 
идущее выражевнле дфлается полнымъ дизверонщаломт, если. 
умножимъ его на множитель 


Е гы № 
Ч=|е—1(2)] Рау 


686. Можно еще легко опредфлить множитель о, способ- 
ный привести | 

`- Раз -- О ду 
къ полному дифФеренщалу, когда этоть множитель зависитъ_ 


только отъ одной перем$нной х или у. Предположимъ, на- 
прим$ръ, что о зависить только отъ 1, тогда будемъ имфть 


„= 0, и у рарен (2) $ 685 обращается въ 


4 ОР 09 

ах _ 09 0х 

о  @( 

Наше предполозкена т, чтобы мы имфли 

0 _ 09 

99 95 

ыы 

< 


_ТДЪ Х есть гункщя отъ 4. Если это ‘имфетъ м$сто, то бу- 
демъ имЪтьЬ . 


а 
о = 


откуда 


м р 
105 0 = Х 4х + своп, 


То 


и мы можемъ взять 
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> 
Й Х ах 
| т 


в =е ° 


Предположимъ, какъ это возможно, © = 1; въ этомъ 
| д | 
- случа производная - не зависитъ отъ у, и мы имЪемъ 
гд$ Хи Х, суть хункщи отъ 1; олБдовательно, данное вы- 
ражен1е имфеть видъ 
ау | (Ху Х,) 4х, 
| т 
| [ Ха2 
| ен | ме 
и множитель, дБлаюций его интегрируемымъ, есть е ‚ На 
основан!и этого, для интегрировавая линейнаго уравненя 
ду -- (Ху-+ Х,) а = 0, | 
которымъ мы занимались въ ® 658, достаточно умножить 
его: на множитель, только-что нами полученный; такимъ 
образомъ оно будетъ 
с > р р 


Хат .} 
уе ® Хав-+е ” Х,4и=0, 


ет 
Хаг ь Хах 


Ро 


Чу е 
’ откуда, чрезь интегрирование. 
т х а. 
[ Хаг [ Х г 
уе“ 3 е “® Х,41=С, 
то 
гдз С произвольная постоянная. 


687. Разберемъ, наконецъ, случай, гдф выражене Раз -+ 494 
дфлается полнымъ дихФеренщаломъ, когда ‘умножаемъ его 
на множитель 9 вида ХУ, гдБ Х и У соотв$тетвенно СУТЬ 


Функщи отъ`д и 9. Уравнен!е условя здфсь есть 


9(ХУР) _д(ХУ9) 
Ъд9 05 ’ 
ИЛИ < 
0х ду 
0Р 99 _ 09% _р д 
99 дд ° Х У 
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это же требуетъ, чтобы разност 9—9 < была вида 
ОР 9 с 
ду _ а = — ©? (1) — Рз (9). 


Когда это услове выполнено, то можно сдфлать. 
1 ах Е о 
Хх р. №. ‚У? 9) 


откуда 


х | у у 
[ © (2) | + (9) ву 
т Уо 


Х=е ° ,„ У=е ‚ У 


Приложене интегральнаго исчисленя къ опредБленю основныхъ 
свойствъ простыхъ трансцендентныхъ функшйЙ съ алгебрайческими 
дифференцталами. 


688. Интегральное исчислен1е очень легко приводитъ къ 
отличительнымъ свойствамъ логариемовъ и обратныхъ кру- 
говыхь Функций. Если теоря этихъ трансцендентныхъ 
‘Функщй не была ‘предварительно составлена, то мы точно 
положили основан1я первыхъ шаговъ, сдБланныхь нами въ 
тебр!и дихференщальныхь уравнешй, какъ это и было 
дфйствительно съ эллиптическими хункщями и трансцендент 
ными съ боле сложными алгебраическиии дихференщалами, Я 
намфреваюсь войти зд$оь въ нзкоторыя подробности по этому 
предмету. | 

Разсмотримъ дифФхеренщальное уравнение 


ве. др ау _ 
(1) гы 


перем$нныя отдфлены, но интегрироване каждаго члена 
требуетъ понят! я о логариемахъ. Если это поняте не прюб- 
‚`р$тено, то интеграль долженъ быть выраженъ. черезъ 


+ “= 
| 


_ Если желаемъ, чтобы значене у обращалось дих — 1 в 
СЕРРЕ, Интегр. исчисх. 26 


ый 
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данное количество 2, то нужно будетъ опред$лить поетоян- 
ную. ‘изъ условя 


если напишемъ 2 вм$сто у подъ знакомъ 5 [ ‚ тогда нашьъ 


интегралъ будетъ 

х у х 
ы : и 
з 4 4 


(Съ другой стороны очевидно, что уравнеше (1) допу- 
скаетъ алгебраическай интегралъ; потому что, если освобо- 
димся оть знаменателей, то оно будетъ 

| уд хачу =0 или 4(19) =0; 
поэтому интеграль есть | 
ду == с018,; 


| 


если же опред$лимъ постоянную такъ, чтобы им$ли у =2 
для. 2 — 1, то будемъ им$ть 


(3) ь 2у =: 


Мы видимъ, что уравненя (2) и (3) выражаютъ одно и то 
же соотношен!е между количествами %, У, 2; иначе, они 
равнозначащи. | 


ы ‚ = 
Такъ такъ трансцендентная Фхункщя | — вотр%тилась 


намъ въ первый разъ, то мы должны дать ей имя; я выбираю 
имя лоариемь и полагаю — | 


ро = ИН 
г. @ 05 9; 


‘тогда хормула (2), если подставимъ въ нее у вм$ото 2, 
дастъ намъ, ` 


105 ху = 105 х + 105 9; 


; \ ‹ 
_ Это же‘ есть основное свойство логариемовь. 
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Вмфсто логариемовъ мы можемъ ввести обратныя Функ- 
ци. ыы будуть 


ах а " Ча 20 
} -— = И, Й ИВ — = Я, 
‚Я ‚У | ‚ вы 
такъ какъ и есть хункщя отъ х, то д можно разсматривать 


какъ Функцю отъ и; означимъ эту Функцю символомъ е“, 
будемъ имфть. ь 
ней. у=е’, а= с"; 
_ уравневя (2) И 8) тогда будуть 
| иное. =’. | 
откуда 

е\--? — е\. е?, 


это же выражаеть. основное свойство показательной ФУНЕЦИИ. 


689. Разсмотриит теперь дихфхеренщальное уравневе_ 


| ох а 
9 тата 
| та ТУ 
перем$нныя отдфлены, и если означимъ черезь 2 значе- 
не, принимаемое у, когда. 2 == 0, интеграхь_ можеть быть 
выраженъ черезъ 


= 0; 


% о р би _ [° 4 
_ 6) 9 1+1" Ту, тя А: 


Съ другой О ‘уравнение (4) можетъ быть написано 
Такт: 
П — зу у(@ + 9] 42-5 [1 — 29 + #(#-+ 9] 49 =0, 
ИЛИ | | 
(1 — 19) 4 (# +) —@ аа - =) =9, 
или, наконецъ, | 


1—2) 9@ у) —@е-+991-2) _ ‹ 
(1—2/)* ы 


первая часть есть дихференщалъь аи, количества, обра- 
й о 


404. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ. 


щающагося въ 2 для 1 = 0, у = 2; поэтому интегралъ урав- 
невля (4), выраженный ре (5), можетъ также быть 
выраженъ уравненемъ 


ху _ 
® Ри, 
Положимъ 
"“ ах ыы У ау _ " 42 р 
: Т-- 24° 1+ у “2 „12 ь 


такъ какъ и есть хункшя отъ д, то х можно разсматривать. 
какъ Функшю оть и; означимъ эту Функщю символомъ 
ф2а10°4; будемъ имфть 


Х = цапли, у = (909, &-= би; 
далзе урааневия (5) и (6) дадутъ 


‘апс и -- 050 


% 8 — #0, — {; 
т 1 — 1205 и {210% в 


и слфдовательно, 


| 


| фало 4 бапо 9 
бате (и о) = —; 
(и + :. 1 — {205442150 
это же есть основное свойство хункщи {215 и: 
690. Разсмотримъ уравнене 


ь ал’ ду 
7 . —— Е : 
р ие ти =” 


Интеграль, взятый такъ, чтобы у для д — 0 обращался въ. 
2, очевидно будетъ 


и й Не и ГИ 


но если ‘умножимъ ‘уравнете (7) на множитель 
Ут — 2? УТ — 4? —у9х, то получимъ 


о о 4. сах 
У у" ах бул о -- уг-= - *ду— у ии = = 0 


ИЛИ 
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4 (2 Ут — у°) + УТ = 0; 


интегралъ уравненя (7), взятый для д=0 такь, чтобы 
у=—=е, можетъ поэтому быть представленъ въ такомъ видъ 


(9) ФИ-УЧуИ = 


Сверхъ того первая часть уравнен1я (7), которая есть 
полный дифФереншаль, остается полнымъ дизхеренщаломъ, 
когда умножаемъ его на множитель 


У\ — 2 у! —у — 29; 
достаточно поэтому ($ 682) приравнять этотъ множитель. 
постоянной, чтобы получить интегралъ уравневя (7). Если 
‚ опредзлимъ эту постоянную изъ условя, что для х = 0 у=2 
то будемъ имть 


(10) к ИЕ И! — у — 49 =И1 — 2", 


слёдовательно, каждое изъ трехъ_уравнений (8), (9), (10) вы- 
ражаеть одно и то же соотношене между количествами #, 
у, 2; два послёднихь алгебраическя, между т$ёмъ какъ пер- 
вое трансцендентное. 

Ноложимъ 


| (У ач м. 8 __ @2_ 
Пр у ме — Й Ио 0, Ки и т 2 — 40. 


Такъ такъ и есть хункщя оть 1, то мы можемъ разематривать 
д и У1— 1? какъь хункщи отъ и; означимъ эти Функщи 
символами 511, с08 45 будемъ им$ть 
й = щи, у =зшо, 8 = Я, 

И = УГ \=о0веь, 1—2 = 603%; 
уравнеше (8) сд$лается такимъ: 
р = и =, 
‚и уравненля (9) и (10) дадутъ 


ут (и - 9) = эш #603 9 -- 60$ % 91 %, 
60$ (#-[ 9) = ©05%60$ 9 — а и 9 ®, 
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Формулы, выражаюция основное свойство ФункЩй синусь и 
косинусз. Можно бы легко снова найти, по этому способу, 
друг1я извфетныя свойства, такъ, напр., свойство пер1одич- 
ности; но безполезно боле останавливаться на этомъ пред- 
мет$, и мы сейчасъ приложимъ, какъ это д$лаль Эйлеръ, 
разсмотр%н1я, Только-что нами употребленныя, къ доказа- 
тельству отличительнаго свойства эллиптическихь Функц. 


Основное свойство эллиптическихъ функщий. 


691. Разсмотримъ дизфхеренщальное уравнение 


ыы ура ити‘ уу ити ° 


тд$ К? означаетъ данную постоянную, заключенную между 
0 и 1. Перемнныя здфсь отд®лены, поэтому, если возъ- 
мемъ интегралъ уравненая (1) такъ, чтобы для 2 —= 0 у обра- 
щался въ 2, ‘то будемъ имЪть 


с ИВ. УВЕ НЕЕ. 
й И — 2 И Й ии 


(2) 2 (2 
Й И! и ИТ — #* =" 


Формулу, гд$ каждый членъ’ есть эллиптический интегралъ 
перваго рода. | г. | 
Эйлеръ показалъ, что уравнене (1) допускаетъ алгебраи- 
ческ1й интегралъ; не трудно найти этотъ интегралъ, посту- 
пивъ слфдующимь образомъ. 
. Положимъ ы 
Хх = (1— 47) (1—4), 
МУ 


_ данное уравнен1е будетъ 


или же, уничтоживъ знаменатели и умноживъ его, сверхъ 
того, на неопредфленную хункщю Т оть 2 и у, будетъ 
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{3} | ТУТ 4 + ТУХ и =0. | 


Но 
ТУУ 41 =а(ТИУ „18 _ У т 
} ах (Т} х 2} 2уЯ их ат, 
РЯ “о — х 
ТИХ ду=а(ТуХ и 
ии -а(тух хи — ух ыы 


и уравнен1е (3) можеть быть, такимъ образомъ, представ- 
лено подъ видомъ 


| р. 1 (2 ау у Х’ ах 
ОНУ А 


(4) 
' — («ИХ + уИХ) ат=0, 


гдз Х’и У’ означаютЪ производныя м 
Теперь, можно неопред$ленную ‹хункшю Т взять такъ, 


чтобы уравнене (4} приводилось просто къ 


©. _ @[тТ(@=уУУ-уиХ] =0. 
Для этого нужно и достаточно, чтобы друпе члены уравненя 
(4) въ силу уравневмя и рии Замёнимъ поэтому 
ат через 

< 4 т ра 
и замфтимъ, что 4х и у, на основанш уравненя (1), про- 


порщюональны УХ и — УХ; услове, которому должно удов- 
летворять Т, будетъ "^ 3, в 


6 уе ух) ИХ +29 (5 УХ. ИЗ) =0. 


_ Это есть уравнение въ частныхъ производныхъ; но для 

_ насъ достаточно узнать какое-нибудь рёшен1е. Натурально 
“Узнать не существуеть ли рацлональнаго значеная Т; очевидно, 
что, если это значеше существуетъ, оно должно быть такимъ, 


| т от 
‚чтобы частныя производныя бе #98 были пропорцпональны 


‘Уи дабы радикалы исчезли изъ уравневя (6). Мы вы- 
 полнимъ это услов1е, если возьмемь для Т хункцию произ- 
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веден1я ху, потому что, озвачивъ черезъ ТГ’ производную 
оть Т относительно произведения, о которомъ идетъ рЪчь, 
будемъ имзть. | | 


Внесеме этихъ значений въ уравнен1е (6) даетъ 


т ФУУх. 
т ху, 


подставивъ же вмфсто Х, У, Х’ У’ ихъ значеюмя, получимъ 


НЙ И. ду 
(т) ТТ ви 


7 


_ Это выражене т есть вполн% ралональная Функщя произ- 
веденя 7у, и эта зункця есть производная —105'(1 —#?2? у); 
интеграль уравнения (7) поэтому есть. 

| | 105 т — — 105 (1 — #*4* 4*) -- с0п86. 


Но можно предположить постоянную равной нулю, и мы 
будемъ имфть 

| : 

(8) — ее 

это значене Т удовлетворяетъ уравнению (6) и, сл довательно, 
‘уравнене (1) можеть быть ‘представлено подъ видомъ 


(9) ай ИУ уух ео 
1—1" 9? 
откуда, взявъ интегралъ, получимъ 


х УХ + уух 


т Ри — ©0186. 


Если подставимъ вмфото Х и У ихъ значеюя, потомъ опре- 
_ДВлимъ такъ постоянную, чтобы имфли одновременно 2=0, 
у — 2, то будем ъ имЪть 


(10) | д Ут 9 У И1- у -у УТ — 4" Ут — 1—1 =" 
1 — А? 2 чу 


Посредствомъ этого уравненая можно выразить въ Функщи 
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ди у два радикала У1 — 2?, У1 —#22?, предоставляющее 
взначеня У1 — /?иу! — 1? /?, отв$чаюцпя # = 0: легко 
находимъ | 


^^? МАНЕ ия са р НЫ _* 7% | 
(11) УТРУ И УТЕРИ — 2, 


1 — /* 2? 9? 
е. иИ-еРи-ва — Тау У1— 1 — и 
(12) иене › `` и У1— № 


. 692. Каждое изъ уравненй (2), (10), (11), (12) пред- 
ставляетъ интегралъ уравнен1я (1) взятый такъ, чтобы для 
=`0 имфли. у = 2. Если положимъ .’ 


Па а 
5 ИТ — х* У1— № 


у ОВС? ЛИНИИ РЕ 

‚ Ут - Ил = 
о 42. > ь 

с —_ 5 и— — 2 


и если  одблавыт,, какъ въ 9 438, 


у = 10 аа 9, 
УТ — 5? = с0з ам и. 
У1 — А: 4" = Аашиу, 


то уравнение (2) сд$лается олёдующимь: 
и =и-у, 
И ‘Травин (10) (11), (12). потомь дадутъ 


эт аш % с05 аш © А ао -- зтато с0$ ат и д аш и 
1 -- Л? $103 ам и $10" ата © 

созвать сова — паши в аш А ва Аалго 
1—2? 511" ати % 11° ат 9 


Дат и 9) = Ааш иАат о — А эщ ат и эта 9 созат и созате 
— ’ 1 — 31 аш и защ о 


шт ат (и -- 2) = 


(13) {605 ам (и -- 9) = 


Эти Формулы выражаютъ основное свойство _эллиптиче- 
скихъ ФхункщЩй зш аш %, с08 аш #, Даши. Мы должны огра- 
ничиться здфсь только-что изложеннымъ результатомъ и 
изъ котораго ‘мы не можемъ вывести слфдотв1я безъ того, 
чтобы не выдти изь опред$ленныхъ нами границъ. 
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ОБ ИНТЕГРИРОВАНИ ДИФФЕРЕНЦАЛЬНЫХЪ 
'УРАВНЕНИ ВЫСШИХЪ ПОРЯДКоВЪ. 


Е ропкарикижиЕЬ 


06ъ уравнении а =, гдЪ Х означаетъ данную функшю отъ х. 


693. Вов случаи обыкновенныхъ дихзереншальныхъ урав- 
ненй, какъ мы видфли, какое бы ни было число перем#н- 
ныхъ, приводятся къ случаю дихференщальнаго уравненля 
нфкотораго порядка съ двумя’перемфнными. Шо изложении 
извфотныхъ результатовъ теори уравнений первой степени, 
мы должны разсмотр$ть уравнен1я высшихъ порядковь. Но, 
если исключимъ линейныя уравнетя, которыя составятъ для 

_насъ дальше предметъь спешальнаго изучения, теорйя, кото- 
рой мы занимаемся, не им$етъ никакого общаго принципа, 
никакого. способа интегрированля, и развите, которое сей- 
часъ будетъ слфдовать, необходимо ограничивается неболь- 
шимъ числомъ частныхъ случаевъ. 

- Мы остановимся сначала на самомъ простомъ случаЪ, на 
томъ, гдф дана производная н$котораго порядка неизвЗот- 
ной хункщи; очевидно, что интегрирован1е зависить только 
отъ квадратуръ. 

Пусть будетъ уравнен!е. 


а) зи = Х, 


и предположимъ, что мы желаемъ опредёлить его общий 
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: . / ых | ы 
интеграль; означимъ черезъь уз, У%, ..., %% (-) значения, 
которыя должны принимать для 2—2 ФУНкЦЯ у и еял— 1 
первыхъ производныхь. Умноживъ уравненше (1) на 4х и 
взявъ потомъ интегралъ, получимъ 


“у к т 
фе —1 -/ Х ах у = Х. + уе ы 


_взявъ интеграль этого уравнев!я, посл умножевя его на. 
Чт, получимъ 


4 — чу 2) 
а "| хде у" Зе у. 


Ху в-а- 


‚ продолжая такимъ образомъ далфе, будемъ им ть 
. 9) — Жы Ва, 


‘Формулу, гдф сдфлано для краткости 


Хх — (в—1) 
Ри = % НУ ] :6й. “о т 


и. гдф Х, означаеть члень и + 1 м5ста въ рядз 
ХУ Хе Хи Кн 


эти хункщи, начиная со второй, уничтожаются для 2 = 
и каждая изъ нихъ есть производная оааующен. Очевидно, 
‚ имфемъ 


| о дее ре. 

а — сх, = [42| 42... | Ха» 

ы. То “70 *7 то 
Формулу. гдф число интегрирований` равно п. 

Интегрирован!е по частямъ позволяетъ преобразовать 
предъидущую Формулу и привести вычислене Х, къ еди- 
ничной квадратур$; это-то мы и намфреваемся изложить 
ЗДЪеЬ. | 

Имфемъь 


(8) о Х, = | Хах, 
5% То 
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и также 


и — [ Х. ах. 
| то 


Интегрироваше по частямъ измфняеть выражеше Х, въ. 
сл5дующее 


5 | 
е _ АХ, 
Х. =@хХ, -[. = хах, 
7х х 
(4) р | Хах— ‚ Хаае. 
то То 
Равнымъ образомъ имфемъ. 


Х. — [ Х.ах, 
то 


и, интегрируя по частямъ, 


| % | Ж.. 
Хх. =А т -Л < дах = Хх -}. Х.хах 


2 ы >: 
=Х.—Х, 5+ ах, _ ах, 


| >. 92. 98 
т, е., по причин Формулъь (3) и (4), 


с и 2 0 ь 
6 х. = |" Хаз —= Хдад 4 [ х* дл. 
| р 2 `2 То то то м4 2 


Сравнен1е ормулъ (3), (4), (5) даетъ возможность на- 
писать, вообще что 


1 1 д” ? 
р —т.2... | | = ‚| жаа "1 — Г Ххах-... 
Е | 18—11)... — 9 ира ; 
и а: И ЗВ Д хове+ 
+(-— 1—4 "хам ч4е | 


и для  овазатежьотва общности этой Формулы достаточно 10° 
казать, что если она имфетъ м$ото для н$котораго значе- 
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ня и, ТО она также существуетъ, когда и увеличиваемъ 
на 1. Умножимъ поэтому Формулу (6) на 4х и возьмемъ 
 потомъ интегралъ отъ 1 =; въ первой Части _будемъ 
имзть Х„.,: переходимъ ко второй. Членъ 


и-|-4 * 
% 
| [== у „нае в 
То - Фо 


`прилагая интегрироване по частямъ, обратится въ 


1 - 1 ы 
| — д”— [ Хы Й Хапах, 


_и если даемъ $ вс значеня 0, 1, 2,... (и — 1), то мы ви- 
димъ, что въ ФормулБ, которая насъ занимаетъ, интегралъ 
эт | ь | 


{ 7 2; 
] Хх42 найдется умноженнымъ на’ 


1 _в@-)_ = и 
газ -1+1 о... СИ "| 


‘количество равное ыы такъ какъ (1 — 1)" =0. По- 


этому будемъ имть 


| Л ®__ п й® 
Ара я". Хай Г Ххах --. «НС ха нае 


Это же есть именно тотъ же результатъ, который полу- 
чится, если измзнимъ въ Формул$ (6) п въ п+1. 


Теперь, если напишемъ подъ каждымъ изъ знаковъ || 


второй ‚ части Формулы (6) 2 вмЪсто д и если означимъо 
черезъ Й то, что, одЪлается ось Х посл этого измневя, то 


МЫ будемъ въ состояни подвести подъ каждый знакъ [ мно- 
жители т, умножающие его. Соединивъ потомъ всБ инте- 
‚гральы въ одинъ, будемъ им$ть 


Х | т Ех ВА в—1 2—3 ... —1)"—* 2—1 | 748, 
п Г.2...(&—1) :. | 1 И ее 


ИЛИ 
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< Х, т }. @— 2)" 242. 

Такимъ образомъ общий интеграль уравненля (1) есть 
(8) у = 12. @— т Й , (д — 2)"—' 242 + Р,- '. 


_ ТДЁ Р‚_, есть произвольный полиномъ въ х степени и — 1. 


694. Предположимъ, ‘что Функщя Х есть производная 


Л" (2) порядка я данной хункщи =); очевидно, что урав- 
ненте 


у = (2) — Е ний 
(2 + — 


= ту" (е,) 


есть интегралъ уравнен1я (1), взятый такъ, чтобы у и его 
® —1 первыхь производныхъь приводились для %==%, къ 
нулю. Но тотъ же самый интеграль также будетъ данъ 
формулой (8), если замфнимъ И черезъ }( (2) и если сдз- 
лаемъь Р_, —0; поэтому имфемъ 


Ге Рид... т. т Г 


а. 5 Г. ТОНА 


или, положивъ 2 == + Йиё = + й — $, подъ знакомъ | 
у те ) 


° пПолучимъ 


р”— 
Гы Рад РОТЕ ыы 


—0и“®- ') (5) | 
1 | и__ #4 
Но пе 


Нашь анализъ такимъ образомъ снабжаетъ насъ новымъ доках 
зательствомъ хормулы Тейлора. 
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-0бь уравнениях, въ которыя входятъ двЪ сл доватедьныя пройз- 
водныя неизвфетной . функции, 


695.  Разсиотримз сначала уравнене вида 


| | 2 у ау) _ 
0) Ра в) = 9 
или 

| ь ар 

® _ ь: Е (2,2) =0 
ГД. положено 

8 о 
®. в =. 


Предположимъ, что мы можемъ рёшить уравнеше (2) 


| ар -4 ео 
относительно 5. и что мы получили =. =} (р), ИЛИ 


(4) , | 4х = 98 ) 
будемъ имЪть | 
| (5) | = 


ТД С есть произвольная постоянная, {, какое-нибудь на- 
‚чальное значене. 

Потомъ, если мы можемъ рёшить уравневе (5) относи- 
‘тельно р такъ, чтобы имфли 


ф = #(1) или ду = $2) 4х, 
‘будемъ ‘имть 


_(6) г. у= [| (2 4% С, 


гв С’ есть вторая произвольная; равно (6) есть общий 
_интеграль даннаго. | 
Можно еще получить этот интегралъь олфдующимъ спо- 
_60бомъ, который долженъ быть всегда употребляемъ, когда 
_Уравнеше (5) не можетъ ‘быть  рёшено относительно р. 
множивь уравнеше (4) на р, получимъ 


к 


а 
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/ @р 
ах = а Вы. 
Е 7 
откуда 


(7) | я == —-- РЯ Ее За с, 


гд$ С, есть произвольная постоянная. Очевидно, что иско- 
мый общий интегралъь получится отъ исключен1я 7) изъ 
 уравневай (5) и (7). 

696. Если не можемъ решить уравнение (2) относительно 


1.» Но если умфемъ рёшить его относительно 9, то искомый 
интегралъ получимъ слфдующимъ образомъ. Положимъ 


@р 
ах ФТ 


и предположимъ, что наше уравнен!е даетъ 


взявъ дихференцлаль, получимъ 


3 


@р = #(4)ач; 
сверхъ того 
ах _#® ау и 


поэтому 


: 4х = гв 44, ау = п ( 


° откуда, взявъ интегралъ, имфемъ 


(9). „= |? 2 (4) 49 -Р С, = о да чб. 
7 Чо 


Ч 


гд$ Си С, суть дв произвольныя постоянныя; искомый 
интегралъ будеть НЫ исключен1я Е ИЗЪ обоих урав- 
нений (9). 


691.  Предположимъ, наконецъ, что данное уравнене не 
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_можемъ р5шить ни относительно фр, ни относительно 4, но 
мы можемъ риф вытразить ВЪ Функщи новой перемнной 
+ такъ, чтобы имли 


\ 


ао — р=50, 9=%0: 


_отеюда имбемъ 


`и Формулы 


обратятся тогда въ олфдующы: 


де ау 0 4. 


Е ГО, = ® о 
откуда 
А и и „= (5050 


тд О и С, № производныя; такимъ образомь искомый 
интегралъ дается уравнемями (11). 


| 698. Примврь. — Найти плоскую кривую, которой 
радбусз кривизны имъетз проэкилей на опредъленное наирав- 
_деме постоянную длину. 


Ражусъ кривизны, въ случа прямоугольныхь  коор- 


Ро Вы — а, косинусъ угла, образуемаго его на- 
правленемъ СЪ осью х2, есть В Если же возьмемъ за 


| | У! а» 
овь х данное опред®ленное направлен, то уравнене задачи 
будетъ 


ЧУ [| и) 

РА 4“) о 

И | 
_ 9 
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гдф а есть данная линя. Если сдфлаемъ, какъ прежде 


4 — у, то это уравнеше обратится въ 


ах | 
_ „Ч _ Вар”) 
47 ат 
откуда 
ах _ ар —_ ар р 40 
а ра ор Та 
ау _ а. 
а 1 


Взявь интеграль и означивъ черезъ 25. У, дв произволь- 
ныя постоянныя, получимъ 


Х — № __ А У — % Е 
исключен!е р даеть 
ед Е 105 зп — 4%. 
(71 [И 


699. Разсмотримъ боле общее .дизхеренцлальное уравне- 
н1е 


Фу а—ч\ — 


которое приводится къ 

ар ) = 
я. Е (15 2) = 0 
к отда положимъ 


4—1) 
дд” —.Р; 


Предположимъ, что уравнен1е (2) можетъ быть рЪ»шено 


а | 
относительно 7, и что мы получили 


4 
9 Е = 7 (р); 


черезъ интегрированле будемъ имть 
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® “= + 


‘тдё С постоянная. сли это уравнене можетъ быть р®шено 
относительно 1, то оно будетъ приведено къ уравненю вида 


гд% Х есть данная хункщя отъ 4; это же есть случай $ 693. 


_ 700. Предположимъ, что ураввеше (4) не можетъ быть 
 рёшено относительно 10. По причин$ уравневая (3), имфемъ 


откуда, если (С. есть произвольная постоянная, 


"у _ ГГ рар _ 
7*—? мые ‚ Ф) Е С. 


сли одфлаемъ для краткости 


ар. 
Р = р 
| ›. Г)’ 
то можемъ написать 
"—у 
4 тт — (Р + С) 4х ао -- С, Чт, 


взявъ интегралъ, получимъ - 


4—3 р Р, Р: 

= < ар -- С.2 - С,; 
Ч" 4 „Г “ 
поступая такимъ -образомъ далфе, получимъ при помощи 
хвадратуръ значене у, 


3 


0бъ уравненяхъ, въ которыя входятъ только двЪ производныя, кото. 
рыхЪъ порядки различаются двумя единицами. _ 


101. Пусть будетъ сначала уравнене 


которое содержитъ только неизв$стную Фхункщю у съ ея 
производною втораго порядка. | 


21* 
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Предположимъ сперва, что мы можемъ решить уравне- 


И 
не относительно к и что мы нашли 


о _ _ еу) 
Уиноживъ на 24у, будемъ имфть 
2 У пуд. 
Первая часть неир» есть дифФеренцалъь (2) поэтому, 


взявъ интеграль и означивъ черезъь (С произвольную пно- 


стоянную, черезъ у, какое-нибудь начальное значене’ у, 
имфемъ 


Ре 
(@). Е и. (у) ау -- С. 
Отсюда имеем т 
Уз’ м К) ау + с 


Уо - 


потомъ, такъ какъ` перем$нныя отдфлены, 
29 Я о 
_ ‚ У, Ку) ау - С 


гдё С’ есть новая произвольная постоянная. Уравнене (3) 
есть общий интеграль даннато. | 
102. Предположимъ, что мы не можемъ р$фшить даннаго 


Ве р? | 
уравнеювя относительно > НО МЫ рЕшаемъ его относительно 


4. Положимъ 
4) . | Чу ар 
ий нусть 


(5) ь — у= а 


гла уш. _ 491 
бдеть значешемъ. у, выведеннымь изъ уравнен1я в ай 
ференцирован1е даетъ 

ду = (9) 44; 

_сверхъ того, изъ уравнений (4) имфемъ ду =? -г. поэтому 
р ар = аа, 


уравнен!е, гд% перем$нныя отд$лены. Означивъ черезъ [© 
постоянную, интегрирован1е даетъ 


(6) — ‹ = | 24$ (4) 44 - С, * 
Чо 


откуда 


—_—_ 
= У } 24$’ (9) 49 + С; 


уравнене 4х ’= ду — г тогда сдфлается 


р 


ил паз" (а) а + С 


откуда, означивъ черезъ С, вторую произвольную постоян- 
ную, имфемъ 


| 


7 о ем 0. 


м тт 249’ (+0 


искомый общий интегралъ есть результать исключеня 4 изъ 
уравневай (5) и (7). 


т 


108. ПРимзрРз. — Разомотримъ уравнене 


я. 
о 


ну — ту = 0; 


изъ него имфемъ 
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откуда 


Д \® 6 | 
(2) = 7 у* - 0), 

потомъЪ 

Ут дах = 9 ; 

УС 
И. 
6 
9 — 
- у ‚ у. Ут С 
или. 


дУт = 105 (у Е ИУ’ + С)-— 105 С", 


гдз С’ есть вторая постоянная. Такимъ образомъ имфемъ 


| 


у-+ Ул С = Се", 

взявъ же обратныя значен1я каждой части, получимъ 
| | С. х ут 
А +С=а* р 


Вычтя эту Формулу изъ предъидущей И написавъ просто 


\ 
С, С’выЗото 5 г получимъ 


С 
” 20” 
то же есть общий интегралъ даннаго и 
о от тельное — : 
Если т есть число о ицательное 71, то можно на 
писать 
сте у —1 т "у ету = — вЫ 


— © ет 
у - ее 


‚ ИЛИ 
, У = С 0$ 2 + С’ п ях, 


гдз С и С’ юзначаютъ опять дв% производных Можно 
одълать 


‘С=А с0за, (’=— Ава, 
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и обпий интегралъ обратится въ 
у —= А 0$ (7 -|- «}, 


гдё А и а дв$ произвольныя постоянныя. 


104. Уравнен1е. 
и 
(1) С \ ах” ая} —0, 


7 й__® 
у 


4 
 содержалтее только производныя т ий п) МОЖНО ‚ПРИВООТи 


къ случаю & 101. . 


ДъЪйствительно, достаточно положить 


—? | 


и данное уравнен1е обратится въ 
май 
(3) (а р) = 0, 


Опред®лене р въ хункщи д предотавляеть только за- 
трудненя для исключен1я, и оно приводится, какъ мы уви- 
димъ, къ квадратурамъ. 

`Предположимъ, что уравнен!е (3) можеть быть вшено 


2 


относительно а и что мы имфемъ 
| Фр _ | 
(4) | 47 — Г(Ф); 
по $ 101, будемъ имЪть 
1 О. 
Аа [ Г (р) ар + (= (р), 
| ро 


далве 


(5) | м д= Г. + С 


гдь Си С’ двБ произвольныя постоянныя. 

Если уравневше (5) можетъ быть ршено относительно 1, 
то мы опредфлимъ у изъ уравневя (2), которое входитъ 
въ случай $ 693. Но если мы не можемъ рёшить уравне- 
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вая (5), то поступимъ, какъ въ \ 700: имемъ 


3 т ф 4 
ал"— р и Ф (р)’ 
откуда 
4—9 _ (7 рар 
ах®-$ _ о ь ‚+ оь. 


° гдз С, есть постоянная. Потомъ имфемъ 


-. 


0—4 и 40 
а рек = (Р, + 00 42= + 
откуда 
_ мч _ (2 Рар 
дати — „от ото 


гдф С. есть новая постоянная. Очевидно, что продолжая 
такимъ образомъ далфе, получимъ значене у ыы | 
простыхъ квадратуръ. 


Случай гдЪ можно понизить порядокъ бло 
| уравнений. 


105. Можно понизить порядокъ дизференщальнаго урав- 
нен1я, когда оно нё содержитъ неизвфстной хункцш, а 
только ея производныя. Въ самомъ дфлБ, пусть о урав- 
нене порядка я 


СУ пб 
Г арт атт ^^ ар) 


ЩИ 
к 4 0700- 
которое не содержитъ 9 и въ которомЪъ т означаетъ р 
изводную наименьгигаго порядка. Вели ПОЛОЖИМЪ 


с" 
тя —Р) 


то данное уравнене приведется къ уравненю порядка #— 
Е (=, р, ах’ * Е У пе) — 0. 


Когда значеше р будетъ извЪстно, то у будетъ извфотенъ 
посредствомъ квадратуръ. 
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Теперь, можно всегда понизить на единицу порядокъ диз- 
‚ херенщальнаго уравнен1я, не содержащато независимой пе- 
_ремфнной. Д?йствительно, пусть будетъ уравнене порядка я 
ау 4 
(ут .. я 10) =0. 
въ которое не входить независимая перем нная д; очевидно, 
если возьмемъ у за независимую перемфнную, данное урав- 
нене войдетъ въ предъидуций случай. Положивъ, поэтому, 


будемъ имфть 


’ И ПОСЛ подстановки этихъ значенй, ‘уравнене приведется 
къ порядку и—1. Такъ какь значене ф въ у изв$етно, 
то остается опредЗлить х изъ уравненя 


42: == 9, 
это же требуетъ только одной квадратуры. 


106. ОБЪ ОДНОРОДНЫХЪ УРАВНЕНТЯХЪ ОТНО- 
СИТЕЛЬНО НЕИЗВЕСТНОЙ ФУНКЦ!И И ЕЯ ПРОИЗ- 
водных $.— Если дихферентальное уравнен1е порядка й_ 

Е (2, ах’ ...у т 0, 
однородно относительно У, п„,.., ада, То его можно при- 
вести къ порядку и—1 черезъ внесенле 
Г. х 42 
020 


у=е 


гд% 2 есть новая неизвфстная Функщя. Дзйствительно, диФ- 
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херенцироване даетъ 


ооо фо о фо офф в фо ФФ п з 


Послф внесеня этихъ значешй показательная Функщя. 


необходимо исчезнетъь изъ даннаго ‘уравнения, 


это уравненле однородно относительно у, Я? 


демъ имфть уравнен1е въ 2 


` 


* 


(2 
Е 7 


ау 


д”*—1 2 


„ку КР 


ах”— 


=). 


потому что 


.... И МЫ .6у- 


котораго порядокъ будетъ только и — 1. Если значене 2 


извфетно, то значен1е у будемъ 


туры. 


имзть при помощи квадра-_ 


ТОТ. Къ только-что разсмотрённому уе можно при: 


вести уравнение 


Ее 


Е (9, ал 4х” °' 


ду ФУ ` 


ый. 


ах” 


гу , 


которое не НИ независимой перем$нной х и которое 
- однородно относительно | 


будемъ м 


— 


Фу | 


ту @4 
ду а а 
2” ау аа `°"' 
Чо 42° 
Фу __ 
гм 
4р Фу : 
Ра, = ОЕ г), 


оу 


посл% внесен!я этихъ значений, будемъ ИМ ть уравнен!е по- 
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рядка п — 1, которое будетъ однородно относительно ф, 
‚ар, ЧР 

ву’ ау? **` 
рядку и— 2. 


‚ и которое, слБдовательно, приводится къ по- 


108. О диФФЕРЕНЦГАЛЬНЫХЪ УРАВНЕНТЯХЬ 
ВТОРАГО ПОРЯДКА, ОДНОРОДНЫХЪ ОТНОСИТЕЛЬНО 
ПЕРЕМЕННЫХЪ И ИХЪ ДИФФЕРЕНЦТАЛОВЪ.— Пусть 
будетъ 


 @ ‚, Чу 944 
(1) Е (+ У д’ и) = 


уравнен1е втораго порядка, однородное относительно 4%, У, 
ах. ду, 4?у. Если положимъ 


(2) у=их, Чу =фрах, “у= Зала, 


то уравненше (1), послф внесен!я этихъ значенй, не будетъ 
бол$е содержать х, и оно будетъ вида 
(3) р #9 (и, р, =0 


_Вь самомъ дфлф, по предположен!ю, уравневе (1) не изм$- 
нится, когда умножимъ каждое изъ количествъ 2, 7, фл, а, 
Фу на какой-нибудь множитель; но послБ этого умноже- 
ня значения и, 7, 4, остаются В же; НИЕ: ь ны (3) 


не можеть содержать 2. 
Формулы (2) даютъ 


| ду = иах -- гаи = фа, Фу = драх = 1 7“, 
откуда, 


4 | ИИА: 
х риа 


Предположимъ теперь, что мы имЪемъ изъ уравнен1я (3) 
‚ Ч=+(р), 
ИЗЪ Формулы (4) будемъ имЪть 


(5) | _ 4% _ ар _ 
ри (0%) 
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дихФеренщальное уравнене перваго порядка между пере- 
мфнными р и и. Когда это уравнете будетъ интегрировано, 
_то рьшенйе даннаго вопроса не будетъ требовать болфе, 
чфмъ одной квадратуры, потому что, такъ какъ значен1е р 
извЪстно въ Функцш и, мы будемъ чи значеше х по- 
средствомъ Формулы 


въ которой перем$нныя отд$лены. 


Приложене предъидущихъ результатовъ къ н‹Ыноторымъ 
примфрамъ. 


09. ЗАДАЧА [.— Майти плоскую кривую, в5 которой 
радус5 кривизны пропорипоналень данной функии абсииссы. 


_ Поли означимъ черезь х и у прямоугольныя коорди- 
наты, то уравнен1е задачи будетъ 


Оно не содержитъ у, и мы понизимъ его до перваго по- 
рядка, если положимъ | | 


Чу _ Фу _ а. 


дд № аа 


тогда оно приведется къ 


| ар _ 42. 
а 7® 


Эдфеь перемфнныя отдфлены и интегрирован!е даетъ 


УТТР == И Ре 


откуда 
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посредствомъ новой — квадратуры будемъ имфть у, 
именно: | | 


у = Г $(5) ал -- С.. 


Разсмотримъ, наприм$ръ, случай, гд$ данная Функця РО 
имфетъ значение 


гдф @ есть постоянная. Взявъ %, ==0 и написавъ 5 висто 
С, будемъ имфть 


пах. Же 


„Рае о” > умио 


_ ПОТОМЪ 


ан 
— у С.. 
у = о Ум — =. (2: от (28 2 в) т я ^ 


Кривая, выражаемая этимъ и, встр%чается въ ме- 
‚ханик% и она известна подъ именемъ зибкой кривой; ея ра-. 

_мусь кривизны  измфняется обратно пропорплонально 
абсцисс». | 


110. ЗАДАЧА ПЦ. Найти плоскую кривую, вз которой 
_ радус5 кривизны пропорионален кубу нормали. 

Если означимъ черезъ х и у прямоугольныя коорди- 
наты, черезъ р производную ры то радтусъ кривизны и нор- 


маль, соотв тотвенно, будуть имфть значенями 
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уравнене задачи поэтому есть 


гдЪ а данная лин1я. Это уравнене втораго порядка не содер- 
ЖитТЪ 4; Поэтому нужно У взять за независимую перем$нную и, 


< з с 
замзнивъ (45 черезъ >. мы имфемъ 
4р _ а* с. 449 
= ев" 
Перем$нныя отдфлены и, означивъ черезъ „ произвольную _ 
постоянную, черезъ и получимъ 


/ . а? 1 
—= — 


откуда, 


зявЪъ инт егралъ и означивъ черезъ 4% в: произволь- 
ную постоянную, найдемъ | 


д—. = УвИ% = па? 


ИЛИ | ы 


Искомая кривая а вообще, есть эллипсъ или гипер- 


вола. Бъ случаз ай найдемъ параболу. 
т. ЗаАдАчл Ш. — Найти плоскую кривую, въ кото- 
рой радусь кривизны пропориюналень нормали. 


Означимъь черезъ и данное положительное или отрица- 
тельное число. Уразнене задачи будеть 


ГЛАВА УШ. 431 


- оно не содержить х и мы замфнимъ 4х черезъ т какъ это 
было сд5лано въ предъидущей задач; такимъ образомъ 
будемъ имфть 


Зрар _ 
т 2 


‚Перем$нныя отд$лены и, означивъ черезъ с произвольную 
постоянную, интегрирован1е даетъ 


ау 


2 ау 
пу 


2 
РР Е 
108 (1 52°) = = (0ву — 1086) = 108 ( 


_ откуда 


второе интегрирование, наконецъ, дастъ 


Г ет. 

у \п 
‚== Л] = 
[1 ы. С - 


ГДЗ %, означаетъ произвольную постоянную и %% начальное 

значенле у, которое можно выбрать по произволу. 
`Выражен!е 4х есть диххеренщальный биномъ и случаи 

возможности интегрирования суть т$, въ которыхЪ 5 или 

и —1 йе 

—-— есть цфлое число, т. е. т$, въ которыхъ # есть цфлое чис- 


г | 
ло. Самые зам чательные случаи отв$чаютъ # = =1, ==... 


1) Пусть будетъ 7% — — 1; ВЗЯВЪ 4, — С, ПОЛУЧИМЪ 
У 94 | ЕЕ, 
в—-щ= | = унгу, 
9 У"—У 
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откуда 
(=; 


искомая кривая есть окружность. 
2) Пусть будетъ и =-+1; имбемъ 


2—2 _ у ау о 108 у У — 
С с Улс . 6 
нда 
СЕ У чз о -—= 


взявъ обратныя значення каждой части, получимъ 


=. _ = х 
уу а > 


Сложивъ два предъидупия уравнен1я, найдемъ 


( 2—2. _ 2—2 
с с 
\@ : 
} 


—е 


РВ. 
9 =5 


= 


искомая кривая поэтому есть цфиная лин!я (\ 224). 
3) Пусть будетъь и —= — 2; имфемъ 


ау /6— у 
ах _ у ’ 
это же есть дизФеренщальное уравнене циклоиды, въ 


торой даметръ образующаго круга равенъ с ($ 231). 
4) Пусть рн й =-2; имземь 


ко- 


я— = Ус "Г; = =2 Ус — 6, 
откуда 
(1 ЕЯ 2.) 
А 
и 4 ’ 
это же есть уравненле параболы. 
112. ЗАДАЧА Т\У. — Найти поверхность вращеня, 


для которой средняя кривизна вз различныхь точкахь есть 


постоянная... 
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Въ поверхности вращеня, меридланы и параллели состав- 
ляютъ двЪ системы ливи кривизны. Ол$довательно, ДИНЪ ИЗЪ 
_тлавныхъ радтусовъ кривизны есть рад!усъ меридтана, а 
‚радтусъ второй кривизны есть часть нормали, заключаю- 
щаяся между осью и поверхностью. Если означимъ черезъ 
В первый изъ этихъ радтусовъ, черезь М второй, то урав- 

нен1е задачи будетъ 


гдф а данная лишя. Въ этой Формулё В и М одного или 
различныхь знаковъ, смотря по тому, имфютъ ли эти радгусы 
одно направлен!е или противоположныя направления. Отне- 
семь одинъ изъ меримавовъь къ двумъ прямоуголь- 
нымЪ осямъ, изъ которыхъ одна, ось х, совпадаетъ съ осью 


_ поверхности; Ви № будуть одного и того же знака, если 9 
и = ИМЪЮТЬ противоположные знаки, и обратно; поэтому 
нужно взять. 


ду?\? 
ес ея 
01° $ 
42 | 


ГДЪ ЗНАКЪ радикала \ У. т с входяпий Въ эти выражезя, 


_сверхъ того произвольный. Тогда предъидущее уравнене 
станеть | 


(12) 
ры 47 _ 1 а 
И: 4 
+) А 


Это уравнене не содержитъ 2, и мы понизимъ его до первой 
степени, если ПОоЛлОоЖимъЪ | 

ео 
2—2 а Ра 


оно такимъ образомъ будетъ 
СЕРРЕ. ИнтЕегР. исчисдл. 28 
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а р УГ а 
Для интегрирован!я его, достаточно это уравнен1е умножить 
на у Ду; это дастъ 


рр 4 499. 
1-2 МР 
первая часть есть полный дихфхеренцалъь ЕЕ. и слЁдова- 
тельно, мы имфемъ | | 
у уе = 6* 
у." № 
выл | | 

ГДЗ ==: есть произвольная постоянная, введенная при инте- 


грированли. Отсюда находимъ 


я 


р — = о 
_ и, по причин$ р = с, мы, имфемъ 
3 —- [2 
Яд = (у == 0*) Чу _. 


УЕОЕЧТ 
вопросъ, поэтому, приводится къ А ев 


_713. Воли постоянная 6 есть нуль, то предыдущее урав- 
ненте приводится къ | 


да — 99, 
Уи" —у 

если не примемъ во вниман!е особато рфшемя 9==0. 
Интегрирован1е даетъ | 


я — м = — У4а’ — 9? —= 0, откуда (— м - ду? — 40", 


это же есть:уравнение окружности; ‘очевидно 4 1707, Что 
шаръ есть одна изъ. искомыхъ поверхностей. 

Если положимъ 6? = са, гдф с есть новая постоянная, и 
если сдфлаемъ потомъ 4 ==, то иниренилькиной уравнение, 
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полученное нами, приведется кь сл5ёдующему: 


т — РЕК... Л 
Уд — с* 
откуда имемъ. 
Уу\/ У — 0. 
2(%—%.) 8 
Г. 
2 
т. 
| (2—2)  _ 3(2—10) 
бе “Не ° || 
у я 4 ы 


тд$ 15 есть произвольная постоянная. Это уравнене при- 
_надлежитъ ц®пной лини, которая есть геометрическое м%ето 
точекъ, описанное Фокусомъ параболы, катящейся безъ сколь- 
зевя по опредёленной прямой ($ 224), и поверхность вра- 
_щеня этой образующей кривой, обращаясь вокругъ оси 
‘ абоциссъ, имфетъ то свойство, что средняя кривизна въ 
каждой точк$ есть нуль, т. е. что главные радтусы кри- 
визны равны, а направлен!я ихъ противоположны. 

Исходя изъ этого и замфчая, что въ общемъ случаф, гдЪ 
_постоянныя 4 и 6 остаются неопредфленными, интегралъ 
дихференщала 4х; изъ трансцендентныхъ количествъ содержитъ 
только т, которыя выражаютъ дуги эллипса и гиперболы, 
Делонай (Оеалшау) думалъ, что меридланъ поверхности вра- 
щен1я постоянной средней кривизны долженъ быть образованъ 
Фокусомъ эллипса или гиперболы, катящейся безъ скользевя 
по опред$ленной прямой. Онъ дЖйствительно доказалЪ это 
предложене въ Тош"иаф 4е Майётайдиев ритез её аройчибез 
УТ, 1-я серия, точность котораго можно пров$рить сл$дую- 
щимъ способомъ. 

Пусть будетъ 

|: 2 
яр 1 
‘‚уравнене эллипса, отнесеннаго къ его осямъ; означимъ че- 
| 28* 
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резъ с разстоявше Уа* — 6? оть центра до Фокуса Е, черезъ $ 
дугу АМ эллипса, заключающуюся между вершиной А 


У 
« ‘ 


и точкой М(х, у’). Проведемъ въ точкф М касательную Од 
возьмемъ отъ М длину МО =$ и возставимъ изъ точки 0 
прямую Оу, перпендикулярную къ Ох. Означимъ наконець 
черезъ у перпендикуляръ ЕР, опущенный изъ Фокуса Е на 
касательную 0х, и черезъ д разстояше РО оть основаня этого 
‘перпендикуляра до точки О. По извёстнымъ Формуламъ бу-. 
демъ ИМЪТЬ | 


а — с 
у: Г 
у ф-ос 
ЯД 
д — 5 
02 


Первое изъ этихъ уравненй и уравнене оллипоа ‚опред$- 
ляютъ Хи въ Фхункщи у; находимъ 


О Е 


—= у Е у? 
ыы 0" У4а?у* — (0 -— и 
(0 У), 
откуда Легко вычислить 
2 ра о 
а века 


(63 -- 9") У4аяу? — (6 - у") 
Зач [у 2) 
а 
‚ (6 - у?) Ида?" — (9 - У" 
Разность первыхь Частей этихъ формуль есть ни ЧТо иное, 


какъ 4%; поэтому имЪемъ 
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в +9) 
У4азуя — (6 Е у 
Очевидно, что это диххеренщальное уравнен!е принадлежить 
кривой, описанной хокусомъ Е эллипса, катящагося безъ сколь- 
зеня по прямой и Ох, если мы желаемъ взять вмёсто эллипса ги- 
перболу, то достаточно будетъ въ предъидущемъь уравневи 


написать — 6? вм$то --6?. Мы видимъ что это есть урав- 
вене предложенной намъ задачи. 


114. Я ЗАДАЧА У. — Гребуется найти об ините- 
аль уравненая оероо порядка. 
ау 49 * ей 
4% 4 
Это уравнене однородно относительно у, г ы поэтому 


| 


а олЖНо положить (\ 106) 
| 2 т | г 
т [ хат Я [ зат р Я [ 24 
ол ^ бо 9 ть т #3 __ # То у 
а що“ › до -(в +=) 


внеся же эти значен1я въ данное ‘уравненте, ре уравне-_ 
ве перваго порядка 


которое легко интегрировать, потому что мы его сдфлаемъ 
однороднымъ, если положимъ 


черезъ это внесенме оно отанетъ 
| | | пг4е — (г + 98) й=0 
Наконець, если положимъ ($ 654) 
2=1\4, @2 — ид -- га, 


то оно приметъ видъ 
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4,1 аи „= (и — Пан _ 3 ди —0: 
БУТ 5 мб Беби 


‚взявъ интегралъь и подставивъ - вмЪсто #, 2х вм5есто и, по- 


лучимъ . 
— 105% - 1 106 И. не... атс бас (хе — П=С. 
5 И-П 1 5 
Такъ какъ значене 2 опредзляется этимъ уравненшемъ, то 
искомый общ интегралъ будетъ 


% 


[ ах 
х. 


у—е ) 


онъ содержитъ дв произвольныя постоянныя % и (. 


115. ЗАДАЧА \Т. — Найти плоскую кривую, которой 
ду  пропорипональны соотвьтетвующим дуамз раз- 
вертку. | 


Означимь черезь 3 дугу неизвестной кривой, отечи- 
тываемую отъ данной точки на этой кривой, черезь $, 00- 
отвЗтствующую дугу развертки, черезъ % данную постоян- 
ную; уравнене данной задачи будетъ 


$4—=0$ ИЛИ 48, = 45, 


или такъ какъ (4$, равняется дихференщалу радгуса кривизны 
В искомой кривой, т = 


АВ = а4$. 


Если введемъ прямоугольныя координаты #2, у, то это 
_уравнеюше будетъ третьяго порядка, и сл$довательно, инте- 
грированше введеть три произвольныхъ постоянныхъ. Мы. 
легко ‘произведемъ это интегрироване, если поступимъ сл$- 
дующимъ образомъ. . 

° Пусть будеть ф наклоневе касательной искомой кривой 
на ось 4; будемъ имЪть 
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и наше дихФхеренщальное‘ уравнене будетъ 


Е РЕ а 4; 


- интегрирован!е даетъ 

105 в — 105 @=а9 или В = ае%, 

_тдё @ есть произвольная постоянная. Поэтому также имфемъ 
| 5 —= ае"® 2, 

_и ел$довательно 


/ 


4% — де"? с05ф 4, Ччу= ае"® эт ? 4. 


Сложимъ эти уравнения; посл умноженя втораго на И-1, 
получимъ = 


9 уИ- п = ае@ТУ- 9, 


‚ Взявъ интегралъ и означивъ черезь 2-4 и—1 произволь- 
ную постоянную, получимъ 


} 
р: 


туч (ии МАТ — —@ очи 
(1 — %) + (5 у,)У- 1 и” 


Это уравнене распадается на два другихъ, и если изъ 
этихъ послфднихъ исключимъ уголь $, то получимъ искомый 
‘общий интегралъ, содержаций три произвольныя постоянныя 
_@, №, У. 

Положимъ 


_дал$е 
д — 2=0 ©0$ (® - в), У— % = р Эщ (® + в); 
ри о будуть полярныя координаты, и .предъидущее урав- 
_ нете сдфлается 
ге?У-1 —= ие"? Ул 
откуда, 
у р = те, & —= $, 
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и слфдовательно 


© —= е””. 


Такимъ образом логариемическая спираль есть единотвен- 
ная кривая, обладающая свойствомъ, изложеннымъ въ вопросф. 

_Предъидущее рёшен1е даетъ рамен упрощенй, кото- 
рыя могутъ допускать задачи . только-что  разобраннаго 
_. вида. | | 


116. ЗАДАЧА \1].— Найти плоскую кривую, в кото- 
рой радусз кривизны пропорщоналень радусу-вектору, вы- 
ходящему изъ опредъленной точки. и. | 


Если станемъ разсматривать неизвфотную кривую, какъ о 
огибающую свои касательныя, то употребимъ (5 210) два 
уравнен1я 

др — 9 605 р == ($), 

26059 -- Уз р =7 (9), 
которыя позволять выразить прямоугольныя -координать! 
д, У въ хункщи перемённыхъ ф и Х ($). Изъ этихъ ураз- 
нев находимъ. 


= Коте -Е РО 6085, 
у = —/ ($) с05›-- [(?) Чпт, 


откуда, : 
Уз у ($) + 7"), 
далЪе 
4х = [1(®)- РЁ’ ($)] в0$ $ 4$, 
| ду = [1 ($) Е Г’ ($) пе @$, 
и. 


- 


Ул” —- ду" = 48 = [Кз)- Ё' ($) 4, 


$ 45 а 2.10? Т0- 
Еадгусь кривизны равенъ у, и радмусъ-векторъ У, по 


этому уравнене задачи будетъ 


Ау 
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гдз т данное число. Такъ какъ это уравнение не содержитъ 
ф, ТО МЫ ПОЛОЖИМЪ | 


4 ФР „ар 

ИЕ, 

п” 4 й ЯР’ 
и мы получимъ. 

„а. я 

а +7=тУТ 7*. 


‚Это уравнене перваго порядка интегрируется непосред- 
_ ственно, потому что ему можно дать видъ 


таг 
РР" 


первая часть есть полный дихференщаль ИРУ? В, и и интег- 
рироване даетъ 


= ®%. 4; 


ВЕ } сы де 
„ГДВ СО есть произвольная постоянная. Такъ какъ = 46} то 


 ПОолучимЪ. 
д ее бо льый 
Р-Р 
Если имфемъ т<1, то интегрироване даетъ 


— 


а Иж 


- 1—1, | 
атс эт | 0 г+т ), 
- 2%; и ро по- 
ТДВ ф, есть постоянная. Одфлавъ т =а, У1-—"Ь, 


лучимъ 
КФ) — ыы ау1 = из -- а и РС. и в), 5\ 


это же показываетъ, что искомая кривая есть алгебраиче- 
ская, когда № соизм5римо. 

| т оди имфемъ #>1, то интегрирование дихФеренцщала (( 
дастъ 


5% /. 1 м 8] 
ре ив У", 
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| 7—1 
гдф $ означаетъ количество а” у—т, аФо есть постоян- 


7% С о 
ная; сдфлавъ 3—7 =а, Ут?—1=, отсюда имфемъ 


е(ф— Фо) е—щФ —Фо) 


Г (о) = УТ + а 5 
Наконец въ случаз 1==1 имфемъ 


аР 


ы И— 207 6 


в | С | 
откуда, положивъ 5—4, имемъ 


[(Ф) = 1 == Фо)*], 


Употреблене множителя ДЛЯ интегрирования дифференщальныхъ 
уравнений какого-нибудь порядка. 


111. Разсмотримъ диххеренщальное уравнен!е порядка я 
между перем$нными д и У и предположимъ, что мы. 
имфемъ его написаннымъ въ видъ 


(1) | | т  -- 9 =0, | 
(К 4—1 
ГД Ри О Суть Функции отъ ©, у, р) **: затяа. Можно на- 
писать 
(2) Ра ры 94% ря 0, 


и если случится, что первая часть этого уравненя есть 
5 | : а | | Я 
полный дифхференшалъ Функщи и отъ %, 9, +. 

очевидно, что уравнение 


_ 4 = 6015. 


будетъ одинъ изъ первыхъ интеграловъ даннаго уравнения. 
Каюя бы ни были хункщи Р и 0, всегда существуютъ 
множители \, способные обратить первую часть уравненя 


о 44 &— Я —чЧ) Въ 
(2) въ полный дизФеренщаль ФУНКЩИ ОТЪ 4, 4, Зи» ** эй 
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самомъ дфлф, разсмотримъ одинъ изъ первыхъ интеграловъ 
уравненая (2), и пусть будетъ 

и = С 
этотъ интегралъ, р5шенный относительно постоянной, кото- 
рую онъ содержитъ. Дизхеренцируемъ его и напишемъ для 


- | [и 
сокращен1я 4), вм$сто ти будемъ имть 


ди ; т 9% 
5. ди? Ти ео 


и значеше у”), полученное изъ этого уравнен!я, будетъ то, 
которое дается даннымъ уравнешемъ; именно 


® + Ру) =0; 
поэтому имземъ 
ди С 9%, Е 4) 
дуе-—) д ди ТТ де 
Р х. 


откуда, означивъ черезъ ^ общее значеше этихъ отноше- 


у 


НШ, получимъ | | | 


0% 
ду®—*) — Е, 


‚ 0%, 0%, 0% 7 | 
а — — д | 


Отсюда слфдуеть, что выражение 
ХРау—*) -- бах 


есть полный дихФеренщаль 4. 

Можно доказать посредствомъ разсуждения, аналогичн аго 
тому, которое было употреблено въ & 683, что 060бое р%- 
жеше даннаго уравненя должно ‘удовлетворять уравненю 


1 ° 3 
_ 3=0; мы ограничимся здфсь только указатемъ наэто пред- 


ложене, которое мы не считаемъ полезнымъ здфсь доказы- 
вать. | | 

Разыскане множителей, о которыхъ быль только-что 
вопросъ, представляеть вообще непреодолимыя затрудне- 


444. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ. 


н1я; однако есть случаи, гд$ ихъ легко найти. Мы сейчасъ 
дадимъ прим$ръ, который есть одинъ изъ т$хъ, которые 
разематриваль Эйлеръ. 


118. Уравнеще, которымъ мы сейчасъ будемъ заниматься, 
сл5дующее: 


у у 
д а у + 99% - 4} — 


ы 


Разоматривая его видъ, мы видимъ, что и предполагать 
‚ существовавле такого множителя 2х, +) 4х, чтобы 
_онъ былъ способенъ обратить его первую часть въ полный 
дихФереншаль Функщи и отъ #, У, г Если такая Функщя | 


аи „а 
и существуетъ, то часть — у, 4 т его полнаго дихФхеренщала 


| ах 
` будетъ имфть значене. 


| ау 
а | :( ах м 
ое А о, 
а ау ах 
4х 
_и мы, сл$довательно, будемъ имЪть 
| ес. ау а 
пы (22) + 25а +0. 


гдф О есть хункщя только перемфнныхь хи у. Нрирав- 
нявъ дифФеренцалъь 0 нулю, получимъ 


(=. ИХ) 
о (4х, о. ЛЕНИ 
+ (= +25.) (1 и +2 У а те —= 0, 


и чтобы это ыы было тождественно данному, нужно 
_ чтобы 


ду 2 и@у+ ВХ ут 
— (бу - у 265 - = 
_ (4х. 4’ ах, 


92 — 23] ал — 24 999. 
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—— 


Первая часть этого значения ЯО дфлается полнымъ дифее- 
ренцаломъ, если положимъ 
Х, =у-+- 26% -| :1*, 


19Х 
Х=-5 = — 9 — г, 


и тогда оставшаяся часть также есть полный дифференщалъ. 
Им$емъ | 


Е _7- 29+ _ . о 
ео б б 8; + у-+ 39% - г + =), 


и сл5довательно | | 
Ш“ у- 204 - = Е: 
м а ту рае |“ +. 5, 


гдЬ С есть постоянная. 
Множитель, который мы употребляли, есть 


Оу + 282 + 7) 7 2+ ду, 


и мы вычисляемъ этотъ первый интегралъ изъ даннаго урав- 
нентя, именно 1. 


а/\* | () 
о 29 + +9 (10) — оу. 


к. 2+) оо 
ве Ру 28 Е 9) т ры 


‚ Употреблене дифференцированя для интегрированя дифференщаль- 
ныхъ уравнений. 


119. Пуеть | 
Ш я 2 0=0 
будеть дифхеренцальное уравнене какого-нибудь порядка 9 
между двумя перемфнными 5 и у. Взявъ дихференщалъ, по- 
лучимъ уравнен!е порядка +1 


(2) О, Е 0, 


и мы будемъ въ состояви образовать потомъ изъ уравненй 
(1) и (2) различныя комбинащи. Пусть будетъ 
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уравнене порядка и--1, происходящее оть одной ИЗЪ ЭТИХЪ 
комбинации. Если можно найти первый интегралъь уравне- 
н1я (3), отличный отъ даннаго уравнен1я, то мы узнаемъ 
также интегралъ этого посл$дняго; потому что, если 


« | У =0 


0 
есть первый интегралъ уравненя (3) и если исключен - 


изъ уравнений (1) и (4) даетъ результатъ. 
о У 


то это уравнене (5), которое есть порядка я—1 и которое со- 
держитъ произвольную постоянную, будетъ очевидно _ пер- 
_вымъ интеграломъ уравневя (1). 

Если уравнен1е (1) перваго порядка, то уравненше (5) 
дасть его общ интегралъ. 


120. ПримфрЪъ. — Чтобы дать прим$ръ этого метода 
интегрированая, предположимъ, что найти лини кривизны по- 
верхности втораго порядка 6ъ центромъ. Уравневе этой 
поверхности есть | 


если положимъ 


(с* рый (с — 6%)" Зы 0*р* 
А = се — 8 те’ 


то диххеренщальное. уравнене проэкций линй кривизны на 


плоскость 29 будетъ ($ 341) 


— 


ме ау\: . ду | 
- 0% Аву (12) Е @* — Ау" ВВ фи =0 
Черезъ о этого уравненя имземъ 


 (2Азу с и д" — Ау? — в) о 


_@ Ь 
д в: аш +1) (1 #—)=°, 
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и исключеше 4° — Ау? — в изъ уравневй (1) и (2), посл* 


уничтожен1я множителя АО т зи 1, общаго всфмъ членамъ, 


даетъ 
в. 5+ ( 9) д" 


4 В 
Если это уравнен!е раздфлимъ на 2у и то получимъ 


Фу 49 

4? а 1. 
Ру 2 
Я 


 перем$нныя отдзлены, и мы черезъ интегрироване имфемъ 
ду . , 
1063; | 1059 — 105 д = 10 С 


< ИЛИ 


Е 
© 2-0 
гдВ С постоянная. Исключение " изъ уравнений (1) и (4). 
_ даетъ | 
(5 рее = 
(5) — бы + бт =, 


что согласуется съ результатами, полученными прежде по- 
мощью другихть способовъ ($ 338 и $ 650). 


е вы задачи, требующей интегрированя системы совмБетныхъ 
дифференщальныхъ уравнений. 


121. Мы видфли, что интегрирован!е системы совм$ст- 
НЫхЬ дихференщальныхъ уравнен1й какого-нибудь порядка 
поетоянно приводится черезъ исключене къ интегрировано 
одного или н%Фоколькихъ ‘уравнений, содержащихь каждое 
только дв перем$нныя; но такое сокращене не всегда упро- 
Щаетъ задачи, которыя ‘надлежитъ рёшить. При отсутотвли 
всякаго общаго метода интегрирован!я, не будетъ безполезно 
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дать здЪсь частный примръ, заимствованный нами въ Гео- 
метрии. 


ЗАДАЧА. — ати ча траектори деиокл ду 
щейся плоскости. 


Пусть будуть 2, 9, г три прямоугольныя координаты и 
(1) ЕЕ 9 | 


уравнен1е движущейся плоскости; разстоян1е и этой плос- 
кости до начала и углы о, 6, |. которые она образуеть СЪ 
осями, суть данныя хункщи параметра $. Такъ какъ иско- 
мыЯ траэктор!и должны быть перпендикулярны къ плоскости, 
то диеференщальныя уравненая задачи будутъ 


ав _ ау _ 42. 
03х 038 6057 


(2) 


—`можно предположить, что мы получили изъ ‘уравневя (1) 
значене # въ Функщи #1, 9, 2 и косинусы угловъ а, 6,1 
‘должны быть разсматриваемы въ уравнен1и (2) какъ данныя 
хункши перемфнныхъ 4, у, 2. Для интегрирования этихъ 
‘уравнений (2) я употреблю пору жы. < 214 и сохраню 
 означен1я этого параграга. Такимъ образомъ углы «, 6, 1 оче- 
видно суть т$, которые образуетъ касательная искомой кри; 
вой съ направлешями осей; поэтому я означу черезъь & т, 6 

и черезъ ^, в, у ‘углы, образуемые главной нормалью и 
осъю соприкасающейся плоскости кривой съ т$ми же осями; 
сверхъ того 4, @ будутъ означать углы соприкосновения и 
совращеная, 45 диеФеренщаль дуги кривой, такъ что будемъ 
о имЪть | 


ый | | 4+ = У@ 003: @ оз 9-Е (4 05, 


Теперь каждая часть ыы (2) равна 43 и мы, сл$дова- 
тельно, имфемъ 


(4) - (д = 43 008 «, ау = 4$ 6086, а2г = 4$ ©0579. 
Положимъ 


(5) в. Е 2 60$ > -Р У 603 м -+- 2 60$ › = 1; 
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взявъ два раза диьхеренщаль этого уравневшя (5) и принявъ 
во вниман1е уравненя (4), получимь (\ 274) — 


_ 6) 26055 + ус0зм — 20055 = 70) 
а 
. И ат, 
(7) 2 60$ х -- 9 6056 -- 2 6087 = — = Ц -- = | 


Сравнене уравнений (1) и (7) даетъ 


290 
{8) в ПА. И, 
Чт Сл 


_По первому уравненю (3) 4 есть произведеше 4 и данной 
Функки отъ $ потому что 0089, с086, с0з1 также данныя 
Функщи этого параметра. Потомъ, по =ормуламъ $ 214, 
с08 Е, 608 \, 6086 и 608 ^, 08 №, ©08у также извЪстныя ФуНкК- 
щи отъ Ё наконецъ 4, по второй Формул (8), есть произ- 
веденше 4 и такой же хункщи. Отсюда слфдуетъ, что урав- 
нен1е (8) есть дизфхеренщальное уравнене втораго порядка 
между перем$нными О и &; интегрироване введетъ поэтому 
дв произвольныя постоянныя. Когда значенме 0 будетъ из-. 
вфотно, тогда координаты 5, у, г будутъ даны уравневями 
(5), (6), (7) въ хункщи параметра #&; эти уравненая могуть 
быть изображены черезъ 


9 _ У=о, д4У=0, @\У=0, 
если только положимъ 
(10). У = { с0$ 2 -- У 605 № 2 0$» — 0. 


Уравнене (8) принадлежитъ кь разряду тзхъ, которыхъ 
_теоря будеть предметомъ сяфдующей главы; но оно инте- 
грируется очень легко, если употребимъ Формулы & 210. 
Дфиствительно, пусть будутъ Х, У двЪ новыя перем$нныя, 
_ опред$ляемыя уравненями 


Х яп: — У 608 т = 0, Х 60$ + Узшт =; 


® 


будемъ имфть 
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Ха +7 005 х = 90+ 


ПОТОМЪ 
= ср = т = ые. ы 1 т Ох 
4Х = $ соб | с03 4" @У м Ре] т, 
и по причин уравненя (8) 
аХ = -—и = 60$ т (т, дУ В =: $1 т (т. 


— 


Взявъ интегралъ и означивъ черезъ А и В дв$ произвольныя 
постоянный, получимъ | 


ь 46 ко т ф.о 
} р. к И . Ух =В— # — ит (т, 
| ы (= | а. С 


и сол$довательно 


у ® : | * ы Сс 
О = А зщ — В сз = — зщ | № 7 605 < 4т 
То 


(11) И: 
т 60$ | И), г 1 тт. 


Э та Формула (1 1). даетьъ выражеше О въ Функщи < или, 
если ‘угодно, въ Фхункщи параметра # задача поэтому рз- 
шена. 


ГЛАВА! 1Х. 


_ТЕОРТЯ  ИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕН ИТАЛЬНЫХЪ УРАВ- 
_ НЕНТИ, 


0 линейныхъ уравненяхъ. 


122. `Линейными дифферениальными уравнетями мы. _ 
назьытваемъ такля, въ которыхъ неизвфстныя Функщи и ихъ 
производныя входаятъ только въ первой степени`и не пере- 


множаются между собой. 
Если независимая перем$нная означена черезъ х, а не- 


изв$етная хункщя черезъ у, то обний видъ линейныхъ урав- 
ней оъ двумя перем$нными есть 


7’ д 
ро зла М Тит 


гд$ коехищенты Р, о 0, а также и У суть данныя 
Функции ОТЪ 2, мной ря въ постоянны. 


Когда количество У будетъ нуль, мы скажемъ, для сокра- 
щен!я р%чи, что линейное уравнеше не имтъетз второй части. 
Мы увидимъ дальше, что интёгрированше линейныхъ уравнен!й 
со второй частью приводится къ интегрированю т%хЪ, ко- 
торыя получаются отъ уничтожен!я ‘второй части. | 

Очевидно .(б 645), что линейныя уравневя не имфють 


особыхъ рёшений. | 
29" 
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Свойства линейныхъ уравнений безъ второй части. 


123. ПЕРВОЕ СВОЙСТВО. — /101Я00к5 линейнало урав- 
ненёя без второй части можеть быть пониеюенз на единицу, 
Дзиствительно, уравнене 


0 —! 4} 


( 
‚+ Т7 + бу=0 


принадлежитъ къ классу однородныхъ уравнен!й; поэтому мы 
_ понизимъ его порядокъ на единицу, если положимъ ($ 606) 


откуда 


дв 28“ трет” 


х /- Т 
ау | х 4 48 иде )‹ | х ат 


но нужно замётить, что полученное преобразованное урав- 
нен1е не будетъ линбйнымъ. 


Наприм$ръ, въ случа я =2, данное уравненле есть 
Чу / - 4 
22? не р ат у = 0, 
и наше преобразоване даетъ р 
42 
аа ро 
124 ВтороЕ свойство. — Если линейное уравнене 


безъ второй части | 


а” д”— ау _ 
ав +Р +. о 


удовлетворяется, кода у=9,, то оно удовлетворяется также 
для у — Су., 19% С есть произвольная постоянная. 


ДЪйствительно, результать подстановленая въ первую 
часть уравнен1я Су, вмфсто у равенъ произведению постоян- 
ной С на результатъ подотановленая у.. 
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125. Третьв свойство. — Если одно и то же линей- 
ное ‘уравненме удовлетворяется, кода положим’ у =, 
у =. .... У =, То оно также удовлетворяется для 
у — 9, НУ -+.. . ТУ, | | 

о Въ самомъ дфлЪ, результатъ подстановлен1я 
у У... У, 
въ первую часть уравненя вмфото у, очевидно, есть сумма 
‘результатовъ, получаемыхь отъ послдовательныхъ подста- 


новленй 9., У., ..., У. 
Изъ этого и предъидущаго свойства слфдуетъ, что если 
извзотно $ рёшевй у, 9., ..., у, линейнаго уравнеюя безъ 


второй части, то можно будетъ образовать р$шен!е того 
же уравненя, содержащее $ произвольныхъ постоянныхъ, 
_ именно 

У — С: Уз - бу... 6:9, 


7 


Если же число $ равно порядку л уравнен1я, то такимъ 
образомъ будемъ имзть общий интеграль дифференц1альнаго 
уравнен!я, съ тъмъ, однако, чтобы произвольныя: были та- 
кими, чтобы мы ‘могли дать хункщи у и ея я — 1 первымъ 
производнымъ произвольныя значеня, отвфчающя значеню 
2 перем$ннаго 2, выбранному по произволу. Это посл$днее 
услов1е не будетъ выполнено, если существуетъ линейное 
соотношен1е между у, 9., ..., 9, Потому что, въ этомь 
случа, имфемъ = | 


Ух — Я@а а -+ Ч 2 - све -- Я —1 У, 


ТД а, @.,`..., @_ постоянные коэзФищентьы; если это 


эначен1е у, подставимъ въ выражен1е у, то послфднее при- 
ведется къ виду 


У = С. Уз - С. 9 -- Е -|- С,— Ув, 


а такъ какъ оно не содержитъ % произвольныхь, то оно и 
не можеть быть общимъ интеграломъ. 


126. ЧЕтвЕРТОЕ СВОЙСТВО. — Бсь уищемя ли- 
нейнойо уравненя порядка п, безъ второй части, заключаются 
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65 выражении 
| у = С, у, РО. 9. +... + Са,» 
адъ О, 05, .., С, произвольныя постоянныя, @ Чи, Ч», --2 9, 


опредъленныя функийи независимой перемънной. 


Это предложен1е очевидно въ случа. и ==1, потому что 
дихФеренщальное уравнен1е тогда будетъ 


и 


Чу — ЧУ _ 
2% т 59 =0 ИЛИ ны 


и мы имфемъ 
9 = С. а, 


ПОЛОЖИ ВЪ 


т 
Й Р 4х 
т 


У = 6 


Послф этого достаточно доказать, что если это свойство при- 
надлежитъ уравнен1ямъ порядка ® — 1, то оно также при- 
надлежитъ уравненямъ порядка я. Предположимъ , поэтому, 
что уравнене 


4? у 7—9 ау, _ 
тя НР до Раз У. ЧУ = 


удовлетворяется для у—4,, гдЪ 9, есть хункщя отъ 5 `безъ 
произвольной постоянной; сдЪлаемъ внесене 


9 —= У: ©, 
откуда | 
Чу _ 1. 49 " фу: 42 9 у 
4х а ‘ал’ ах? = я ал дет" а? 1”? 


если подставимъ эти значеная въ данное уравнене, то оче- 
видно. что коэФищентъ при & будетъ 


9% у, | „Я 
ря Е “У + у, 


выражене, котораго значеше по предположезню будетъ нуль. 
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Де | | ь 
Коли положимъ =. = и, то уравнене въ и будетъ линейное 


_безъ второй части и ‚порядка @ — - 1: Формула, дающая во® 
- рёшеня, поэтому будеть 


‚И — Сома -- бу +... - Сы щ- , 


и слфдовательно общее выражение 2 будетъ 


й; 


эЯ 
& — С, —- с, | %, ИИ —- оо —- С, Ив—1 ат. 


_Такимъ образомъ, для общаго выраженя у будемъ им ть 
эх я 

ра = С, у + С. У, Й и а... + (ьуа ] и„—4 @Х, 
й 


9% С. 
« 


< 


это же доказываетъ изложенное предположенге. 


Интегрированге линейнаго уравненя, снабженнаго второй частью, въ томъ 
_случаЪ, когда изветенъ общий интегралъ уравнен!я безъ второй части. 


127. Положимъ, для краткости, 


Фу р И ау 

(1) | Ф (у) = | ад" -Р ал?— Е 24 = Та - Оу, 
тдВР,..., Т, 0 суть данныя зункщи отъ 2, и разсмотримъ 
линейное уравнете порядка я 

(2) к. Фу =У 


котораго вторая часть У›есть также данная Функшя отъ $. 
Я говорю, что если извфотенъ общ интеграль уравненя 


(3) _ - Фу =0 


безъ второй части, то можно будетъ ВЫЧИСЛИТЬ интегралъ 
уравненая (2) посредотвомъ простьытхь квадратуръ. 

_ Пусть будетъ , ы 
(4 ры у =. 9: НО, У, +... + С 9% 


общий интегралъ уравнемя (3), гдз (., (.,..., О, провз- 
вольныя постоянныя, Ёсли разсматриваемъ произвольныя фт 
С.,..., О, какъ неопредфленныя хункщи отъ %, то вторая 
часть хормулы (4) можеть представлять какую угодно Функцю 
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и сл$довательно, эта Формула (4) способна выразить въ 
частности общий интегралъ уравненя (2). Можно даже, если 
угодно, дать ® — 1 произвольнымь (С,, (, ..., С, каюя- 
угодно‘ значен1я или составить изъ нихь # — 1 какихь-ни- 
будь соотношен, потому что, такъ какъ одна изъ этихъ 
‘произвольныхъ остается неопредФленной Функщей, мы не. 
сдфлаемъ ничего инаго, какъ подотавимъ выЖсто у новую. 
перем нную. | 

Взявъ поэтому дизФеренщалъ уравнен1я (4) въ предполо-- 
жен1и перемённыхъ произвольныхъ, будемъ имть 


ду бу. Фу. САД 
дт — С, —- С, ый Рес —- С» т 
у ас, 
В -- У = Е 92 ее -. ‚ У Ук ах’ 


и такъ какъь мы можемъ составить ® — 1 соотношений. изъ 
произвольныхъ, то мы положимъ сначала сл$5дующее:: . к 


40. г 90, ЕР 
Ча т -- 92. ор Г т де = 0; 


. С 
слфдовательно, значеше Е. просто будетъ 


4 са ` 49 о би, 
ПО, О, 9... бы, 


1] | 
отсюда сл$дуетъ, что = имфеть тотъ же видъ, какъ И въ 


предположен1и постоянныхъ произвольныхъ. Равнымъ обра- 
зомъ образуемъ слфдующя производныя. отъ у до и — 1 по- 
рядка, поступая такимъ же самымъ образомъ, т. е. состав- 
ляя изъ произвольныхъ необходимыя соотношен1я для того, 

‚ чтобы выраженя производныхъ отъ у были т$ же, какь и 
въ предположени постоянныхъ произвольныхъ. Очевидно, 
что соотношея, о которыхъ идетъ р$чь, будуть 


ас, . ас, о 
9 арт. =— Е О а .. . ту Ут "=: 0, 
ду, 40. ‚ 94, 9С, #9 ас», _- 
(5) 42 8 т 4х 42 а: ах аз =} 
4"—я чу. в 4"—® ИА а С. ‚ 4*—1 Ул ФО, -_ 


© Чат вые эозу = — ( 
Па. ча т. Ч" — ‘ат т ат Чх | и 
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и въ то же время будемъ им$ть 


Гу = С: у, + С, у, +... Сыч», 
49 с УС Е. +0, т 


4х ол" ^* ди. 
4: 4 4 ‚ 4? 
(6) а С, уе НС, аа +... + 6, а 
4"—1 4 @— Ч, ди Ди 
«= =С и й ат” ы ‘ -- С» я 


д” — 1 д 


в,’ 


_Чамъ еще нужно значение я; но мы не можемъ болЖе со- 


ставить изъ произвольныхъ новое соотношен1е, и поолёднее 


изъ уравнении (6), черезь дизхеренцироваве, намъ дастъ 


Фу = а” Фу. | (чу, 
еб ая + ба 
” | | | т | 
в | 4—4. +. д АХ ЧС» 
ах*—! ах | ‘4х"— ах 


Подотавимъ' теперь въ уравнене (2) значешя уи его я пер- 
выхъ производныхь, выведенныя изъ уравнений (6) и (7); 


ПолуЧиМЪ 


АИ 
Ри — 9 аС, фу, ЧС» 


т а ах "т д фе 


Но количества Ф (у,), Ф (ч.), ..., Ф (4,) по ыы 


СУТЬ ра поэтому имземъ 


‘д”— 9. 4С "—1 у, 40, | _ а— у», ЧС, _ 
а”— 4% Чай ‘ах Г °°’ Тит р — 


_ (в) 


Теперь, если детерминантъ 
о 


У > У» 

ау, @9, О 

Ол ах сх 

(9) 
"у, 4—9 2—1 Ч» 


ах*”— Е ВЫ ал”®— 


ы 40, ас 
°’ не есть нуль, то уравненя (5) и (8) для д зе. .›. 


дадутъ опредфленныя значення, хункщи отъ 7. 


\ 


ЧС, 
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Чтобы получить эти значеня, сложимъ ‘уравнешя (5) и 
(8), умноживъ сперва первыя на множители №, ^,..., А 
и положимъ вообще | 


ет 6 


й Чу | 4"—® 4 4—1 9 
(10) | й (9) = ло 9 -- 2, ат нЕ ео нЕ Аи—о ал"—® -р ат"'—" 


‘будемъ имЪть 


аС, ЧС. =. и. 
(11) р (9) = 2 (9) а +2 (У) Е № 
Для полученля значен1я с, нужно опредЗлить множители ^ 
такъ, чтобы имЪли 
(12) оу: = 0, ?(у.) =0, ,.., 2(у,) = 0; за исключешемъ 2(у;) = 0, 
и уравнен!е (11) дастъ 
а С; У 
13 тык —— ЕТ БИЗЕ, 
0) ах  эку) 


гд ФКу,) есть значен1е, принимаемое $(у), когда коэвфхищенты 
_Х удовлетворяютъ ‘уравнен!ямъ (12). Означимъ черезъ с 
произвольную постоянную; черезъ` интегрирован1е будемъ 
ИМВТЬ | 


а. ` Уах . | 
0: = а + оу: 


слфдовательно, если положимъ 


1 


ны ‚7 Удх. Г Уах Г Удх 
“> 7: }. 24 (9/1) т 7 20 25()' т "о т У То (У) 


то общий интегралъ уравненля (2) будетъ 
у = -- СУ -Е 69. + ... -Е Сан, | 


гдф с, ,6., ..., ©, произвольныя постоянныя. Мы видимъ, 
что онъ получится, если приложимъ хункцю Х къ общему 
интегралу уравненя (3). — 

Нужно замфтить, что детерминантъ (9) никогда не мо- 
жетъ быть нулемъ. Въ самомъ дёль, по предположению, 
уравнеше (4) предотавляетъ обций интеграль уравнения (3), 
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когда разсматриваемъ (С, (,,...., С„ какъ произвольныя 
постоянныя; поэтому и уравнемй (6) должны дать для С., 
0.,..., С» опредфленныя ‘значемя Функшй оть 4, 79, 
417? о. фл” —1 
‘терминантъ былъ нуль. 


‚ что не им$ло бы м5ета, если бы нашь де- 


_ 128. Спосовъ Коши. — Опособъ, который сейчасъ бу- 
демъ употреблять, основанный на измюнени произвольных, 
‘имфеть большую важность въ Анализ, и онъ дастъь намъ. 
очень в$рное. рёшен1е предложенной нами задачи; но не бу- 
деть ‘однако безполезно, показать здёсь другое р®шене, дан- 
° ное Коши тому же самому вопросу. 

Надлежить интегрировать уравнен!е 


О” рб” 4 4: 
я _ "+ Р ара + -^- +Тар + бу =) 


котораго зторую часть мы означили черезъ Е(4), предпо- 
ложивъ извёстнымъ общий интегралъь у —= У уравненя 


| 4 _ 


в произвольныхъ, входящих въ хункщю У, могутъ быть 
такъ опред$лены, чтобы для .л — “ имЗли 


ду 4*— а"—У 
ты =0би = = Е(5), 


(3) - У =0 .; д”? дх®— 


и я говорю, что уравнен1е (1) удовлетворится, если положимъ 
| % 
{4) | у= | Уйа. 
0 


_Въ самомъ дфлВ, взявъ диференщаль этой Формулы (4) 
и означивъ черезъ (У) значен1е У для « =, имфемъ 


а] а, 


ИЛИ просто 


(5) | а =. т. 
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потому что Формулы (3) им$ютъ м$ето, когда замфняемъ 2 
черезъ я, а слБдовательно, и когда зам$няемъ а черезъ т; 
поэтому количество (У) есть тождественно нуль. 


йа об ФУ, 4"—У 
авнымъ образомъ, производныя зз..., уи_з УНИЧТО- 


_жаются для « =, поэтому черезъ послФдовательныя диз- 
херенцировавля имфемъо 


Чу _ * 4°У 
да.) ‘да 


(6) | Жи, 


4—1) и © х (—У 
дх'— — дат—® 
7 


наконецъ, новое дизхеренцирован!е дастъ 


4” х У (8—1 у 
с) (дет), 
р 
и. д^—*У к (”—1* 
ГДЗ (дэ) есть эзначен1е. принимаемое ата ДлЯ и, 
Очевидно, что это значен1е есть Е(2), потому что по предполо- 


®—14 


ИРУ. 
жен!ю ит ДЛЯ д — « Приводится къ Е(а); такимъ обра- 
зомъ имБемъ | 


Г’ | т ФУ. 
(7) ар = {| т 4% + Е). 
о 


ат’ "7 00"?” 
выведенныя изъ Формулъ (4), (5), (6) и (0; мы будемъ 
имфть результатъ 


Подставимъ теперь въ уравнен1е: (1) значения у. 


Ра ие +... НТО + 05) РН 


это же есть вполнБ тождество, потому что коэфхФхищентъ при 
42 подъ знакомъ [ по предположен1ю есть нуль. 


Мы знаемъ поэтому, черезъ этотъ способъ, рёшене урав- 
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неня (1); означимъ его черезъь Х и положимъ 
у=Х- 2. 

Еоли вычеркнемъ уничтожающиеся члены, то результатъ 

подстановлен1я въ уравнене (1) будетъ 
2 <”— 
д Рек + и. + 02 =0, 

это же есть ни что иное, какъ уравневе (2), гдз буква у 
замфнена через. х. ОлФдовательно, для получения общаго - 
интеграла уравнения (1), достаточно взать интегралъ урав- 
неня (2) и прибавить къ нему потомъ Х. 


Приведене линейнаго уравнешя къ другому, низшаго порядка, въ 
томъ случаб, когда извфетенъ одинъ или н5еколько частныхъ 


интеграловъ уравнешя безъ второй ‘части. 


729. те кактъ ВЪ 55 121, 


- —_ рб’ 3 9 | Чу. 
{1) Ф( у) = + ^ аи ны Та Е Оу, 
гдз Р, ..., Т, О данныя Функщи отъ х. Мы сейчасъ по- 


кажемъ, что можно получить, посредствомъ ква дразуръ. 
общей интегралъ уравнен1я 


©. | | $) = | т 


_ котораго вторая ` часть есть данная Функщя отъ #2, когда 
извфстень обций интегралъ уравненя 
(3) | Ф(у) = 0, 
или, что то же самое, когда извЪстны й различныхъ частныхъ 
интеграловъ этого уравнен1я,. безъ произвольной постоянной. 
_Мы намреваемся обобщить здфсь этотъ результатъ, дока- 
завъ, что интегрироване уравнения (2) требуетъ только 
интегрированя линейнаго уравневя порядка # —& когда, 
извЪстны $ частныхъ интеграловъ уравненля (3). 
Предположимъ, что мы знаемь частный интеграль У, 
уравненля (3); мы будемъь имфть болзе обпий интегралъ, 


если ПоЛлОЖиИМЪ 
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(4) у = С:У1, | 
гдф С. есть произвольная, и, если разсматриваемь (С, кака 
перем нную, то уравнеше (4) будетъ въ состоянии предота- 
вить обиий интеграль уравненя (2); здЪеь это есть ни что 
иное, какъ то же’ изм$нен1е перем$нныхъ, уже употреблен- 
ное въ $ 126. Уравнен1е (4) черезъ дихъеренцироване 
дастъ ($ 64), | 


ау еб 4 а ЧС: 
ах ат а ' 
Фу _ Чу, о @С, у ФС: 
(5) 42° — =; 44° Г 2 4х ах т 9! ‘ах?’ 
Чу ,. 47, в 4С. 4—9, | 4?С, 


ад" — ^' аа Т1 аа а ®* ТИ а 
и такъ какъ Ф(у,) по предположению есть нуль, то внесе- 
н1е значеюй (4) и (5) въ уравнене (2) дастъ результатъ вида 


| "о | а | 
(6) а” а НР: о аж = =» 
гдз Р,..., Ти \У, суть извфотныя Функщи отъ 4. 


_ Уравнеше (6), откуда нужно получить значен1е С,, линейное 
‚и порядка 7; но такъ какъ оно содержитъ только произ- 
‚водныя оть (О, и не содержитъ самой этой хункщи, то мы 
его понизимъ до я — 1 порядка, положивъ. 


аС: _ 
ах 


(7) 


ВЪ этомъ случа$ оно будетъ 


| д —1 4—2 | 

(8) ат” м р д”— о —-. . Ти — У. 

Если можемъ найти обший интегралъ ‘уравненая (8), то 
изъ уравнеюя (7), означивъ черезъ с, произвольную 19: 
стоянную, будемъ имЗть 


/ 


эх 
И! +} идх: 


м 
наконецъ, уравнеше (4) дастъ 
` 7; 
(9) у = Са а- У, | и 4%, 
\ то 


которое будетъ общимъ интеграломъ даннаго уравнения (2). 


а 
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2 | & у | 
Такимъ ооразомъ, зНан1е частнаго орала уравнен!я 


(3) позволяетъ понизить на единицу порядокъ ‘уравнен1я 
(2), безъ уничтоженя линейнаго вида уравнения. 


130. Предположимъ, что извфстны $ частных интеграловъ. 


4. Ч... 9 


уравненая (3). Посредствомъ интеграла у, мы приведемъ, 
какъ мы только-что показали, интегрироване уравневя (2) къ 
интегрированю уравнен!я (8), которое мы означимъ для 
краткости черезъ | 


$ 


(10) ‚4 () = Ур 
и я говорю, что мы знаемъ*— 1 частныхъ интеграловъ уравнен1я 
Въ самомъ дЪл%, очевидно, что мы перейдем ‹ отъ уравнен1я 
(11) къ уравненю (3) черезъ внесете 
О. 

9 


в — —71 
4х’ 


а такт какъ у., уУ,,...› 1: буть р8ёшевая этого урав- 
_ненля (3), то уравнение (11) дет удовлетворяться какимъ-ни- 
будь однимъ изъ сл5дующихъ значен1й 4%: 


4 а*` 451 
А 
ат’ ‘ах’ ах 


Такимъ образомъ къ уравнен1ю (10) можно приложить 
все то, что мы сказали объ уравнеши (2); разыскаше его 
интеграла приведется къ разыскав1ю интеграла такоге ли- 
нейнаго уравненая порядка ® — 4, чтобы соотв тотвующее 
уравнен!е безъ второй части ‘допускало #— @ извфотныхъ 
частныхъ интеграловъ. Продолжая такимъ образом далЪе, 
 образуемъ линейное уравнене порядка # — $, котораго до- 
статочно узнать общ интегралъ для получен1я общаго 


интеграла ‘даннаго уравненля. 
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131. ЗАмвчангя. — Энане частнаго интеграла 9, 


уравнения (2) приводитъ, какъ мы видфли, интегрироване ` 


этого уравневя къ интегрированю уравненя (3); другими 
словами, оно даетъ средотво уничтожить вторую часть, но 
не понизить порядокъ уравненля. СлЪдовательно, .если 
извжстно & частныхъ интеграловъ того же уравневя (2), 
то можно будеть уничтожить вторую часть и понизить 
кром$ того на $ — 1 единицъ порядокъ уравнен!я, потому 
что интегралъ 9, былъ употребленъ для уничтожевя вто- 
рой части; поэтому мы ‘узнаем $ — 1 интеграловъ у, — 4. 
у; —9.,..., &— 9. преобразованнаго уравнения, 

Если отношен1е \“ къ О есть постоянное, то, положивъ 
| = т» имфемъ р$шен!е уравненля (2); это уравнене при- 


водится поэтому къ уравнен!ю (3). 

Наконецъ изъ предъидущаго мы видимъ, что линейныя урав- 
нен1я не допускаютъ особыхъ р$5шен, для полученя кото- 
рыхь было бы необходимо прибфгнуть къ общей теорш этихъ 
рёшенй. Мы видфли, дЪйствительно, чго если 9, означает 
рёшеве уравнешя Ф(у) = 0, то общий интеграль этого 
уравнен1я можно представить подъ видомъ 


4 = С:9, - Су, НР» ++ Сиуи: 


у, поэтому есть частный интеграль. Также, если 


означаеть р$шене Ф(у) = У, то общий интеграль этого 
уравнен1я будеть вида 


К, = 4% - Су: ох -- Су», 


слфдовательно у, опять есть частный интегралъ. 


Другой способъ приведешя линейнаго уравненёя | къ линейному урав- 
нению низшаго порядка. 


| 732. Приведене, которымъ мы занимались въ & 780, мо- 
°_ жеть быть произведено другимъ способомъ; что мы _ здЪоь 
сейчасъ и покажемъ, чтобы дать. НОВЫЙ прим ръ способа, из- 
мжнен1й перемённыхъ. 

Возьмемъ опять линейное ‘уравнене порядка 7 
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ОНИ (у) = 


/ 
и предположимъ, что намъ извфстны 1 частныхь Ру 
_ЛОВЪ И ‘уравненю безъ второй части 


я _ в $(у) = 0. 


Мьт будемъ имфть бол%е общий ч частный интеграль уравнен1я 
(2), если Положимъ 


> (3) | | | у = С, + Су, +.... + Сиу:, 


гл О, 0., ..., С; произвольныя постоянныя, и если раз- 
‘сматриваемъ эти произвольныя какъ перемфнныя Функщи 
отъ 1, то уравнене (3) будетъ способно представить общий 
_интеграле уравненя (1); можно даже составить изъ произ- 
‘вольныхь $ — 1 соотношен!й, выбранныхъь по произволу. 
Поступая здЪоь, какъ въ $ 121, мы выберемъ соотношезя, 
которыя должны быть такими, чтобы $ — 1 первыхъ произ- 
- водныхь оть у имзли, въ предположении перемённыхъ произ- 
вольныхъ, тая же выражеюя, какъ и въ предположении по- 
стоянныхъ произвольныхъ. Такимъ образомъ мы положимъ 


ЧС ЧС; _ 
[9 аз + Ни 
| ау, ас, 49,90, , ЧУ" ЧС: 
«_ д2 42 "42 дд Г `` Та а 
— (1—2? у, ЧС, 4'—3у, 40. | Санте ат =0 
` а-— аж ' а Е 4х’ 4х 


и мы будемъ имЪть 


у = С, Е Су, р 2%. ЕЕ 


Чу _ ы | с 4%: 

| о > 5: ое Зе ев, вв 98 28% ео) в. 
ем оо ее 
4—1 4—1 ФУ = 
ад ' да г (3 ах’ т т д 


` 


Положимъ, сверхь того 


СЕРРк. ИнтигР. ИСЧИиСл. 


<. 
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а 40, д:Ь— 4—1), 4С, 2) . + 9 —ч/:90; 
дея р Газе т ая ад =” 
Фу АС, > ЧС, гой а у; ас; мА 
(6) дх. ал ' ах; 4х т" аж. ах ^^" 
| ‚ 4” "у МА = а0. { Я", ас. 


—} У ооо < а == рф, 
`ал"— ар Газ— о дл”— фл а 


и мы сдфлаемъ также, для сокращеня письма, 


Е. 
[и 
—- 2 
4 Я 1; 
_ 422 * а2 
7 а ой 
(7) В Л 
о ооо о ффФоофФфофоо о @ 6 р. 
у; ИИ 4— т | Ч2и-——, ы 
и дл" ый Е Чт т “ло 


взявъ диФфФеренглалъ послЪдняго изъ уравневй (5) и повто- 
ривъ это дизхеренцироване до и —*--1 порядка,. получимъ 


Фу у ` Фу. О Ее 
д бат Г 2 дж а, Фу; те 
Г-Н у о-Н1 у И 9 И, 
| —_—“ =! 74 а | 
(8) аа" — батарее 3 ина Р-Р бр арене 6 
о ооо Фо фо фо фо офф фоо ® Фоо фо о ооо ооо оо Фф оо у 
0 К) фа фу; 
де = С: “дя + 6 ря +. - + бай НВ и 


Подставимтъ теперь въ уравнене (1) значешя у и его п 
 первыхъ производныхъ, полученныхъ изъ Формулъ (5) и (3); 
зам чая, что 9..9. ..., И: суть частные интегралы урав- 
нентя: (2), будемъ имЗть 


(9) — 2, -- Р+,+...+82=У, 


Но система, составленная изъ уравнений (4) и перваго урав- 
ненля (6), опредфляетъ для 


ас, 46, = 90; 
дд’ ах’ ‘``’ а 


вначен1я вида 


00 ке, би .. а ыХи 
х д : 
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д$ Х,Х,,..., Х; данныя Функщи оть д, ай — $ послЖд- 
‚нихъ уравневай (6) даютъ для 2,, 2., #„_; значешя тавя, 
какъ 


= 


(11) РЕВ, 2, ЕН, сор, Ира, 


гв =, 8, ..., 8; равнымъ образомъ данныя ФУНКЩИ ОТЪ 
х. ОлФдовательно, количества, означенныя черезъ И, суть 
линейныя Функщи порядка относительно 2 и его произ- 
водныхъ; уравнеше (9), къ которому мы приводимъ данное, 
поэтому есть линейное, какъ’ и посл$днее, и къ тому же по- 
рядка 9% — $. | 

Общий интегралъ уравневя (9) содержитъ м —*% :произ- 
вольныхь  постоянныхъ; этотъ интеграль предполагается 
извзотнымъ, поэтому изъ уравнений (10) будемъ имфть 


(12) | ты 


ДВ с,, с.,, ..., С: означаютъ 4 новыхъ произвольныхъ 
постоянныхъ. Если употребимъ эти значения `С,, (,,..., Сь 
то уравнене (3) дастъ обший интеграль даннаго уравневя; 
онъ содержитъ вполн$, какъ мы видиамъ, й произвольныхъ 
постоянныхъ. 


\ 


0 линейныхъ уравненяхъ втораго порядка. 


— 


133. Разсмотримъ линейное вы втораго порядка. 


‚ 4) | ‚ 3 _ @4 р 9% 


0 Е. = 


_тдВ”Р, 0, У суть данныя эункшя отъ 4х. На основави тео- 

рли, изложенной прежде ($ 129), если знаемь р$шене 9, 
уравнен1я, полученнаго отъ замфнев1я У нулемъ, интегри- 

| рован!е даннаго уравненая будетъ зависфть только отъ ли- 
в | 30* 
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нейнаго уравнен1я перваго порядка, а такъ какъ таков урав- 
нен1е можетъ быть всегда интегрировано, то можно будетъ 
также опред$лить общий интегралъ уравненая (1). Мы очень 
легко получимъ этотъ интеграль, поступивъ сл5дующимъ 
образомъ. По предположению, имфемъ 


241 


| р9 2 
(2) 1 -Р ха 


(15 


быв 


Вычитая уравнения (1) и (2) одно изъ другаго, посл умно- 
жен1я перваго на у, и втораго на у, получимъ 


124 21 ( 
(и, и У! р Р(у т) = ув 


427 @ Г Р\у ео и ах 


но если сдфлаемъ 


® ру = 


то будемъ им$ть 


Фу 9, _ 92. 


—— 


91 де-9 д — ах 
Бе 


поэтому 
14} ое ре = у. 


Обиий интегралъ этого уравнен1я есть 


т / я 3% 
ыы Рах [ [ } Р ах | 
Р- 2. | У 2 
9 2е И е с У 48/ 


уравнене (3) даетъ потомъ „*% 


а# 
94 __ а 
4х 91 


‘откуда, взявъ интегралъ, 
1 


т „. 
(6) | 9 —= Су, У! Г — ах. 
. Ух 9 


_ Это выраженше (6) у содержитъ дв произвольныя. по? 
стоянныя ©, (.. ‚< | 
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134. ЭдЪсь удобно указать, по Штурму, свойство инте- 
 ‘траловъ уравненя безъ второй части 


Ру о 4 | 
а НР + Чу =0. 


и 


Пусть будутъ у; и у, два частныхъ интеграла, изъ кото- 
рыхъ можно составить, какъ мы знаемъ, общий интеграл. На 
основани предъидущаго будемъ имЪть 


9 — 


откуда слЪдуетъ, что хункшя Ут а 4. г имфетъ постоянно 


С 
одинъи тотъ же знакъ и, слЬдовательно, у и а или 9, и 


Чу. | | р 
Е не могутъ Ъуничтожиться для одного и того же значеня 
4. Предположимъ | 
Чу, _ ие а. 
У р и 29 


если Функц я у, уничтожается для д = а и для д=6, то 
‚для того и другаго значеня % будем? о 


< 


и сл$довательно у И ти будут противныхъ знаковъ. Пусть 
$>а; когда 4 возрастаетъ отъ @ до 6, т измЪняетъ знакъ 
ДЛЯ нфкотораго значен1я & перемфнной д; поэтому у, должно 
также измФнить знакъ, прежде чЪмь 4 сд$лается равнымъ 0. 
Слдовательно, если Функщя у, остается конечной, то она 
уничтожится для значения 2, заключающагося между аи. Мы 
видимъ, что такимъ же образомъ у, необходимо уничтожается, 
если только’ ‘остается непрерывнымъ, для значеня 1, заклю- 
чающагося между двумя значен1ями, ИЕ 4. 
Отсюда слфдуетъ, что при возрастании 5, дв Функщи у, 
и у, уничтожаются поперемфнно, пока онф остаются не- 


прерывными. 
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С линейныхъ уравнешяхъ безъ второй части съ постоянными 
коэффивтентами. 


135. о ри какь въ © 721, 


а*”— ый Фу 
(1) Фы) = Ра +. ЕТО, 

` тДВР,..., т. О суть постоянныя или Фхункщи отъ д, и 
положимъ сверхъ того | 
(2) Г) = =" ЕР”. НТО, 


гдф 7 есть неопредфленная величина; если зам%нимъ 9 пока- 
зательной Фхункцей ©”, то’ будемъ имЪть 
(3) еси, 


Эта хормула (3) есть тождество; дифхеренцируемъ ее $ разъ 
относительно 7; очевидно, производная порядка $ первой 
части будетъ | 


а Ф (6"*)__ Га” рн 
—в—=%( ат) = Фе . 


Что касается производной порядка $ второй части Формулы 
(3), то получимъ ее по правилу & 66, служащему для диз- 
Ференцированая произведен1й; такимъ образомъ, означивъ че- 
резъ /’(г), /"(г), ... послФдовательныя производныя поли- 
нома /(7), будемъ имть 
Фе о” | [(® (7) 1 2—1 (г) 

4 ем 
} | $ (2 


—- 


Теперь разсмотримъ линейное ‘уравнене порядка п безъ 
второй части ь 

9 Ф (у) =0, 

также какъ и соотв$тотвующее алгебраическое ‘уравнене 
(6) Г(^) =0, 


которое будетъ называться характеристическиме уравненем. 
Если характеристическое уравнене допускаеть корень 7;, 
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независящий отъ 1, то мы видимъ изъ Формулы (8), что 
уравнеше (5) допустить частный интеграль 6”. Сверхъ того 
если этотъ корень 7, — кратный и если в означаетъь сте- 
пень его кратности, то онъ принадлежитъ уравненямъ 


Р (г) =0, ['()=0, ..., №0) =0, 
и слЪдовательно, для значений 1, 2,..., (№ — 1) количества 
1, Формула (4) даеть 


ф в е”.7) — 0, 


‘откуда слБдуетъ, что уравнение (1) допуститъ в рёшенй 
ее, ве. с", га ПО с". 


Когда коэзФхищенты Р,..., Т, 0 уравненля (5) посто- 
янны, то характеристическое уравнен1е имФетъ свои и кор- 

_ ней, независяще отъ 1, и сл$довательно, имфемъ такую 
теорему: 


_Творвмл. — Если коэффиченлиы линейнало уравневя 
порядка п безь второй части Ф (у) = 0 постоянны, то каж- 
дыф корень характеристическао уравненя даетз столько 
частныхв интефаловв, сколько ‘имтеть корен единице вз 
своей степени кратности, и слъдовалтельно, полное число 
_этиаь частныхь интераловь равно порядку дифферентал- 
назо уравненая. | | 


х 


Эта теорема позволяетъ образовать общий интегралъ диз- 
Ференщальнаго уравнен1я. Если корни характеристическаго 
уравнен1я неравные и если означимъ ихъ черезъ 7,, 7», ..., 
у, обиай интеграль уравненая (5), будетъ | 

у = 0, = + бе... + С, С’и®, 
‘тдё 0, 0, ..., С» произвольныя постоянныя. Въ общемъ 
случа%, пусть будуть 7,, 7,, ...› 7 различные корни ха- 
рактеристическаго уравненля, №, рэ, -.-› № ИХЪ соотвфт- 
ственныя степени кратности, общий интегралъ уравненя (5) 


будетъ 
и Р, ее Р, в... + Ре", 
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гдз Г,Р. ..., Р; суть подиномы въ д съ произволь- 
ными коеФхФхищентами и соотвфтотвенно степеней в, — 1, 
ы, — 1, к ото & д — |. 


_ 186. Чтобы ршезне, образованное какъ сейчасъ было ска- 
_зано, было дЪйствительно общимъ интеграломъ даннаго урав- 
нен1я, необходимо, чтобы мы могли дать постояннымъ та- 
к1я значентя, чтобы 


принимали для д — Ху ПРОИЗВОЛЬНЫЯ значен1я 


/ п ‚р. р 
1 Уо; Уо, --.)› уе 


Мы сейчасъ покажемъ, что это услов!е выполнимо, ограни- 
чиваясь однако тЪмъ случаемъ, когда характеристическое 
уравнен1е не имФетъ равныхъ корней. | 
Если сдфлаемъ вообще 
`С; —=-@: а : 
то значеюне у, полученное нами, приметъ видъ 


9] = С1 ©'1(#—=6) - с,б’(т-=.) 4... сие’я (=), 


| 


и мы черезъ диххеренцирован1е получимъ 


( | | 
р == С: 74 С’Ит-то) + 6, Ио Ст) +... быт, @ (2—9), 
о фо о ор ооо ооо ооо © 2 
а*—1 у 
ба, — с С’) --...-оьти 16’ (о). | 


Для х = х будемъ имфть. 


Чо В: 0 -- с. --.. -- Сл, 
= саг. СТ. .- - бы 7 
`Уо = Са 71 + 6,78 |... би, 


4 


> 
а 


и намъ надлежитъ доказать, что изъ этихъ ‘уравненш 
можно получить конечныя и опредфленныя значеня для 
С: 6, ...,›. С» Предположивъ различными корни #7, 
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т. ...5 Т. Для этого сложимъ ипредъидупия уравнен!я 
посл умноженя ихъ соотвфтотвенно на множители 


ут. Лау с. зу 


и 


будемъ имть 
А = Се (74) бы е (7) +... - ие (7), 
ноложивъ для краткости 
А = № Уо -- Ал у’ -- №9. -- р О, а НЫЕ 
т (”) — № а. т -- Ле ра - Бе Ав— ии 


Нредположимъ, что хотятъ опредфлить с, для этого сл$- 
дуетъ распред$лить неопредфленные множители Х такимъ об- 
разомъ, чтобы было 


(9: —=0, 9(7,) =0, . ., 9(7,) =0, пеключая 2 (7) = 09 
_и предъидущее уравнен1е дастъ 
р в А 
$. 9 
_ Условя, изъ которыхъ мы опред$ляемъ множители ), вы- 
`ражаютъ, что уравнение 
| 2 (7) — 
иметь корнями #,, Г, ..., 7,, исключая 7; Но характе- 


ристическое уравнене }(7) =0 имфетъ тф же самые корни, 
включая и 7; Поэтому имфемъ 


Г()_ ри +. .ЕИО. 


р) =„—„,= г —х, 


производя дфлен!е во второй части и сравнивая потомъ въ 
той и другой части коэФФИЩенТы при одинаковыхъ степе- 
НЯХЪ 7, ПОЛУЧИМЪ 

в = р -- 7; 

Аз = © -- Ру; 7}, 


Е ‚ри +", 


уравнен1я, опредзляюция множители ^. 


ь 
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Выражене © (7) для 7” =; сдфлается 


е (1; = РГ (г), 
откуда 


это же есть опред$ленное значен1е, потому что уравнене 
7 (7) = 0 не иметь кратныхъ корней и дфлитель }/(у.) 
не можетъ быть нулемъ. Такимъ образомъ наше р%Ъшене 
даннаго дифференцлальнаго уравнен1я вполнф удовлетво- 
‘ряетъ услов1ю, которое долженъ выполнить общлй интегралъ, 


137. Спосовъ д’АлАМБЕРА. — Мы доказали выше, 
что каждый корень характеристическаго ‘уравнен!я даетъ 
столько частныхъ интегрэловъ соотв$тотвующаго линейнаго 
уравнен1я, сколько единицъ въ его степени кратности. Но и. 
безъ помощи этой теоремы можно легко перейти отъ случая не- 
равныхъ корней къ случаю кратныхъ корней, употребивъ 
способъ, принадлежащий д’Аламберу и представляюпий дра- 
гоц$нныя средства въ разныхъ вопросахъ анализа. Вотъ въ 


чемъ состоитъ этотъ методь. Пусть будутъ, какъ обыкно- 
венно, 


и, | ‚Ф(9)=0 
данное линейное уравнене и 
_ (2) | _ 7@0)=0 


характеристическое уравнеше. Предположимъ, что это по- 
слфднее уравнев1е иметь только одинъ кратный ко- 


рень 7, и что степень его -кратности есть 2. Означимъ 
черезъ р 


(3) фе 


линейное уравнене, отв$чающее характеристическому урав- 
_неню у: * | 


(4) | | их, — №) Г (7) —0 


ь %® 7 


гдф Й есть количество какъ угодно мадое. 
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Уравнеше (4) не имфеть кратныхь корней, поэтому об- 
щий интегралъь уравнен1я (3) будетъ 
У=С, ©", -- (С, е"-= -- Суе’б--... 4 С е’и?, 
Но мы имЗемъ 


ев) т — о" 1 + йх ти 


и если Яма 


СС. =Ф,, С.А =0., 


У 


то значене 9 будетъь 
9 —= с” (В. - Ох +5 -- ы -- С, аи +- С, е"=>; 


О; и О, суть дв произвольныя постоянныя, которыя 
можно подставить вм5сто С; и С,. Теперь, если заставимъ 
й безконечно убывать, то уравнеше (3) одЪлается въ пре- 
ДЪЛБ тождественнымъ уравнеюшю (1), и въ то же время 
предъидущее значение у отанетъ 


у = (2, + 0.” в’з | С, с" р... О, е’7®, 
это же согласуется съ теоремой $ 135. 

Предположимъ теперь, что характеристическое уравне- 
н1е линейнаго уравнен1я Ф(у) = 0 иметь три корня, рав- 
ныхъ 7,; уравнене (4) будетъ имЪть два кори, равныхъ 
7, и одинъ корень 7.,, равный ”, -й; тогда общий интегралъ 
уравнен1я и будетъ 


—{ф.-+рде 2 С, от: С, "ит, 


`Разложивъ е” въ рядъ и положивъ 


О, + С, =Е,, О. + С./ = Е,, (5 =» 
ПолЛУЧчимМЪ 
ЕЙ о С гх 
о (Еве чви+В э... ее... бе’ 


и если заставимъ й стремиться къ нулю, т0 ВЪ Е ава бу- 


‘демъ имфть 
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у = (Е. Ех Еле” -.. .-Н С, е""*, 


это же есть обиий интегралъ даннаго уравнен1я въ случа$ 
тройнаго корня #7,. | | 

° Продолжая такимъ образомъ далфе, мы увидимъ, что, 
если в, означаетъ степень кратности корня 7, то обний 
интегралъь приметъ видъ ЗЕ 

у = Ре... + С, с”, 


/ 
гдЪ Р, есть произвольный полиномъ въ 4, степени и —1; и 
поступая такимъ. образомъ съ другими кратными корнями, 
которые можетъ имфть уравнеше } (7) = 0, мы вполнЪ вос- 
произведемъ результатъ, къ которому мы пришли въ © 155. 

Въ томъ, что предшествовало, мы не д$лали никакого 
предположен1я о природ корней характеристическаго урав- 
неня. Когда коефхфйцленты дфйствительньы, то два сопряжен- 
ныхъ мнимыхь корня вводятъ въ общий интегралъ члены, 
осложненные мнимыми` величинами, и часто бываетъ полезно 
привести ихъ къ дЪйствительному виду. 


Пусть будуть м, =«--ВИ—1, 7, =а«—ВУ— 1 два 
мнимыхъ сопряженныхъ корня характеристическаго урав- 
нен!я. Если эти корни простые, то они введутъ въ общий 


интегралъь члены 


Ст ес (603 6% РИ — 1 т 82) - С. с°2 (605 85 —И— 151 85), | 
которые можно зам$нить черезъ | 
(А 03 в -- ВЯ вх) бот, 
Положив | 
ДЕ, В (и -т 


Можно также положить 


{ 


А == @ с059, В= — @зщ д, 


} | 
и оба разсматриваемые нами члена будуть замБнены ч6” 
резъ 


# 


Обет с0$ (6% - 9); 


/ 


гдф С ид дв произвольныя постоянныя. 
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Мы ВИДИМ непосредотвенно, что если сопряженные 
корни 7,, У» имфютъ степень Нек и, ТО ОНИ введутъ 
въ обший интеграль члены = 


ваз | © сов (65 -- 9) С, 0$ (69)... 
о бы 9-1 608 (84 Е 9р—а)}, 


гд$ @, (,,..., Чь 09,94, ..., 9. обозначаютъ 2 
произвольныхъ постоянныхъ 
Разсмотримъ, наприм$ръ, уравнене 


2 


которымъ мы уже занимались въ ` 708; характеристиче- 
ское уравневе здфсь есть 7? -- 1? = 0, и мы имфемъ 
г == И—1: общий интегралъ поэтому будетъ 

) = А с05 75 + Взш их, 
_ или, если угодно, 


1) = С с0$ (7х + 9). 


139. Теорема $ 135 иногда приложима къ линейным 
‚уравненямъ, въ которыхъ коефФищенты не вс$ постоянны. 
Мы считаемъ необходимымъ дать прим$ръ. 

Пусть будетъ уравнене четвертаго порядка 


й 
т — (+ 329 


а? 


ЗВ 82-10 ау =0: 


р - 


характеристическое уравневе здесь есть 
(— 10—22 =0; 
оно имфетъ три корня, равные'1, и, слфдовательно, мы удов- 
летворимъ данному уравнен1ю, если положимъ 
| | у = (С, + С. + 0.17) е. 


Зная три частныхъ интеграла, можно привести дифзе- 
ренщальное уравнене къ первому порядку и, сл$довательно, 
вполнф его интегрировать ($ 782). Но мы придемъ скор%е 
къ искомому результату, употребивъ просто рёшене 
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и = С". 


Разсматривая С какъ перем$нную, мы найдемъ такое преоб- 
разованное уравневше въ С: 


С. ОА 


Положивъ 
48 С 
— 4, 
423 
получимъ 
(14 4 
ЕЕ 1 —мн=о0 или я: = (#— 1 45, 
откуда 


поэтому имфемъ 


——. 
мы саоееентеич. 


43 4 (Ша 
ь се? (® ых 
т 


и взявъ интегралъь по способу $ 693, получимъ 


г. Л 4 (2—1) 
С=с [ (1—2)* е* фа ох в; 
“о 


= 


интегралъь даннаго уравнен1я такимъ образомъ есть 


: . я а (2—1)? 
у = (& + еж - с, 28) в" се" | (1 — 2)* е* 42, 


ГДЪ Со, С. 6», с четыре произвольныя постеянныя. 


0 линейныхъ уравненяхъ со второй частью й съ постоянными коэф- 
фишентами. 


140. Чтобы получить общий интегралъ линейнаго уравнен!я 
(1) - Ф/ЕУ, . | 


‚ достаточно, какъ мы видфли, узнать частный интегралъ безъ 
произвольной постоянной и приложить его къ общему инте- 
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‘тралу уравнев1я безъ второй части 
(2) Ф (у) =0. 


Мы доказали въ \ 127, что искомый частный интегралъ’ 
р Хх. получитоя, если положимъ | 


| ” Уах ” Уах Уах 
3 Х = Г —— +. Г 
) — 2. 7 (9, яя 2. $2 » (45) ака, Ри (2 2» 
Въ этой формул у, 9.,.... У, означаютъ п частныхъ 
интеграловъ уравненя (2), а ф, (4) а ФУНКЦИЮ 
| № д 99, бу. 4") ду 
О 


ТД коэфхищенты А пред дены такъ, чтобы имли 


9; (9/,) — 0, # (9) = 0, зу $; (/.) — 0, ИСЕЛЮЧАЯ $; (4.) — 0 


_Приложимъ этотъ результать къ тому случаю, когда 
_коэфФищенты Ф (9) постоянны и характеристическое уравне- 
н1е не имфетъь равныхъ корней. Здфсь имфемь у, =е“и 
<; (9) есть произведене ©” и полинома | 


Жми Е м Ара НЫ, 
который долженъ туничтожиться, когда полагаемъ =, 
”,..., 7, Исключая 7,; отсюда слфдуетъ, что, если аа 
означаетъ первую часть характеристическаго уравнешя, 
то имемъ | | 


| , о) 
2 (у) = 6"* и) 


И ДЛЯ у — 9; или т-® 
вё (95) == в” Г... 


Поэтому Формула (3) дасть 


О й 
с’п® д? 
с”"а У а 
Но Г 


К ле ть 


зы —.*Уд 
ы х = А А Уаз +... 


| ИТ \ те- 
Вотъ какое количество нужно прибавить КЪ общему ИН 
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гралу уравнея (8), чтобы получить обиий интегралъ урав- 
немя (3). Мы получимъ ту же Формулу, приложивъ способъ 
Коши, изложенный нами въ $ 128. 

Не трудно было бы вывести изъ Формулы (4) т% $ор- 
мулы, которыя относятся къ случаямъ, когда харак- 
теристическое уравнен1е имфетъ кратные корни; но мы не 
считаемъ полезнымъ развить этотъ анализъ. Мы легко р$- 
шимъ вопросъ въ каждомъ случа, если употребимъ $ор- 


мулу (3). 


141. ПрРимъвы. —1) Пусть надлежитъ интегрировать 
уравнение 


4 "ах 
ее 

44 о УТ- 4" 
Разсматривая сначала уравнене 


41 к 
аз — ТУ=0, 


получимъ характеристическое уравнене } (7) = 7? — #?* = 0, 
откуда т — == и; общ интеграль поэтому есть 


у = С, е"* + (,е—ия. 


Обратимся къ данному; по причин 7’ (7) = 2х и 


вы с" У | (е-”= аУ 
57. ЕЕ ЕЕ | Е ее 
[ У 4х = И Е Фу, 


/ 


имемъь 


} | 77 ма —7 га —7% Г. их . 
Х = — И - +5.) ура +3 | >, 
ИВ 2%, ут 27, УТ 


‘или, подставивъ а вм$ото 1 подъ каждымъ знакомъ | ‘имфемъ 


гы | п (2—8) п (= —а) | 2 
|. 2, 12 о к ЗИ 
Х = а ее ааа 


Иа 


искомый интегралъ будеть 


у = С, 6"® С. =" Хх. 
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2) Разсмотримъ еще уравнене 


у Фу 
др ^” ах тия у. 


Уравнене безъ второй-части отвфчаетъ характеристи- 
 ческому уравнен1ю (7— п)? =0, и отсюда слёдуютъ два 
частныхь интеграла у, —=е”, у,= ое”; далфе, сохраняя 
означенля & 140, имфемъ 


672 
?, (1/.) аж д’ в (92) — 6”. 


Положивъ поэтому 


Харе [уз аа вом [| уо-маы 


Ут. 


для общаго интеграла даннаго уравнен1я будемъ им ть 


у = (С. - (,2) с" --Х, 
гд8 О и (О, дв произвольныя постоянныя. 


142. Вместо того, чтобы прилагать обиая хормулы, можно 
приступить, въ каждомъ частномъ случа$, къ непосредствен- 
ному изысканшю по методу, посредствомъ котораго мы вы- 
вели эти Формулы. Но мы должны указать на два случая, 
въ которыхъ непосредственно придемъ къ нахождению част- 
наго интеграла, необходимаго для уничтоженая второй части 
диФФеренщальнаго уравнегая. 

1) Если вторая часть У есть цфлая ункЩя 


У = А, ' | А—! +... А Я-А, 
ТО ПОЛОЖИМЪ 


у = аж + аж... там -а,, 


подставляя же вь данное уравнен1е, получимь $ + 1 урав- 
нений, которыя будутъ служить къ опредфленио коэфФищен- 
ТОВЪ 2 Я № 0 

2) Если вторая часть У имфетъ видъ 


У = ОИ или У = Асва У-! + Ве У, 


СЕРР," `ИнтегРр, исчнсл, 31. 
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ТО ПОЛОЖиИМЪ 
3} = а с03 вх -- бзших или у = аев® у—* + феё-иеу —1, 


и мы будемъ имфть два’ уравненя, откуда получимъ зна- 
ченя аи 0. Но нужно зам$тить, что эти уравнения могуть 
дать для фи $ безконечныя значен!я, и въ этомъ случа$ не- 
обходимо измфнить видъ значеншя у. Данное уравнен1е есть 
Ф (у) =У, поэтому для какого угодно и имбемъ 


Ф (ав У-—1) = ао (и М1), 
откуда, взявъ дифференшалъ относительно — № У —1, имфемъ 


© (аденыье Ут) = возни 1 [р (в ИТ) + 27 (==вУ=Т] 


На основами этихъ Формулъ, если (+ вИ— 1) не есть 
| , | | 

нуль, можно будетъ положить у — 4"? У—* + фе №у-*, или, 

что приведетъ къ тому же, | 


у — @ с03 их 6 51 0. 
Если Г (-вИ— 1) есть нуль, но если ». (= ни, ей не м 
то можно будетъ положить 
4 = (@ 605 ил 6 эт №22), 


и такимъ образом» далфе. | 

Разсмотримъ, наприм$ръ, уравнене 

2. -- у = 6052; 
здёсь имфемъ 
Г(- в ре = — 2+1, ИУ =Зру—Ъ 
_а такъ какъ в должно равняться 1, то должны Положить 
| у = д (@ с0зх -- 6 Япх), 

откуда 
я & 


(= (— а пл -- 6 с051) -- (@с03зх - 6 919), 


2 | 
ах = — 4 (4 608% -- 6 5105) -- 9 (—- азшя + 6 054); 
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подотавляя, имфему 


2 (— а ящх - р 05%) = со5х, 


откуда 


и 


поэтому имфемь частный интегралъ у = ‚и общий ин- 
_тегралъ есть 


х но 


у = С, мето 08% + 


_0 случаб линейныхъ уравненй, приводимомъ къ такому, гд5 коэффи- 
шенты постоянные. 


1438. Линейныя уравнемя, о которыхъ здФеь идетъ р$чь, 
имфють ол5дуюцшйй видъ 
у А. у, = А» ‚че 
ры 1 — у =У. 
4 Т ах ь ах"— Е, т Е -9 ах"— ++. ЕТ - 6)** х 
ТДВ Л, А,,..., А), виб суть постоянныя, вторая же часть 
У ‘есть какая-нибудь Функщя отъ 4. 
Предъидущее ‘уравнеше можетъ быть преобразовано въ 
другое, въ которомъ коэеФищенты постоянные; достаточно 
для ЭТОГО ПОЛОЖИТЬ | 


ах гб =е 


и. взять # за независимую а вмзото х. ДЪйстви- 
тельно, будемъ им ть. 


у а _ 4 
дх ах-ьаг 
г а  ‘/Фу ау\ 


— 
нь еиишьнистые | ьииыныньни —  Бышимщанниья =. 


25 (а 
Подставивъ эти значеня и умноживъ потомъ уравнение на 
(92 -- 6)", получимъ преобразованное линейное уравнезе, ВЪ 
которомъ коэффхищенты будуть постоянные. 
Но для получен1я интеграла данннаго уравневя не пред- 


ставляется необходимости производите преобразоване, о ко- 
31* 
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торомъ мы только-что говорили. Вели представимъ уравнеше, 
для краткости, такъ й | 


_@) ФФ = 

то достаточно будетъ узнать обиий интегралъ уравненя 
-® — Фу =0, 

и мы придемь къ этому слёдующимь образомъ. Замфнимъ, 
вЪ Ф (9), и черезъ (ах + 6)’ или черезъ е’°= 9; мы будемъ 
имфть результатъ вида 

(8) _  Ф@з +0] = (аз НБ’), 


гдз 7(7) есть цфлый полиномъ степени #. Потомъ, если возь- 
мемъ дихференщаль Формулы (8) $ разъ относительно т, то 
получимъ 


Ф [(ах ат 6)" 1051 ча Ев 6)] = (ах -- 5)—" 


| 
(4) г +1 м: (ве + 6—1 (+) ...- 105 (ах + 6) Ё() | 


‚ и ИЗЪ ФОрмулъ (3) и (4) слфдуеть, что. корню г, характери- 
сотическао уравнемя 


Г(и) =0, 


им5ющему степень кратности равную &, тв чатЪ р част- 
ныхь интеграловъ уравневюя (2), именно: 

(ах +60), 

(ад + 0)”. 105 (@х.-- 6), 


о ооо фе ро оо фо ху 9 


(аж = 6), тб (аа -- ь. 


оъ тфмъ, чтобы, въ случа$ 97, .миимаго, (4% -+ ка пред- 
ставляло вытражене е’1°=(@=1®), 

Мьг узнаемъ этимъ способомъ я частныхъ МИ 
уравнения (2) и получимъ изъ нихъ, какъ видфли прежде, 
общий интегралъ уравневшя (1). 


\ 


144. Примзрь. — Предположимъ, что нужно интегри- 
ровать уравненле втораго порядка 
Рипа - 7*у = 0, 
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входящее въ классъ т®хь, которыми мы только-что зани- 
_ мались. Положивъ у = и уничтоживъ множитель д’, обра- 
зуемъ характеристическое уравнение | | 


(г — 1) — би — Пи =0 
или а ох 
и — и) = 0. 

Оба корня равны я; поэтому ‘имфемъ два частныхъ инте- 
грала | | 

5”, д” 06 х, 
и сл$довательно, обпий интеграль даннаго уравнен1я есть 

у = д" (С-РС 105 х), | 


ГД Си С’ означаютъ произвольныя постоянны. 


0 системахъ совмёстныхъ линейныхъ уравненй. 


145. Интегрирование какой-нибудь системы совыфстныхЪ 
дифФерентальныхь уравненй можетъ быть приведено по- 
‚средствемъ исключеня ($ 627) кь интегрированю одного 
или н®сколькихъ дихФереншальныхъ уравнений, содержащихъ 
каждое только двф перем®нныя. Очевидно, что эти посл$д- 
н1я уравнен1я будуть линейными, если уравнен1я данной 
системы были въ свою очередь линейными; мы дадимъ здЪоь 


два прим$ра этого способа. 
Пусть будутъ въ первомъ случа два совыфотнытх ли- 


нейныхъ уравнен!я 

ау о 94 ите-0. 
3, РЗ Ее = 9, Е ы р 0 
Изъ втораго имжемъ 
| (2 
о а 


ОГкуда, черезъ дифФеренцированте, 


ау _ ©. 
2 Га» 
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‚ подетавивъ эти значеня въ первое уравневше, получимъ 
42 42 
Это уравнене есть линейное съ постоянными коэффищентами; 
характеристическое уравнене, соотвфтствующее ему, есть 
(и 2 =0; 


его общий интегралъ, означивъ черезъ 0.,С, двф постоянныя, 
_ поэтому есть 


и мы ПОтТОМЪ имфемъ 
у = [(С, — С,) — С, #|е—, 


146. `ЧТредположиит, что мы теперь ыы два, 
ны уравненая 


:: ах 
ву _ ; #- ' 
ь ау | ы 
Р$шимъ эти уравневая относительно у и -:; будемъ имзть 
два слфдующихъ: 
ПУ=2 я 2 о Мея У: 
Я — 15 у 1 р а 
9 фх _ ар 
п яр — = Эа — 44 а; +522 --9 У А 


_Взявъ дихферениаалъь перваго изъ этихъ уравнений и вычтя 
потомъ изъ. результата второе и получимъ 


ЗО 602 бе Г: Е 
а о @ 84 УТЕВ - Ей ИГ 

‚ Первая часть 7 (7) характеристическаго уравненя здфсь есть 
7) = — Юг 29т - 96, 

‚откуда | | 


Г’ (4) = 31° — 901 + 99; 
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сверхъ того, какая бы ни была хункшя У, имбемъ 


`. | 
| 1 ДУ 
сми Тему 1 Гон 
] Г т тя о ыы. 
и нетрудно видфть, что частный интегралъ уравнев!я въ 
& получится, если возьмемъ сумму значенмй, принимаемыхъ 
зыраженемъ | 


__ 9—2 ы Г с" а _ т # & 

27 (7* — 8х - 13) о ИЯ. 2—8" - 13), УТЕН 
когда подотавляемъ вмфото 7 три корня 2, 4 + УЗ, 4—У3 
характеристическаго уравненя. Потомъ будемъ имфть общай 
интегралъ, прибавивъ сумму 


С, 68 ЗС: са Уз) -- С.е— Уз). 


гдз (., С, О, означаютъ произвольныя постоянныя. Такъ 
‘какъ значен1е х извЪстно, то мы будемъ имфть значене у 
_ИзЪ одного изъ уравненй, написанныхъ выше. 


(4%. Ве дифференщальныя уравненля, не имфюпия вида 
линейнаго, могутъ быть приведены къ нему черезъ вве- 
деве новыхъ перемнныхъ. Мы дадимъ сейчасъ прим$ръ. . 
Разсмотримъ три дизхеренцальныхь ‘уравненя, содержа- 
щихся въ формул = 
м | ду 42 аи 
1) 40 у 98 0и 

И) 2 и г 
Если введемъ новую перемфнную & которой дихеерен- 
цалъ равенъ каждому изъ отношений предъйдущей хормулы, 
то будемъ имфть четыре дизференщальныхъ уравнения 
ах ау _ фе _ аи 


©) РЕ РЕВ ПЕ р, 


откуда, взявъ 4 за постоянный дихФеренщалъ, имфемъ 


к ат 42% 43% 
(3) | | Я — п’ Ра, ТЕ 


далфе 
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их 
« ян -2=0. 
Характеристическое уравнен1е, отвчающее уравнентю (4), 
есть | 


и мы имемъ 


Корни == У— 1 зводятъ въ общ интеграль уравнения (4) 
часть О с08 (# — &), гдё С и ® дв произвольныя; что же ка- 
сается части, вводимой корнями == |,°.то ее можно означить 
черезь Ае’-^-- Ве-“-—, гдф А и В новыя произвольныя. Но 
перемфнная # зависитъ только отъ своего дифхференщала, и 
мы можемъ написать $ вм$сто $—&; поэтому, зам чая, что 
у, 2, и опредфляются уравневтями (3), будемъ имЪть 


д = Ае + Ве- - (соз&, 
у = Аей — Вей — Озшь 
2 = Ас! + Ве" — (с03%, 
+ = Ае’ — Вс + Ст. 


Если положимъ. 
40* ==, 16АВ=6, 1064А ==, 
то изъ предъидущихъ уравненмй получимъ 


х = (#— 2) + (у— и, 
в = (2 2) — (уи), 
у = Ю5 (уе и) + аге (аи —- 


эти уравнен1я, гдЪ а, 6, 1 означаютъ три произвольныя 
постоянныя, предотавдяютъ три интеграла данной системы. 


Способъ д’Аламбера для приведешя системъ линейныхъ уравненй пер- 
_ ваго порядка къ уравненямъ съ двумя перемфнными. 


(48. Д’Аламберъ даль замфчательный способъ приведе- 
в1я какой-нибудь ‘системы совмфстныхъ линейныхь дифФе- 
ренцальныхъ уравнен!й къ уравненямъ перваго порядка съ 
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двумя перем$нными. _ Мы предположимъ здфсь, что уравне-_ 
мя данной системы были приведены къ первому порядку 
черезъ введене, если необходимо, новыхъ перем$нныхъ, какъ 
это мы изложили въ < 615. | 


{ ЛУЧАЙ ДВУХЪ УРАВНЕН!И. — Пусть будутъ линейныя 
уравнен1я 


| [2 2. Е РУ + и 

_ (0) г 
| |. Рут, 

въ которыхъь Р, () У, Р’, ©)’, У’ суть данныя. хункщи неза- 

висимой перем нной 2. Сложивъ эти уравненя посл% умноже- 

ня втораго на неопредзленный множитель \, получим = 


| ди. 4. 

и) (А) + Ф + Ру +0) 2 =У ат, 
Означимъ черезъ # новую перем нную и положимъ 
(3) - | уе =Ь 


откуда 
о - 44 42 Ф_@& 

| НЫ | . 
Если зам$нимъ, въ уравнении (2), у и а, ихъ значешями, по- 
лученными изъ Формулъ (3) и (4), то будемъ имфть_ 


РЕЖ нон -о ею] ут 


“Можно выбрать неопредфленный множитель ^ такь, чтобы 
2 исчезло изъ этого уравнения, т. е. такъ, чтобы мы им$ли 


(5) АР Ф— 9)—9=0 
_и уравневше въ тогда отанетъ 
- (6) . НРУ 


Уравнене (6) есть ‘линейное, и мы черезъ интегрирование 
имфемь — 
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— [ (Р--АР/\ ах РА [ (Р--ХР/) 4х 
2. | о 
{7) ё=е . ТС С (У У’ 4% |, 


То 


или, для краткости, 
{8) 8 =Е (*, А, С), 


гдё С произвольная постоянная. 

_  Уравнеше (5), отъ которахо. зависитъ ^, не линейное, но 
нЪтъ необходимости находить его общий интеграль;  доста- 
точно двухъ частныхъ значений ^,, Х,. Дёйствительно, зна- 
чешя в, отв$чаюция этимъ значенямъ \, суть У--А, #, У-+^, 8; 
_ уравнеше (8), написавъ въ немъ вмЪфсто С послФдовательно 
0,, 0,, поэтому дастъ 


{9} | у т 1.2 ке Е (5%, 24 С). 

| { у 2.2 =Е (2, л», (5). 
Каждое изъ этихь ‘уравнев1й (9) есть интегралъ данной 
_ системы. 


149. Способъ д’Аламбера даетъ возможность узнать ин- 
тегралы линейныхъ дизФеренщальныхь ‘уравнений, когда 
коэфФищенты "Постоянные. Е: 

Въ самомъ дЪлБ, предположим р Ч, Р’, ©’ поостоян- 
ными. Если корни уравненля 


(10). Р’2* + (Р— $) ,— 0 =0 


неравны и если означимъ ихъ черезъ ^,, Х,, то будемъ 
имзть два искомыхъ рёшеня уравнен1я (5), положивъ, по- 
солздовательно, 


здфоь имземъ 


—Р-ХРИе || 2 (Р-Р 
р=е — Го+[" ыы пол а | 


7 и 


и уравненля (9) сдфлаются такими: 
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_ АР а| 08 АР ] 
в + Я (У), У”) 4х 


9 


—(Р--А,Р/) 5 2 (Р--),Р/) д 
у 2.2 =е 1+ вы У’) 
| “хх 


[ 


) 


(10) 


О 


Когда ©) есть нуль, то одинъ изъ корней Х., Л, есть нуль; 
въ этомъ случаф одно изъ уравневй (11) есть интегралъь 
перваго изъ данныхъ уравнен1й, которое не содержитъ 2. 
Когда Р’—=0, тогда одинъ изъ корней уравненя (10) есть 
безконечность; это аналогично случаю © = 0; второе изъ 
данныхь уравнений не содержитъ у'и оно опредфляеть 2 въ 
Функции 72; у дается потомъ черезъ а а перваго 
_уравневля. 

Если оба корня уравнен1я `(10) равны между собой, то 
пусть ^, ихъ значене; уравнене (5) будетъь имёть видъ 


а 


д. , х __ “4 / И 
к а и ИЛИ ВЕ — 92 =0 
‚и мы черезъ интегрироване имфемъ 
— 5 +Р2=6, откуда л— 1, . 
л— 4, — Р! и Р’ д — @' 


гдё С есть произвольная постоянная. Достаточно будетъ дать 
{т два частныхъ значен!я, чтобы получить два необходимыя 
для насъ значенля Х; сдфлавъ ( = ® ‚ дал$е @ — 0, получимъ 


| о е 
А= А, АА рух 


2 
— | (Р--ХР/` 42 
ы нт 


и соотвтотвующия значевая е СУТЬ 
| —{Р--А,Р)= 1 —(Р-АР/ 
С 3 д; # ‚ 

750. Нужно замфтить, что хормулы, относяцияся къ чаот- 
ному случаю /, =/., могуть быть легко получены изъ ®ор- 
мулъ (11), относящихся къ общему случаю. ДФйствительно, 
равенство корней Х перестанетъ имфть м$ото, если соотв$т- 
‘ственно изм®нимъ коэффищентьы; достаточно’ будетъ умно- 
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А 


жить это уравнене на > 


ИСЧИСЛЕН{Е. 


‚ ничто не м$5шаетъ допу- 


стить, что Р и Р’не изм5няются и что измфняются только 
коэзФищенты () и ©)’, не входяшие въ наши Формулы. Если 
это такъ, то интегралы (11) мотуть быть представлены: въ 


одЯду кем ВИДЪ: 


уфле=Е(а, л., С.), 
| У М#=Е(@, я, 0+ ЯС,), 


гдф вместо С, написано (, + С.. 
быть замфнено черезъ 


Второе уравнене можетъ 


_ Ре +ь С, +10) — Е, 6 (2,2, С) 


й 


и въ предфл$, для А —0, оно приводится къ 


_ ОЕ ОЕ 
о, 00, 
151. ПримерЪъ, — Требуется интегрировать два 00- 


вмфстныхь уравненя, уже разсмотрнныхъ въ & 145: 


фу ый 


42 


Прилагая способъ д’Аламбера, имфемъ 


4 | р 
«+ (8—21=0 


И 
Е — (— 1)* =0. 
Отсюда имфемъь | 
О. 
а хх = 0, 
откуда 
ны ИЛИ Е РИ 
л— 1 \: С —х 


Поэтому здфсь можно сдфлать 
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Пусть будуть #, & значемя & отвфчаюция значенямъ А. 
будемъ имВть 


а, 4 
а 2, =0, © + 5) ыы 


откуда 


- у+а= С, уе, 


152. Случай КАКОГО-НИБУДЬ ЧИСЛА УРАВНЕН!Й. —(СПО- 
собъ дАламбера прилагается къ какой-нибудь систем ли- 
_нейныхъ диффФеренщальныхъ уравнений. | 
Пусть будутъ и линейныхъ уравневй перваго порядка 

[ ах 7 
РЕ: ет Ре! =, Е РЬ) 2, а + РЕ а, = у, 


а г РР а, РО, +... Ра, =У,, 


оф © о фофоое о оо ооо ооо ооо оое 


ат ый я т | ь 
п" + Р® я, + Ра, +... + Ра, =У,, 


въ которыхъ коэвзищенты РО и вторыя части У; суть дан-. 
ныя Функши независимой перем нной х. Оложимъ эти урав- 
нен1я послБ умножения ихъ соотв тотвенно на неопред®лен- 
ные множители | 


и р МАЕ 
_ одфлаемъ ПОТОМЪ 
(2) ‚- Хх, #2, т, ф, ‚Е 3—1 Же, 
далЪе | 
РР... +. Р-Р = р, 
(8) РО, Р-Н... Ж—, ре-9 + РИ) =Р,, 
Я Е + №» Р-Р) =Р, 
Е | 


(4) А, у, -- ло а =. .’ Е А У„-—, -- \У= ®,. 


будемъ имЪть 
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и. а: Ф,—, РЕ 
ав + (Р. -® ат Ее [вы а ==, -- Р» м» = ©. 


Замфнимъ х, его значенемъ, полученнымъ изъ формулы 
(2), и воспользуемся неопред$ленностлю множителей ^ для 
уничтожен1я перем$нныхъ 4%, 7, ..., 2; предъидущее 
уравнен1е приведется къ слБдующему: | 


(5) я ар № Р =, 


| | 
и для опред$леная множителей ^, будемъ имфть % — 1 урав- 
нений 


р, —Р, = 0, 


г. | 
я 4 — РР. = 0; 


(6) 


Уравнене (5) есть линейное. и мы имфемъ 


| . 2 с 
ОА [ Р‚. 4х | Риат | 
! | т. | 2, 
(7) $ =е Ось в Чах/, 


гдф С произвольная постоянная. 

% —1 уравнении. (6) не линейны; но ДлЯ ‘нашей цфли 
достаточно знать 2 системъ значен1й количеетвъ ^/. Л., ...5 А, 
удовлетворяющихъ этимъ уравнен1ямъ. ДБйотвительно; озна- 
чимъ вообще черезъ 

20), _ м м’. 
какую-нибудь одну изъ я системъ, о которыхъ мы только-что 
говорили, гдф верхый индексъ $ измняется отъ 1 до я. 
Означимъ также черезъ И? значене #, которое даетъ уравне- 
н1е (7), когда придаемъ множителямъ ^ значенля ^® и когда 
вместо С беремъ 0. будемъ имфть % слёдующихъ интегра- 
ловъ ‘данныхъ диФФерентальныхь уравневай: 
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4") 2 ) 2, |. + мя = -- 4, = #1) 
(2) й. На. +... , а 2, — И®), 


(8) 
нд 2 ++. + а 2—, + 2» = &) 
Изъ этихъ уравнен1й (3) получимъ ДлЯ 1, 7,, ..., Ж, зна- 
чен1я вида 
} 
д. = Те) К -- Те... + Т@) 5%) 
т д, = ТОНИ Те) и +... + Те К, 


о ооо оо во офоо ро ооо фоооеое р] 3 


д == ТН) + ТО, ТФ, 


°ТАЪ коэфФищенты Т суть Функщи отъ л. 
Пусть будуть Х; значене, ‘принимаемое 2, когда даемъ 


постояннымъ С,, С,, ..., С, значен1е нуля; 2; значене, при- 
нимаемое той же хункщей д, когда предполагаемъ вторыя 
части У,, У., ..., У, данныхъ уравнеюмй равными нулю’ 


‚очевидно, что уравневя (9) сдфлаются слфдующиии: 
Ч ИХ. -2,, д, =хХ, + а., ...) 2 = Х» + 2, 
это же выражаетъ олфдующее предложение: 


_Эначеня т, %.,..., &,› составляющия интезральную си- 
стему дифференщальной системы (1), мозутв быть получены, 
00а приложимз значемя Х., Х., Х„, составляюиия первое 
Фушене безь произвольныхь постоянныхь, кз соотвътству- 
ющимз значетямз 1, т, ‚..., 2, составляющим интералл- 
ную систему системы (1) посль уничтоженя вторыхь частей. 


153. Когда коэзфищенты данныхъ уравнений постоян- 
ные, тогда вообще существуеть я системъ значений неопре- 
дфленныхьъ количествъ ^, обращающихся въ постоянныя. Въ 
самомъ дфлф, предположимъ ^., ^,,...,› Ла постоянными; 
уравнения (6) дадутъ 


Если же означимъь черезъ р значене отношенй, содер- 
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> 


жащихся въ этой Формул$, то, подотавивъ вм$ото Р,, 
Р.,..., Р, ихь значеня (3), будемъ ит$ть 

(РН) — р), + Ра, +... + Ре >, -, | Р@) =0, 

Ре) 2, О рме... РИ РФ 0, 


(10) 
ре. Л -- С ль а ,- Р(#—1) ) __ Е (р 2) 0 
Исключете ^,, ^,,..., А изъ этихъ уравнен!й при- 
водить къ конечному уравненю_ 
(11) - . Е (2) = 


степени #, относительно р, котораго первая часть есть ни 
что иное, какъ детерминанть 


Ре) —р Р@) гал Е) ПВ 

РС) р Ре—) Р@) 
я и а о р 
|Р ) РС) Р(" _) Р!") — р 


Каждому корню Р уравнения (11) отв$чаютъ опред$лен- 
_ныя значения ^,. ^,...., А, даваемыя и—1 изъ й урав- 
нен!й (10). Юсли-же корни уравнен1я (11) неравные, то по- 
средотвомъ этого способа мы узнаемъ системы множите- 
лей ^, которыя намъ необходимы; Формула (7), опредфляю- 
 щая Вторыя части интеграловъ (8) сдфлается, здЪсь 


РОС ЕС № [ ср” бах. 


то 
Когда уравневе (11) имБетъ равные корни, то предъ- 
идупий способъ не даеть п различныхъ интеграловъ; но 
можно ‘употребить для пополнен1я числа интеграловъ спо- 
собъ аналогичный тому, который мы ‘употребляли въ случа$ 
двухъ уравневй. 


Интегрирован!е системы уравнений со вторыми частями, въ томъ слу- 
ча$, когда знаемъ интегралы т5хъ же уравненй безъ вторыхь 
частей. 


154. Овойства, изложенныя въ параграФ® 723 и сл5дую- 
щихъ, линейныхъ уравнений съ двумя перемфиными распро- 
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страняются также на системы, образованныя изъ какого- 
нибудь числа уравненй. Оверхъ ‘того, когда знаемъ инте- 
тралы системы линейныхъ уравненй безь вторыхъ частей, 
то нетрудно вычислить интегралы ТВхЪ-же дихфхеренщаль- 
ныхъ уравнений со вторыми частями или по способу Коши. 
($ 128), или по способу измёнен1я произвольныхъ. Мы упо- 
требили здесь этотъ посл5дей способъ. 
и какъ въ у 152, п уравнен!й 


— о Ра) х, НР ж-... + РИ), = У». 
. 


@ ах Рау + Ри а. +... Е Р@) ж, =У,, 


41 
2% =: р а р 2, = У», 


- м 


и предположимъ, что мы знаемъ и системъ частныхъ инте- 
‘граловъ, относящихся къ тому к, когда вторыя части 
суть нули, именно 


249, 2, 209 


” 2 3 
2), 2"), ..., Жо р 


очевидно, мы удовлетворимъ т$мь же уравненямъ безъ вто- 
рыхъ частей. если ПОЛОЖИМЪ 
д. = С, 215) + О. -...- С; 2, 
= бо, о... + С, 20), 
(2) — | 
_. 2 =. х(:) кв хе к ЧЕ 2(", 


если же разсматриваемъ произвольныя С какъ перемфнныя, 
то мы будемъ въ состоян!и разсматривать уравнения (2), какъ 
`°Представляющия интегралы системы (1); это же есть ничто 
иное, какъ измЁнен1е перем$нныхъ, какъ мы уже замзтили 
ранЪе. 

Внесение значеюй (2) количествь 2, %, .... 4%, ВЪ 


СЕРРЕ. ИнтЕГР. ИСЗИСЛ, 
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уравнен1я (1), посл приведевй, вытекающихъ изъ нашего. 
предположен!я, дастъ 


: ое ЯС я 
г 9 С, Хх о же -- 2") ах те У,, 
| р а и я ас, 
(3) : т ох ° (х ра е тн 
в Е | 
(9 40, , (+) 9С, (") ЧС _ 
а: ах, те 5... = У 
| аС, аС. 
эти уравнешя дадутъ для 1.› зи, ... опредфленныя 


значеная, пока уравневая (2) будутъ, въ предположени 
произвольныхъ постоянныхъ, общими интегралами ‘уравне- 
НЙ (1) безъ ихъ вторыхъ частей. Поэтому будемъ имзть 


ЯС, аС.. | ЧС» 
- (4) а =Хь —: = Хак оза = Х», | 
5 Х,.Х,, ..., Хи исвЗотныя Функщи отъ 2. Отсюда. 


находимъ 


(5) О и 
С» = с, -- { х. ах, 
о 


_ТДВ С,, 65, ..., С» произвольныя постоянныя.. 


и 


Другой способъ отысканя интеграловъ въ случа$ постоянныхъ 
| | коэффищентовъ. 


155. Вифото. употреблевная способа д’Аламбера, въ слу- 
ча постоянныхъ коэффитентовъ, можно приступить КЪ 
интегрированю, приложивъ способъ, служивший уже намЪ 
‚въ случаЪ линейнаго уравненя съ двумя перемфнными. 
Пусть будутъ и уравнев!й безъ вторыхъ частей 
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ах 
п РЕ), Ра, т Реж =0, 


да РР Ра, +... РО, =0, 


—_ 


(1) 


въ которыхь коэффитенты Р постоянные. Положимъ 


(2) Ес Рае т, ее -е 


* хх 


и подставимъ эти значеюмя въ уравнемя (1); поел уничто- 
жения множителя ве? будемъ имЪть, 


| РО РОМ... РЕ, ма + Рь) = 0, 
(3) пере оаь ео веке роанИ Я 
| РО, + рэ, +... ЕР, м. (Р —р)=0. 


‹ 


Эти уравненя имЪютъ такой же видъ, какъ и уравнен1я 
(10) $ 153, и они приводятъ къ тому же уравненю въ р 
гм ь \ 
степени и, черезъ исключен1е неопред$ленныхъ количествъ 


^, ^...:; каждому корню р этого уравневля 


(4) Еф=о 
будутъ вообще отвфчать опред$ленныя значеня ^,, А», ..., Ал. 
Если уравненше (4) иметь # различныхъ корней, то мы 


образуемъ, такимъ образомъ, посредствомъ уравнений (2) ® 
системъ частныхъ интеграловъ. Пусть будуть 


! ы | Ра» 22, ...) В 
# корней р, 
д), №), ...) д" 


соотв$тетвующ1я значеше ); и 
С, С., у С, 


п произвольныхъ постоянныхъ; интеграль: данной системы бу- 


ДУть 
| 39* 
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д. = С Же С, дет -...- С, А(") © Ри”, 
(5) и г С, х) ея С, (5) ее ... + С, А(") с ри*, 
|. бе +0, СР... + СЕ рий. 

Было ‘бы легко найти, въ каждомъ’ случаф, изм$нея, 
которымъ должны подвергнуться эти Формулы, когда нзко- 
торые изъ корней р дБлаются равными между собой; то, что 
мы сказали въ $ 150, мы считаемъ достаточнымъ и не бу- 
демъ болфе останавливаться на этомъ. 


Объ одномъ классф линейныхь дифференшальныхъ уравненй. 


756. Оканчивая эту главу, мы считаемъ нужнымъ 
дБ лать извфзотнымъ замфчательный результатъ, получен- 
ный Якоби и относящийся къ теор, которой ‘мы зани- 
маемся. | 

Разсмотримъ систему я какихъ-нибудь  ивференщельныхе 
уравненй между независимой перем$нной х и 9 завиои- 
мыми перем$нными #2, #,, ..., 2». Означимъ черезъ 


[2 


ах 
л, производную 7. и черезъ 


(1) Е. = 0, Ве 0, ое. О 

данныя дихФеренщальныя уравненя, гдф К, Е,,..., Ё, суть 
какля-нибудь Функцти отъ 4, отъ #%,, 15... , 2%» и производ- 
НЫХЪ Я, М, те а Я 


Предположимъ, что мы знаемъ обиие интегралы системы 
(1) и что эти интегралы р$ёшены относительно о 2, 2..5», 
означимъ ихъ черезъ и 


(2) 273 — Х, До = с > "+9 ЧИ —- №5 


г Х,Х.,,..., Х» суть Функщи оть д и п произвольныхъ 
постоянвыхь 4,, 4., ..., @м. 

Если внесемъ значеня (2} въ уравневя (1), то эти обра- 
тятся въ тождества, и мы вычислимъ новыя тождества, че- 
резъ дихеренцирован1е первыхъ относительно произвольныхъ. 
ДизференцируемЪъ, напримфръ, уравнене 


Е, =0 
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4 


относительно произвольной &,; будемъ имфть 


(5 0%: Ор О д, 0, д, 9Е, д’, 2) 0) 
дд, дих ' ди. дар) т ‘°°Т дж» да 0, да, / 
` тождественное уравнене послЪ .внесевя значеюмй (2). Но 
| ОЖ, : 
| 2 х дав } | : 
равно —5,„^; если же означимъ черезъ _ 
| | 
Чо, 
чен1 имаемыя ©", 21 посль внесешя значенй (2) 
значенля, принимаем д, д, П внесен 2). 
_ то мы будемъ имЪть тождество 


^ 


‚6 дХ, \ 9 9Х.» | 
(3) ( (1) р и бы 4 =. ( (п) а (п) да». 2% 
ПР И У 2% ] 0. 


Теперь разсмотримъ п ео ифнний уравнен1й 


И 
2 де„\ ` 
(9% 2 + УС — +... + (од +946 


о. Ур) +... + (9 Се) 2, + У 92} = 0, 


.@) 


(+) (#) 42, (в) > (п) т ие 
(0 ау‘ аи) +... + (5 2 + У 9% | = 0, 


въ которыхъ 21. 2., ..., @, означають неизв$отныя Функши 
и въ которыхъ (0, ук есть данныя Функщи отъ фи # посто- 
янныхь (4, @, ..., @,. Цо причин тождества (3), имз- 
кющаго мЁсто для зы угодно 8%, уравненля (4) удовлетво- 
ряются, когда полагаемъ | 

| дах. 9х, 4х, 


= " —> - ох 7-1 — 
7 ар в ар. | ы 


поэтому общле ит системы (4) будуть 


9Х 
7х. 9. Вых. 
С, о + 6 да. в. + -. 9» да» 
< ОХ, _дх, 
(5) ® — С, да, т С. да, -- С, да з 
ОХ». ОХ, . 9Х 
во И % Ц. 
о —_ а да | С. да ы ы - С» да 
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гдз С, 0.; ..., О, означають я произвольныхъ постоян- 
НЫХЪ. | 
Такимъ образомъ всякая система совмфотныхъ дифхерен- 
щальныхъ уравнеюй, которыхъ интегралы извЪстны, приво- 
дится къ систем$ линейныхъ дифференщальныхъ уравнен1й 
съ перемёнными коэхфищентами, которыхъ интегралы полу- 


чаются черезъ простыя дизхеренцированя. 


7% 


ГЛАВА Х. 


ОБЪ ИНТЕГРИРОВАН ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВ- 
НЕНИ ПОМОЩЬЮ РЯДОВЪ ИЛИ ОПРЕДЪЛЕННЫХЪ 
— ИНТЕГРАЛОВ. 


Употреблене формулъ Тейлора и Маклорена. 


457. Такъ какъ математическй‘ анализъ не обладаетъ 
никакимъ общимъ способомъ интегрированя дифхференщаль- 
_ныхь уравненй, то въ приложеняхъ мы должны приб%гать. 
къ способамъ приближеня, основаннымъ на употреблени 
 рядовъ. Но эти способы затруднительны въ случа уравне-_ 
Ый не только не можемъ линейныхь, если ограничиться 
очень небольшимъ числомъ членовъ. Мы думаемъ дать въ 
Этой главЪ основную мысль употребляемыхъ дДЪйствй для 
_произведеня интегрированля посредотвомъ рядовъ. 

Первый способъ состоитъ. въ употреблени хормуль Тей- 
лора и Маклорена. Мы уже употребляли хормулу Тейлора 
для доказательства существования интегральныхь уравненй; 
вмёсто нея можно брать зориулу Маклорена, которая часто 
приводить къ 'болфе простымъ результатамъ, но которая не 
всегда даетъ возможность узнать искомый общ интегралъ. 
Это мы сейчасъь и покажемъ въ слфдующемъ прим$р$. 


158. Разсмотримъ уравненюе втораго порядка 


4, вау _ 


(1) | д ва "= о 
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вотр$чающееся въ различныхъ вопросахъь математической 
Физики и въ которомъь 2 и 7* означаютъ два данныхъ дфй- 
ствительныхъ, положительныхъ или отрицательныхъ, числа. 

коне уравненте (1) на х и возьмемь потомъ ры 
разъ дихференщалъ, будемъ имЪть 


(2) __ т И | 

ан де Ч 4 у 
в Е дары + ®—1) т 2” ды 

| 7 ди ди Вр 

=» |2 И = 
Для х=—0 ‘уравненя (2) и (3) дають 
ау Ри | ау _ : ([и-? Ч. 

(4) 3=0 Фи в — Пи ЕП 


въ случаБ „= это послднее уравнение есть 


2 | МЕ а 
(5) | (2. 1 = —= 7°9. 


Мы видимъ, что если 2 и не есть ц$лое отрицательное число, 
то производныя отъ у нечетныхъ норядковъ суть нули, и 
что производныя четныхъ порядковъ даются формулой 


"у _ Е ия ‚я 
#— вв --0@® +3)... @® Е -” 


Исли же означимъ черезъ С значение у, отвёчающее д = 0, 
то Формула а дастъ олдующий частный интегралъ 
_ уравнемя (1). 

70° 2 их" 
ор т 2. Е ВИЖ 4 (2 +12" 3) _ 


78 28 
2.4. 69 ЕП ео 


(6) 
Е 


Формула (6) дфлается неопред$ленной, когда 4 ий равно 
цфлому нечетному числу; но, оставивъ этоть случай въ сто-_ 
рон%, рядъ, входяцй во вторую часть, есть сходящийся 
для какого-угодно 2, потому что отношев1е члена мЪста 
+1: къ члену мфста $, именно. | 
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0? 27? 
2% (8 + 8—1)” 


стремится къ нулю, когда $ возрастаетъ безпредльно. 


159. Разберемъ тотъ случай, когда 2 равно цфлому 
отрицательному числу. Если это число нечетное, то мы 
видимъ изъ второй ъормулы (4), что производныя отъ 9 не- 
четныхъ порядковъ для 7—0 суть нули, какъ и въ общемъ 


случаЖ. Та же Формула показываетъ, что, для и = 1 — 2х, 
(—? 
ини даа И — 0, и и 


ду в о Ау _ 
47°. о. п" 


1—2 


производная -я—® Произвольная, но вс$ производныя сл$ду- 
ющихъ четныхъ порядковъ опредфляются въ одно время съ 
ней. Поэтому, если означимъ черезъ (С, произвольное зна- 
ченте | 
т 4: у 
1.2.3.... 1—9) ад" 


для х==0, то гормула Маклорена дастъ 


а И т Же . 

т) У=С: я "1+5 (3 — м та. Ва 3») 
| | 70%8 28 Ея | 

кт 8. 468—682) !''°: 


Если 2п есть ц$лое _ отрицательное четное число, то 
производёьгя отъ 9 нечетныхь порядковъ уничтожаются для 
2 —=0, по Формуламъ (4) до производныхъ которыхъ поря- 


докъ ‚есть — 1 — 29. Значен!е производной в можетъ 
быть выбрано произвольно, какъ и въ предъидущемъ случа%, и 
производныя нечетныхъ порядковъ тогда будутъ опредЪлен- 
ными. Оверхъ того, значене у, отв$чающее х=0, въ. настоя- 
щемъ случа есть произвольное и оно опредЪляетъ значевя про-_ 
изводныхъ четныхъ порядковъ. Поэтому Формула Маклорена 
даеть здфсь рЪшене, содержащее двЪ произвольныя посто- 
янныя, и которое, очевидно, получимъ, если возьмемъ сумму . 
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рядовъ, содержащихся въ Формулахь (6) и (7). Это рёшенше 
есть общий интегралъ; мы его получили-бьт во во хъ случа- 
яхъ по Формул$ Тейлора, которой коэфхищенты могутъ быть 
вычислены посредствомъ Формулъ (2) и (3), но результатъ 
сложенъ и нЪ®Тъ никакого интереса производить вычислеше. 


Изм5неме перемьчныхь, соединенное съ ИИ формулы 
Маклорена. 


160. Въ предъидущемъ параграф мы получили частный 
интегралъ уравнен1я 


фу, 28 : : —_ 
(1) | | рр Е «Ни НАНИ у = 0. 


Чтобы получить его оба интегралъ, нужно было бы уз- 
нать второй частный интегралъ, а такъ какъ этоть интеграль 
не разложимъ, вообще, по хормулф Маклорена, то было бы 
естественно изсл$довать, не позволяеть ли измфнене пере- 
м$нныхъ употребить эту Формулу. Для этого мы положимъ 


у =ава, 
гдф в есть неопред$ленный показатель, иг новая перемЪнная. 


ии" даетъ 


ду _ 
ах 
Ру о 

ВВ Е Е де и (и — 1) 24 


ео рр Е "ыы 12, 


Внеся эти значемя въ ИВР (1) и разд$ливъ . потомъ 
его на 24’, получимъ 


2 2% С. 2 И 42 И (Вии — 1) 
а | ет | 2? з^ 


-— 


ах 7? # —- 0. 


— 


Это уравнен!е будетъ имфть такой же видъ, какъ и данное, 
если сдБлаемъ 


дЪйствительно, преобразованное уравнение будеть. 


| {2  2(1— м) а 
(2) | 40? м ах 


5.0 #& — 0, 
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я оно получится изъ уравненя (1), если изм®нимъ 7 въ 1—й 
и напишемъ 2 вмфето у; такимъ образомъ, случай отрица- 
тельнаго # приводится къ положительному я. Послф этого 
очевидно, что мы получимъ новый частный интегралъ урав- 
невя (1), если изм$нимъ въ томъ, который быль полученъ 
въ предъидущемъ параграх®, п въ 1— и умножимьв потомъ 
его нах“ | 

Изъ двухъ частныхъ интеграловъ мы образуемъь общий 
интегралъь даннаго уравнен!я, уже полученный въ томъ слу- 
ча, когда Эи есть отрицательное цфлое четное число, 
именно: 


71? 2? о | 
то и 3 ВЕ»! '. я 
| г а ПЕ ОИ Е: АО 
же ь 2788 - 8) |2. 4 (3 — 27) (5 — 6-%*т° | 


гд% Си С ре произвольныя постоянныя. Однако, нужно. 
исключить случай, когда 2п есть цфлое нечетное поло- 
жительное или отрицательное число. Если им$емъ 2 = 1, 
то оба частные интеграла сд$лаются равными между собой, 
а если 2и есть цфлое нечетное число, иное чё мъ + 1, то одинъ 
изъ двухъ интеграловъ дфлается неопредфленнымъ. Дальше 
мы снова вернемся къ этому исключительному случаю. 


’ 161. Нужно замфтить случай п = 1; мы легко опредз- 
лимь суммы обоихъ рядовъ,. выражающихъь частные инте- 
гралы. Въ нашемъ случа Формула (3), написавъ Ст вм$ето 
С, будетъ 


С / т. 91° Их И 
#11 1.9.8 ' 1.2.8.45 °°° 
+9 + + Са 
им ЕЕ РА 
ИЛИ 
С; 6% — о—тз С’ 21% -- о | 
И т 


означивь черезъ А иВ двЪ произвольныя постоянныя, можно 
будетъ также написать 
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Ас"= -- Ве" 
Е 
Преобразовате, произведенное нами въ предъидущемъ пара- 
граФ$, приводитъ ‘ непосредственно къ этому результату. 
Д»иствительно, въ случаЪ и = 1, уравненме (2) приводится 
_ЕЪ такому | | 


42 
2 = 
г =. 9% 


и его обиий интегралъ есть 


# — Ас? —- Ве"; 


и мы непосредственно находимъ значене у, которое мы 
только-что ‘получили. 

Если т? отрицательное и если сдфлаемь т? —= —в?, то. 
интеграль даннаго уравненя долженъ быть написанъ такъ 


__ С зщ из - С’ созьх 
— > 


Употребленме способа неопредфленныхъ коэффищентовъ. 


{62. Вм$сто того, чтобы употреблять Фхормулу Макло- 
рена, можно съ выгодой ‘употребить с©пособъ неопредЗлен- 
ныхъ коэффишентовъ, допускаюций большую И 

Возьмемъ снова уравненле | 


_ 9 949, , _ 
(1) дай Г д аа — 


нами уже разсмотр$нное; и попробуемъ удовлетворить ему, 
положЖивЪ | о 


(2) у= Ах* + Ва ++ 0 + 0+ ..., 
ГД а, В, 1. 8,... означаютъ возрастающие показатели. Изъ 


Формулы (2) находимъ. 


—^ —= Аж“! ый м Фа 
(8) < п», 
А Аврин +... 
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Внеся эти значешя въ уравнен!е (Г), получимъ 


А [«(«- 2" — 1) д 
+В [6 (6 - 2и — 1) 58" — 2? В | о 


это же должно приводиться къ тождеству. Самый малый 
показатель х въ этой ФхормулБ есть « —9, и для того, 
чтобьт членъ этой степени уничтожился, нужно, чтобы мы 
имзли 


х —= 0 или «=1— 99. 


Между оставшимися членами, имфющими  наименьшия сте- 
‘пени, суть т, которые содержатъ множители 2“, 2. Мы 
не можемъ имЪть 6—2 > «а, потому что мы должны бы 
были тогда имфть А —= 0, чего быть не можетъ. Поэтому 
имземъ | | 


в—2—=« ИЛИ 8 —2<ы, 


Если допуотимъ второе предположене, то мы должны 
будемъ им ть | 


6 (6 3" —1) =0 


6 —0 ин 6 —=1— Эм. 


Это же возможно только тогда, когда беремъ для а наи- 
меньшее изъ значенй 0, 1 — 2и; тогда можно будетъ взять 
‘для 6 наибольшее изъ т%®хъ же двухъ значений. Но если 
выберемъ для а наибольшее изъ значешй 0, 1 — 2и, то 
нужно будетъ сдфлать 6 = а-- 2. 

Предположимъ, что « и 6 получили значен1я О и 1—7; 
такъ какъ |] не можеть им%ть одного изъ этихъ значений, 
то нужно будетъ, чтобы мы им$ли у—а-- 2, дале 6 =6--2 
и т. д. Если эти показатели извЪстны, то`мы непосред- 
ственно опредфлимъ коэффищенты. 

Но проще послфдовательно употребить значения а == 0, 

—= 1 — 27 и предположить 


® 


6 —=«--2, у=е- 2, б=Уу- 


[6 


| | 
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` Такимъ образомъ сначала сдфлаемъ 
«= 0, 6=9, 2=4, 8—6, ..., 


и написавъ, что члены съ одинаковыми степенями въ х уни- 
чтожаются, найдемъ 


г. ЖА а _ В = т С 
99% 1 ^ 40-8) — 6(%т- 5) 


Одфлавъ потомъ 
=] — 9, 6=8—97п, у=5— 9%, ..., 
и поступивъ такимъ же образомъ, найдемъ 


В — т? А. СЕ т? В 2. т? С 
98—92) — 465—2) — 6—2) 


Поэтому, предполагая въ томъ и другомъ случа А —=1, 
имфемъ таке два частные интеграла 


т и 
2 + 12.4% ПЭ |" 

__ „4—2 ЛЕНИ "ВИНЕ... аа | 
У = © о 2.4(3.-— 297) (5 — 9”) .. | 


= Е 


| 


откуда находимъ общий интегралъ, уже полученный въ 
$ 160, | 


9 = Су, -- С’у,, 


исключивъЪ, однако, тотъ случай, когда 8п есть цфлое не- 
четное положительное или отрицательное число. 


_ 163. Намъ нужно зд$сь еще разобрать частный случай, 
когда 27 есть цфлое нечетное число. Такъ какъ предполо- 
жене и отрицательнымъ приводится къ предположеню я 
положительнаго, какъ мы это видзли выше, то мы предпо- 
лОЖиИмМЪ | 


— 2 НТ, 


гдЪ у есть или нуль или положительное число. Данное урав- 
нен1е ВЪ этомъ случаБ сд$лается 


а 


НЯ 


а — Ту = 0, 
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и мы знаемъ только одинъ частный интегралъ, именно 


а 77.2 72 и 2 
а 9 т 9.4 @® [8 тео +. 


Воли употребимъ это значене у,, то общй интегралъ дан- 
наго уравненя будетъ выражаться ($ 733) черезъ 


чй 
ах 
ры / а" 
и = Су, —- С Г. у? ЗУ--а? 


гдё С, С’ суть дв произвольныя и 42, какое-нибудь началь- 


ное значенае 1. Разсматривая Функщю ттетг КАКЪ рац1о- 
4 в 
нальную дробь, мы дадимъ ей видъ 
| _ о т. 4 ый 
АЕ а 


тд у есть Фузжци, остающаяся` конечной для д = 0. (лз- 
довалельно, будемъ имЪть 


7 


| 4% _ ре Р | 
ренты С 1055 -Р У, 


гдв Р означаетъ полиномъ степени 2, (С постоянную и 
У хункшю, остающуюся конечной для х = 0. Отсюда слБ- 
дуетъ, что данное уравнен!е имфетъ необходимо интегралъ 
вида | 


у = У, | - @ ов) + >, 


ГДВ 2 есть ФУНкЩЯ, остаощаяся конечной для д —0. По- 
этому естественно употребить подотановленше, выражаемое 
‚ Предъидущей хормулой, и приложить формулу 1 Маклорена 
‚ИЛИ Формулу неопред$ленныхъ коэФФищентовъ къ преобра- 
_зованному уравнению въ 2; это послёднее будетъ отличаться 


отъ даннаго только второй частью. введенной черезъ подста- 
новлеше. у 


(64. Мы здфоь ограничимся изложен1емъ вычисленя са- 
маго простато случая, именно у — 0. Данное ние ВЪ 
_ ЭТОМЪ случав есть 


а "=, 
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и извфотный ‘частный интеграль есть 


м 9“ а” п + 708 5 
4 пении — — В ИЕ” Е РТ 
У | 0? 90°. 43 2: . 48. 6? 


ИЛИ 


о 1+ кая В — ес, р 


= 4 


Полиномъ, означенный черезъ Р, приводится здфсь къ по- 
стоянной, а произведен1е Ру, можетъ быть включено въ 2; 
сверхъ того очевидно, что мы можемъ сдфлать а =Ти мы 
слЪдовательно, должны положить 


_ 


у =, 1082 + 2, 


откуда 
Чу _ ау, у: ‚ 42 
м а 
Фу _ У 2 49 __ Ча У 
ах? 4х 8 д ах и 


‘и внеся эти значеная въ данное уравнене, получимъ преоб- 
разованное уравнене 


Положи мъ 
ааа. + 4127 -- а.“ +... амй-... 
и означимъ, для краткости; черезъ 
А, - А, * + А. -. ‚Ая 
значен1е 9, подставимъ значен1я 2 и У, въ дизференщаль- 


ное уравнене и сравнимъ въ обБхь частяхъ‘ коэеФищенты 
при одинаковыхъ степеняхъ 1; будемъ имЪть 


41? Я; — 27 и = — 43 А; 


ИЛИ 
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и слфдовательно 


ничто не м$фшаетъ предположить и —= 0, тогда будемъ 
иИМВТЬ | | 


И _ т 7 11 ОТ 
а — а" (1+5+8+.:.+3) 
Поэтому имземъ такой второй интегралъ даннаго урав-- 
нен1я 
$-— © 


70 29 


Зе 1.1 =] 
уз — 9 1052 (1545 +.-- +1) 


(4 


765. Мы уже имфли случай замфтить, что бываетъ вы- 
тодно передъ разложешемъ въ рядъ произвести изм$нене 
перем$нныхъ. Мы дадимъ сейчас новый  прим$ръ, сохра- 
ниВЪ то же самое уравненте 


Ру, 2пау | 
С — 20° = 0. 
4‘ х ах у 
Положимъ. и = = ж и произведемъ подетановлене 


у = 26%, бя = (Е иг) ве, 


фу 7 
47" — = (ее о 2) с* 


мы получимъ, по причин$ р? — #?, слёдующее преобразо- 
ванное уравнеше въ 2: 


22 27 ) =0 
$ 
р ее в а) + Я т (1 виа 
Попытаемся теперь удовлетворить уравнению, полОЖивъЪ 
а=ш-ая - ал... аж-...; 


подотавивъ это значеше 2 и приравнявъь потомъ нулю коэФ- 
Фищентъ какой-нибудь степени 2“ перем$нной 2, по- 
хучимъ 

$ (2% 1—1 а, + 2+1 —Па,=0 


СиррЕ. ИнтЕГР. исчисл. 33 
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Коли 2и неесть цфлое отрицательное число, то предъидущее 
уравнен1е опредЗлитъ отношен1е коэФФИЩентовъ а, а, 


и мы найдемъ значен1е 4; именно 


ие У, 
1.2..4х (2%) би-+-1... (9% -1—П 
первый коэзФхитентъ остается произвольнымъ, 
Предположимъ, что п есть ц$лое ‘отрицательное число 
— 6. Ооотношеше,. полученное между 4; и а;_/, показы-_ 
ваетъ, что @ь:, есть нуль; это же относится и къ @ 
Ч: ...› @: Коэффищенть а, произвольный и слёдую- 
пе за нимъ коэФФищенты опредфляются въ Функщи ау. 
]10этому въ томъ случаф, о которомъ идеть р$чь, мы по- 
лучимъ два слздующихъ интеграла уравнен1я въ 2, 


а а ай +... ый, 


р бы АН ыы а. 


3 9 


и сл$довательно, изъ Формулы, содержащей конечное число 
членовъ, имфемъ частный интеграль даннаго уравневля. Я 
прибавляю, что мы имфемъ два частныхъ ‘интеграла этого же 
рода, потому что можно предположить в съ двойнымъ зна- 
ченемъ =. _ | 

Отсюда слЗдуеть, что если и есть цфлое отрицательное, 
число, то можно въ конечномъ вид выразить общий инте- 
гралъ даннаго. уравнен1я, тоже самое имфетъ М®ето когда 7 
ость цфлое положительное число, потому что этофь случай 
приводится къ предъидущему, какъь это мы уже видфли. Мы 
получимъ сверхъ того интеграль въ очень зам$чательномъ 
видф, поступивь нижеслБдующимъ образомъ. 


166. Положимъ 


_ Ч" щ. 
= — ал” *’ 


дихференщальное уравнене въ 2 а 


ФН и и и] | 
| ‘Чай ма и = нЕ | 2=2- =: т т хи. 2 орз | = = 0; 


первый членъ въ скобкахъ есть производная порядка п Функции 
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т: равнымъ образомъ, второй членъ въ скобкахъ есть 


Е ИР порядка п отъ (2х- п) и. Поэтому, взявъ ин-. 
тегралъь % разъ предъидущаго ‘уравневя и означивъ че. 
резь Р,„_. произвольный полиномъ въ д степени и— 1, по- 
_ УЧИМЪ 


ди | 
Е. -- (Вых + ли =Р,_. 


Но такъ какъь мы имфемъ нужду только въ частиомъ зна- 
_ чени то мы можемъ' сдфлать Р„_ = 0; тогда’ предъиду- 
щее. уравнение, отдзливъ перем$нныя, будет 


(> +") 4 = 0, 


‘$4 
‘и, взявъ интегралъ, 

1054 2 7 105 и ©0156.; 
дб лав постоянную, равную нулю, получимъ 


у — с ДтеА 


_ И. сл$довательно 


д"— РО ВИН) рт 4”— (Е ЗЕ а ”) 
фе — ыы — 6 длх”—! : 


Значенямь т и — т количества в отвфчаютъ два част- 
ныхь интеграла даннаго ‘уравнешя; поэтому, если озна- 
чимъ черезъ О, С’ дв$ произвольныя постоянныя, обций ин- 
 тегралъ, въ случаЪ и цЗлаго положительнаго числа, есть 


м — 
\ — 


- 1 (6 #_®) у 
ах” = 


“1 (27° д) 


д7— = 
- * 


_ Если и есть цжлое отрицательное число, то вмфето ® нужно 
‘написать 1 — ® и умножить полученный результать ($ 160) 
на 11—?”. Обшай интегралъ въ этомъ случаЪ поэтому есть 
| а — = —® (ет® уп 
ее [© 1% „4—2 4 й (с __ и г -- а 1—3 а (е я. \ 
38* 
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_ 06бъ уравненм Риккати. 


{6Т. Уравнене Риккати, которымъ мы уже занимались 


вЪ & 663, есть 
(1) 2% + 44" = 6", 


гд$ а и 6 суть данныя постоянныя, 1% какой-нибудь пока- 
затель. Мы приведемъ его къ линейному уравнению, если 
ПОлОЖимМЪ | 


(2 
(2) | РЕ 
РИ. 
22 /42\* 


черезъ это внесевле получимъ 
| 4? / _ : 
(3) т — аб" г. 
'Уравнеше (3) есть линейное, и его обший интеграль имЗетъ 
ВИДЪ 


2 = (2, т С, &.. 


гдЪ С0,, С, суть двф произвольныя постоянныя. Внеся это 
я Е 


значенте въ хормулу (2) и пОоЛлОЖиИвъЪ 
еше въ Формулу (2) с. 


х 


0 будемъ ИМЪТЬ 


< 


42 ы с 42: | 

“) Ия И 

и ше “2 
‘уравнене (4), содержащее произвольную постоянную С, есть 
обиий интегралъ уравненя Риккати. Но намъ остается найти 
частные интегралы 2,, 2. уравненя (3). Мы получили бы 
безъ труда эти интегралы, если бы прямо приступили къ. 
разложеню въ рядъ посредствомъ неопредЪленныхъ коэффи- 
центовъ;. но можно избфжать этого новаго вычисленя, при- 
ведя уравнен1е (3) къ тому, которымъ мы прежде занима- 


/ 
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лись. Въ самомъ дфлЪ. положимъ 


т-- а 


в =. 


и выбото д возьмемь # за независимую перем$нную:; будемъ 
иМВТЬ 


42 _ 7 т -- 2 ‘< де 

д.9 т м’ | 
фг _(т- 2) па’ т т ь 12. 
4 4 7 4 а’ 


/2» 


если внесемъ предъидущее значеше „- въ уравнение (3). то 


получимъ 
| 2 тж 1 42 446 д 
® — о ранй 
въ то же время через хормулу (4) будемъ им%ть 
р ‘42, | с 9: 
(6) и (те #4 
= а Ат ба ' 


ГД$ 2, 2, означаютъ два различные частные интеграла 
уравненя (5). Мы видимъ, что это уравнеше (5) есть ни` 
что иное, какъ то, которое мы изучали. въ © 758 и сл$дую- 
щихъ параграхахъ. Можно получить его интегралъ въ ко- 


‘есть четное число -= 9%, положи- 


7И. 

нечномъ видф, когда 

А ^^ т | 
тельное или отрицательное, ‘т. е. когда число т имЪетъ 
ВИДЪ 

И 

Пр 
такимъ образомъ мы снова находимь случаи интегрирова- 
ня, уже полученные въ & 665. 


Объ интегрировани. дифференщальныхь уравнений посредствомъ 
опредфленныхъ ‘интеграловъ. | 


168. Вм$ето того, чтобы выражать интегралы дизФерен- 
цальныхь ‘уравнен1й посредствомъ рядовъ, часто бываетъ 
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выгодно употреблять опред$ленные интегралы. Задача, ко- 
торую тогда надлежить р%шить, состоитъ въ томъ, чтобы 
выразить сумму опред$леннаго ряда. посредствомъ опред$- 
леннаго интеграла; невозможно дать общаго правиха для 
этого случая; поэтому мы ограничимся здфеь тБмт, что да- 
димъ одинъ прим$ръ. 

Возьмемъ снова дихференцщальное уравнене 


\, 


хо — аи -ти= 


Мы вид$ли, что оно допускаетъ интегралъ 
{2) у = А, - А, + АА... + А, - с-., 
котораго коэзФзишенты А удовлетворяютъ условю 


о 


177 
п 9% — т“ 


Если ПОоложЖиИмМЪ 
4) | 


то услове (3) сдБлаётся 


А _ т А 
2) 90 —1П2(24—1 


ИЗЪ чего можно заключить. что 


а Е Ао. 
" _$@ 1.9... (0) 
если ГА. есть произвольная, то положимъ А’ =$ (0); ыы 
имТЬ 
5 | ке ЗИ 
‘12... 8?) 


Если п положительное, то посредотвомъ интегрировантя по 
частямъ мы узнаемъ, что уравнене (4) удовлетворится, если 
положимъ | 


ка, 35% 
ф (&) = [ 605? о 51171 офо; 


0 
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поэтому можно сдфлать 
о}; у п 


А; = Г 05°? $10271 оф 
1 . 2 ооо ру) 0 т 7 : 7 


и Формула (2) дастъ такой интеграль уравнения (1) 


к | * „3 ао Ее А | 
/ 9 7 603% 0 2 605 ее: 
в = Г Е вы о ан 
Е Зе И ТТ 84+.) в. 


или 


т 0пд сов® Ч е—т2 с03% 

Ру я у ® т | ] 
Пе м 6) (465. 
0 


_ 2 
» 


Чтобы получить второй интегралъ, достаточно (\ 160) изм$- 
нить # въ Е — 7 и потомъ умножить первый интегралъ на 


19, 


 — ; Поэтому имфемъ 


9 „1х о) —1%5 
Г С 605 -- @ | 603% 
. А 


: 0-й обо; 


7 
0 


но это предполагаеть и<1, потому что иначе интегралъ,. 
содержапийся въ этой $®ормулБ, будеть безконечность. 

_ 169. Если т? отрицательное, то пусть 21*:= — №», 0б- 
ий интегралъь уравнен1я | | 


| де Г. я ах 


гд$ и заключается между О и 1, будетъ 
: е" | | к 
У=С] с03(24 05) 50?” той» сах 603 (ид созе)з пи о ды, 
| Ж. 0 


‚ 


ГдВ С и С’ суть. дв$ ‘произвольныя постоянныя. 

Когда == 5, тогда оба частные интеграла, содержащиеся 
ВЪ ЭТОЙ формул, дВлаются одинаковьтыи; но нетрудно полу- 
чить обиий интеграль, отвфчающи этому случаю, употре- 
бивъ способъ, съ которымь мы уже нфоколько разъ имфли 
дфло. Положимъ 2 = 1 — 1, будемъ имТЬ 
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® у ® 7/2 ] 0? 5 
И 4 = 1 — й [05 по -- т | иные 110) 8%, 
`: о. 
(д зто)! —*® = 1 - # 105 (& 1 ®) + ыы о) (ра вм, 


гд% Фи ^ заключаются между 0 и 1. Ебли внесемъ эти зна- 
чен1я въ предъидущую ‹ормулу, если замфнимь С--С’ че-_ 
резъ С., С’ черезъ С, и если потомъ сдфлаемъ й =0, то. 
получимъ | | 


эк 4. Ч эт | | 
Я = | 60$ (м5 ©08®) 4 -- С, .} 60$ (их 0$) 105 (4 $1103%) до; 
0 0 


это же есть обший интеграль уравнешя 


<. 


Фу 149 о _ 
дай ® ва "9—0 


Этотъ фезультатъ нетрудно бы было вывести изъ ана- 
лиза © 764. | : : 


06. отыскани опред$ленныхъ интеграловъ попродотвоиь дифферен- | 
вшальныхъ уравнений. 


110. Задача, о которой идетъ здфсь рЪчь, обратна той, 
которою мы только-что занимались. Когда опредфленный ин- 
‚‘тегралъь содержитъ перемвнный параметръ, то можно обра- 
зовать дифференщальное уравнение, Оо онъ удовле- 


творяетъ и которое будетъ освобождено отъ знака ый. Если 


ум$емъ интегрировать полученное дифхзереншальное урав- 

нене, то мы будемъ въ состоян!и опредфлить значене даннаго 

опред$леннаго интеграла; мы дадимь сейчасъ прим ръ. 
Разсмотримъ ре интегралъ 


| — 08 9 
(1) о аи озу © 


гдф показатель #-+-1 предполагается положительнымъ. Ин- 
тегрирован1е по частямъ даетъ 


= С0$ © И ех 2 (и тит _1) т «4 о 
Ч -а пач" ант в Г (Е а 
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‘откуда 
Г 60$ 7 о, и Г $11 ©х о пиде 
(1 -Р а) и - (ТЕ а) у 
ИЛИ 
(о) ду =9и+1) т 


Дифференцируя два раза уравнене (2), имфемъ 


ё | ( аи ая т &д з "а 


| а 172 а оз)" 


откуда черезъ вычитание 


4 (1) 91 2х 
и 48“ = — 2 - БГ и арен © (х. 


0 


Но дифхференцирован1е уравнен!я (1) также даетъ 


Я и -/ $11 © 
#?: д. (1 - ох г Зуи" 
и мы изъ Формуль (4) и (5) имфемъ 
4 (27) _ ‚49 
вв" — У — 8и-т) И. 
ИЛИ 
| | 49 Эп ау = 


’Это туравнен1е опять то, которымъ мы занимались въ 
предъидущихъ парагразахъ. Мы можемъ его интегрировать 
ВЪ конечномъ видф, когда ®# есть ц$лое; поэтому можно 
будеть- опредФлить, ВЪ ЭТОМЪ предпохожени, значентя даннаго 
интеграла. 

| Пусть будетъ, напримръ, п=0. Уравнеше (6) Виа. 
дитя КЪ 


А, 
Ч У =0, 
и его › общий интегралъ есть | 
3) = 02” О Се", 


\ 
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Намъ остается опред%лить постоянныя С и С’. Сперва, пред- 
положивъ х положительнымъ, имфемь С = 0, такь какь 
данный интегралъ не можеть безпредфльно возрастать вм%- 
стф съ д. Далфе, такъ какъ этотъь интегралъь для д =0 


й п 


©. Я> ь : 
тот В } | (У — =; 
приводится къ | |[>? Т. ©. КЪё’ То имфемъ 3 == 5; поэтому 
вЪ случаз х>0 


9 


е. 
0$ &Х - п 


- (42 
о РЯ" 


какъ это мы получили въ $ 496. 


Примёръ опредфленя суммы даннаго ряда’ посредствомъ диффе- 
ренщтальнаго уравнения. 


111. Иногда можно опредфлить сумму ряда, котораго 
членьт зависятъ отъ перемЁнной, образовавъ дифФеренцщаль- 
ное уравнеше, которому удовлетворяла бы сумма даннаго 
ряда, и взявъ потомъ интеграль этого уравневя. Часто 
также достигается посредетвомъ этого дЪйствая преобразовате 
рядовъ въ друге, болЪе удобные для численнаго вычисления; 
мы дадимъ сейчась примръ. 
Предположимъ, что нужно найти сумму сходящагося 
ряда : | 


|9 —] — г Ре ы. ВИИИНИИ ыы РОК ИИ 
() Х=1 185118579 ну Е Г.8.5.. 20": 


Если перем$нная 1 предполагается дЪйствительной и 1о` 
ложительной, то положимъ 


у = ХИх, 
будемъ имЪть 
2 2 2 


4 Ч д“ а д; — 
* ‚ЕеРО У» т 1351 ее НЕО 


Взявъ два рёза дихФеренщалъь формулы (2) и умноживъ ее на 
4, получимъ 
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5 Е 
224 — } а = д? 
оо анна] 


далфе, сложивъ уравнентя (2) и (3), получимъ 


49° р = 
ада". 


(4) 
Это уравнене линейное и съ постоянными коэФФИЩен- 

тами; прилагая къ нему правила, изложенныя нами, полу- 

_чимъ его общий интеграль ый 


( 
д 
| у = 5 60 530 += +в де) 
(5) | | 
а —+ 
| НъЕ(о+ Г 0542) 


откуда находимъ 


г: } 


аут. Г #2 
по НЫ 15 (6 + ый а 


603 = 5 (© +- ке 315 > аз). 


Для опредфлен1я постоянныхь С, 0’ мы М х —Ои 
 сравнимъ уравневя (5) и (6) съ ав (2) и съ сл$- 
_дующимъ 


(6) 


\ 


о о 


которое получается оть дизференцировая уравнешя (2). 
Вторыя части уравнешй (2) и (7) уничтожаются для #— 0; 
слфдовательно, то же самое должно быть и с0 вторыми час- 
_ТЯМИ уравнений (5) и (6); это же требуетъ того, чтобы мы 
имфли С =0, 0’= 0. Подставивь поэтому въ гормулВ (5) 
ХИУх вместо у, будемъ имЪть 


| и Ро. 

ат . Х т $ уй 1 № Я эт _з. : ИЯ 
(8) Х ух 2 605 = д С05 9 Са; —|- — $1 5 т Ш — ах. 
2 о > 2 = а о 
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_ Такъ какъ значене х было предположено положитель-. 
нымъ, то мы имфемъ (\ 516). 


НЕТ 

Оо у . 
(5). ие { “та 4 
Г о 


\5) 
ИЛИ А 
—% сх ИЕ 
да -й е ‘а. 4%; 
У? те. 
«ЕР ЕЕ в | | у 
если жезам$нимъл “’ во второй части Формулы (8) этимъ 


_значенмемъ, то, нарушивъ порядокъ интегрированй, полу- 
ЧИМЪ и 


> 


— 1 и рые Е 
Х Уз = со; ® о $ С 605-545 


| Ут 2 (9 П) 
-- 2 ШП Е Г х “о е а $1 р ах. 
2 У? т 2. 0 Г 0 >; 


Сверхъ того ($ 488), о 


т 


х ей 
‚зака 2 у о — * 6085 - 8-5 р 
| е о х = ас. | То —- 1 7 
: | Е 
Е — воз — аи 
—4а=. { __ за В : 2. = 
Е 6 зто @а = 2е \- а. +1 
поэтому 
.® 75 
| в 
— ] и ОЗУ. . | Хх п“ 
Х пт т аи ЕВЕ = —_ ре" ВА" 
р УЕ 2 Гуа 3“, 11< 
—а°. 4 
ЗН 1 @ пи а“ 
У*ч,. 1 
в 2: г. 
: | [74 24 
Оба интеграла, .] 1-27 | | ик приводятся, и тотъ и дру- 
| о “о | | 


ГОЙ, КЪ 
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—4 | Ре 
если положимъ въ первомъ —& - аа во второмъ & = 8". 


слфдовательно имфемъ 


&/ 


у 
п г. 1 @ о ах 
9 Х = ры воз = 5ш5) — — ие. 
(9) и ( 5 Г 2 У2тх Т- = 
| о 
ИЛИ 
РИ 7 . 9 
10 = —— (605 = шо) —У, 
| 2Их рее 
ГД 
аня 
(11) м ИИ 
У?тх т = 


0 


Произведене У ИУ2тх уничтожается для 2 == - < усл$до- 
вательно, если значене. д очень большое, очень близко будемъ 
иМЪтТЬ | | 
к нь © 
(12) =  (008 54+ 51 5} 

ух а 
очевидно, что, для такихъ значей 5, употреблене хор- 
_мулы (1) было бы затруднительно. Но мы можемъ идти 
дальше, разложивъ У въ рядъ, очень удобный для вычисле- 
н1я-Х, въ случа большихъ значенй х. ДЪйствительно, имемъ 


НУ 


Е 


1 
ТТ о 
откуда 


У | 
У хх! |] 


` 


о д Е: 
а 2 < 9 
й < 4“ | {й хе... 
Е 


! 


© м Ав 
з Ск о о з 
+ 0 т ео *к * (1 Её | 


о 0 
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Послдюй интеграль можеть быть означенъ черезъ 
8 —а2 4 
6 ] 2" .За а, гдф 6 есть количество, заключающееся между 
0 


О и1; сверхъ того имфемъ ($ 


ие ЕЙ | 
са 2) ° 483 
6 х 4= = (1 г Э 
Ч 2 
9 | : 
Вл 
Узтх с ). 
поэтому 
| у—1_1:8.5 ее Е Я 
(13) вв. >" 
| 1.3.5...(4%— ПШ 
И 
ел 8.8:..6 


Заставивъ возрастать и безпредзльно, мы получили бы 'рас- 
ходящийся рядъ; но такъ какъ ошибка, получающаяся при 
остановк$ ряда на какомъ-нибудь членЪ, меньше слфдую- 
щаго члена; то рядъ можеть съ пользой служить для вы- 
численя У при большихъ значешяхь х. Онъ, какъ мы 
ВИДИМЪ, аналогиченъ ряду Штирлинга. Въ частности, _ если 
2>10000, то мы будемъ въ состоящим вычислить Х по при- 
ближенной ор (12) съ семью точными десятичными 
знаками. 

_ Нетрудно доказать, что уравнене Х —0 имфеть безко- 
нечное число дфиствительныхъ корней и что положитель- 
ные корни, расположенные по ихъ численной величин, все. 
менфе и менфе. отличаются отъ соотвзтотвующихь корней 
уравнения 


08 = 10 = = 0, 
й { у 
. } т р 
которые содержатся въ ФормулБ 1 —(41-5) 5; но мы пре- 
 доставимъ читателю вывести эти слёдствя изъ нашего ана- 
лиза. | 


ГЛАВА ХГ. 


ОБЪ УРАВНЕШЯХЪ СЪ ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ 
ИЛИ СЪ ПОЛНЫМИ ДИФФЕРЕНЦАЛАМИ. 


и 


ный 
` 


_0бъ уравненяхъ съ частными производными, къ которымъ можно 
жить способы интегрированя, относяшеся къ обыкновеннымъ 
дифференщальнымъ уравненямъ. 


112. Уравнене съ частными производными содержитъ 
дв или большее число независимыхъ перем$нныхъ, одну 
или нёсколько неизв$отньыЕхь ФункщЙ и нфкоторыя изъ ихъ 
частныхъ производныхъ. Бъ задачахъ, которыя `приводятъ 
къ такимъ уравненямъ, число этихъ уравневай вообще равно 
числу неизвЪстныхъ Фхункщй; мы здЪсь ограничимся изуче- 
_мемъ случая одного ‘уравневля, содержащаго одну неиз- 
взетную хункщю. | 

Задача, имфющая предметомъ интегрироваше уравнен!я 
съ частными производными, должна быть разсматриваема 
рёшенной, когда она приведена къ интегрированю` с системы 
_обыкновенныхъ _дифференщальныхъ уравнений. 

Приведен1е, о которомъ мы говоримъ, само собою имфетъ 
мото, когда частныя производныя, входяцйя въ данное 
травнене, вс$ относятся къ одной перем$нной. Въ этомъ 
_ случаЪ, очевидно, можно поступить такъ, какъ будто друпя 
перем$нныя суть постоянные параметры; но нужно будеть 
разсматривать постоянныя, введенныя черезь интегрироване. 
какъ произвольныя хункши‘ т$хъ же перем$нныхъ. 
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Разсмотримъ, Е уравнен1е оъ частными произ 
водными 


92 эм 
= +2 Ка, у} = Е (У), 


въ которомъ & есть неизв$стная хункщя перем$нныхъ х, у, 
и гдф Г, Е означаютъ данныя Фхункщи' тзхъ же перем нныхъ. 
Если разсматриваемь перемфнную у какъ постоянную, то 
интегрирован1е даетъ ($ 658) 


ре т э Х 


=. | Г(т, у) ат Г(=, у) Чт 
Ф Го ы То 


ё =е О е Е (хуах | 


но здёсь постоянная С есть произвольная хункщшя отъ у; 
написавъ © (у) вмЪфето С, будемъ имфть 


я } | г % | | й 
И 
2,5 То -. 
2 =е в (У) - С _ Еж. 
т $ 


о 


(13. Точно также можно поступить въ случа н%кото- 
рыхъ уравненй, содержащихь производныя, относящяся къ 
нфсколькимъ независимымъ перем ннымъ. Равомотримт, напри- - 
изръ, уравнение 


гдф а есть данная постоянная и /(х, 9) данная Функшя 
независимыхъь перем$нныхъ 5, у. Если ПоложЖимъЪ 


90% — р, 

то данное уравнете будетъ 

07 —_ к. 
ду + @® = [®, 9); 


въ этомъ же вид$ оно входитъ въ разрядъ т$хъ, которыми 
мы только-что занимались. Юслй ‘возьмемъ интегралъ, раз 
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, 


матривая 2 какъ постоянную и означивъ черезъ Х’ произ- 
вольную постоянную, то получимъ | 


у 
р=Хе Ме [ 69 [(х, у) ау. 


70. 


Въ этомъ уравнен1и, Х’ нужно разсматривать какь произ- 


| 02 
вольную Функщю оть 4; подотавимъ 5. виЪсто р, получимъ 
| ‹ 


- | у 
С Ис 4 9 9 ге, у) и. 


Интегрируемъ теперь это уравненле, разсматривая у какъ 
_ постоянную; означивъ черезъ У произвольную постоянную 
-и черезъь Х произвольную ФУНКЦИЮ отъ 1, имёющую произ- 
водною Х,, будемъ имфтЬ - 


т у 
д И 


` © То о 


Очевидно, что эта Формула даетъ самое общее р+шен1е дан- 
наго уравнен1я; она содержитъ двЪ произвольныя Функщи 
Х, У; первая не зависитъ отъ у, вторая не зависитъ отъь 4. 

0бъ уравненяхъ съ частными производными перваго порядка, ли- 
| нейныхъ относительно производныхъ. 


‚114. Далфе мы дадимъ опредБлене` общаю интефрала 
уравненя съ частными производными перваго порядка и мы’. 
докажемъ, что отыскан!е этого интеграла можетъ всегда 
быть приведено къ интегрировано системы обыкновенныхь 
дизФеренщальныхъ уравнен!й, какое бы ни было число не- 
зависимыхъ перем$нныхъ. Но мы будемъ здфоь исключи- 
тельно заниматься частнымъ случаемъ уравнен!й съ частными 
производными перваго порядка, въ которыя производныя 
входятъ только въ первой степени и не перемножаются 
между собой. 


СЛУЧАЙ ДВУХЪ НЕЗАВИСИМЫХЪ ПЕРЕМ ННЫХЪ. — 
Пусть будутъ я, у, три перем®нныя, изъ которыхъ послд-. 
СЕРРЕ. ИнтЕгр. исчисл, о 34 
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‘няя разсматривается какъ хункшя двухъ другихь; положимъ 
также | 


42 = р ах + аау; 


это же показываетъ, что р и 04 представляютъ частныя 
производныя отъ 2 относительно 4 и 1. 

Уравнен1е съ частными производными, которымъ мы 
сейчась будемъ заниматься, — слфдующее: 


(1) . — Рр-+ Ча=в; - 


Р, ©, В означають здфсь данныя хункши трехъ перем$н- 
ныхь #2, 9, 2. 

°— Мы видфли ($ 88), что, если и и 9 означаютъ данныя 

Функщи отъ 4, у, 2, то получимъ уравнение съ частными про- 

изводными одного вида съ даннымъ, если исключимъ произ- 

вольную Функцию Ф изъ уравнен1я | 


(2) и = Ф (№), 


посредотвомъ уравненй, получаемых изъ него черезъ диз- 
Фхеренцироване относительно д и у. Естественно, поэтому, 
посмотр$ть, можно ли удовлетворить во всБхь случаяхъ 
`уравненю (1), взявъ для 2 хункшю, опредФляемую уравне. 
немъ (2), гдЪф © означаетъ произвольную Функщю и гд$ и, ® 
суть хункщи отъ т, 9, 2, надлежащимъ образомъ выбранныя. 


Взявъ дизференщалъ ‘уравненя (2) относительно ди 
относительно. у, наидемъ 


< 


0% 0 ди 04 
ты ет? (%) (5 +2) 
0% 


(5) | 
+= (+45); 
слфдовательно, чтобьт уравнеше (2) давало` р%шене уравне- 
я (1), нужно и достаточно, чтобы мы получили тождествен- 
ное уравнеше посл исключен1я риа изъ уравнений (1) и (3)- 
Чтобы произвести это исключене, достаточно сложить уравне- 
н1я (3) между собою посл$ умноженя ихъ соотвфтотвенно 
на Ри 0}; тогда, воспользовавшись уравненемъ (1), получимъ 
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(р ть в.) = 7 (+95 м-в 


и это уравнене будетъ имЗть в какая бы ни была 
‚ зункщя ф, если только имфемъ тождественно 


в 9% 
(9 0% 
ь а о 


э 


Но мы видфли ($ 626), что если означимъ черезъ 
6) | | # = с015$6., ® = 601%. 


два интеграла обыкновенныхь совмфотныхъ дифФеренщаль- 
ныхъ уравнений 
ах _ ау _ 42 
(6) ОБ 
| Ро В 
то зункши и и 9% удовлетворять уравневаямъ (4); если по- 
этому возьмемъ для киФ, въ уравнении (2), хункцш, такимъ 
образомъ опред$ленныя, то это уравнен:е (2) дастъ рёшеше дан- 
наго уравнения (1), какая бы при этомъ ни была Функция $. 


115. Я прибавляю, что всякое рёшене уравневая (1) за- 
ключается въ уравнении (2). Въ. самомъ дфл$, предположимъ, 
что уравневе (1) удовлетворяется значешемъ 2, опредФляе- 
мымъ уравнен1емъ | 


(7) | Е (м, у, г) =0. 

Черезъ диззеренцироваше имфемъ 

в: ОЕ 9 0 о 
97 92 ду "990 — : 


если же значеншя ри 4, полученныя изъ этихъ уравнений, 
 Подставимъ въ уравнене (1), то, по нашему предположен!ю, 
будем имЁтТЬ | 
а; > 23 
(8) | — = 0, 
уравнен1е. которое, въ силу уравневля (7), должно двлатьон 
тождествомъ. Е 

Но количества, означенныя нами черезъ % и 9, суть дан- 
ныя Фгункщи отъ 2, У, &; поэтому у, 2 можно разсматривать, 
34% 
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какъ ФУНкЩИи. ОТЪ #, 9, Х ИЛИ КакЪ ФУНкЩИ ОТЪ 4, 9, 1. 
Сл$довательно, пусть будетъ 

(9) (уе = Ни и, в = Ни, ©, У); 

будемъ имфть 

ОР 


0К _ д ди, 9! ео 
др ди дл ' 0% м’ д 
ОК _ ОГ ди 42 9Р 05 

94 _ ди ди "до ду’ 

Е 0 ди, 9 0%. 


а ЕО 2 


_внесене же этихъь значенй въ уравнеше (8), по причин. 
уравнений (4), дастъ 


и. 
9% =“ 


Фермула (9) равнымъ образомъ дастъ 


ОГ. 
Ча? 


Если первая часть уравнения (Т) не приводится къ Функ- 


АР 9 
ци только однхъ перем$нныхъ %, о, то производныя 51, и 


не будут ъ тождественно и и МЫ Не мМОоемМЪ Допустить, ЧТО 


Т— 0. 


одно изъ уравнений ;. 


нен1я (то, №) = м или }, (и, 9, 9) = 0, потому что 
исключен1е 1 или у дало бы конечное уравнене между ии 
и; это же заключаетъ въ себ противор$ че. Поэтому нужно, 
чтобы Ри 0 уничтожались въ силу ‘уравнен1я (7), что 
требуетъ, чтобы В было также нуль. Очевидно, что если 
Р, ©, В уничтожаются одновременно для н%котораго значе- 
_и1я 2, то данное уравнен!е будеть удовлетворяться въ то 
же самое время; но мы не примемъ во внимане этихъ р5- 
шенй, а тогда мы видимъ, что уравнене (1) иметь необ- 
ходимо ВИидЪ ь 


—=0 имфетъ мЪсто, въ силу ураз- 


Ф (4. %) = 0, 


откуда для © находимъ значене 
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„ Я, Ф (44), 


которое зависитъ только отъ и. 


176. Случлдй КАКОГО-УГОДНО ЧИСЛА НПЕРЕ- 
МБНнНЫХЪ. — Предъидущ!й анализь прилагается ко во мъ 
уравненшямъ съ частными производными перваго порядка, 
‘линейнымъ относительно производныхъ, съ какимъ угодно 
числомъ независимыхъ перем$нныхь. Это есть то, что мы 
‘сейчасъ будемъ доказывать. 

< Мы означимъ черезъ 


2, (о. о В Ня 


Й 


ий независимыхъ перем$нныхъ, черезъ х главную перемн- 
ную, т. е. неизв5отную Функцшю независимыхъ перем$н- 
ныхъ; мы сдфлаемъ, сверхъ того, | 

ах — р, ат, | р, 4х. +... РР Ча. 


В | 
Теперь, обиий видъ разсматриваемыхъь нами уравненй съ 


частными производными есть 


[ 


о Р, р. |- РР... + Р,рь =Р, 


тд Пы в ан | 
перем5нныхъ 2; 1, %., ..., #,. 
Мы видфли (5 88), что если 


и Р означаютъ данныя Фхункщи отъ +1 


— 


суть данныя ‘Функши перем нныхъ 5, %., %., .... Я, и если 
Ф означаетъ произвольную Функщшю, то уравнене 


(2) о. 9 (4%, №, ..., и„)=0, 


черезъ исключеве произвольной хункщи, приведеть къ 
уравнению съ частными производными, такому, какъ уравне-. 
н1е (1). Поэтому посмотримъ, возможно ли удовлетворить 
Уравненю (1) уравнемемъ (2), опредёливъ прилично Функ- 
ци и, и, ..., №, входяшия въ него. 

Взявъь дихФеренщалъь ‘уравненля (2) относительно каждой 


Изъ независимыхъ перем$нныхъ, получимъ 
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0Ф Г ди, аа ==. [ ди» 


/ ОЕ. 
9 ди, дл, ТТ! да] Тя и \ дж, Та по = 0 

ОФ ди р ре [О 0%, 2-я 
(3) { ди. (9=- и. =) +. т ди, \ 0% +.) = 
| ОФ 9 ‚ 0%, ) ое. _ и зе 


чтобы уравнене (2) удовлетворяло данному, нужно и доста- 
точно, чтобы исключение ‘производных 2., Р.. ..., В, ИЗЪ 
уравнений (1) и (3) приводило къ тождеству. Мы произве- 
демь исключеше, о которомъ идетъ р%чь, если сложимъ 
уравнен1я (3), послф умноженя ихъ соотвфтственно на Р., 


Р. .... Р, и воспользуемся потомъ уравнешемъ (1); такимъ 
образомъ найдемъ 
дФ 0%, 0%. 0% 
0 95 00, ее А 9% 
И ая 
дФ ди, ди». ди„\ _ 
кр ди, (23 ы р, 2 д. ро и дж» / = 0. 


Это уравнене будетъ удовлетворяться при какой угодно 
Функщи Ф, если только тождественно имфемъ 


Аа 


1 04, 0%, 09 __ 
р а ТТ 0 
04. ди. | ди, _ 
4 Род Г ба, да, =0 
ди. ди. О, 


и мы знаемъ ($ 626), что эти послёдея ‘уравненя будутъ 
дфиствительно имфть мфото, если хункши и. и,, ..., и, были 
такъ выбраны, чтобы уравненя 


и. = ©008%., И, = 601056., ..., №, = 60156. 
составляли пи интеграловъ системы совмфстныхь уравненш 


ах _ ах. _ 4х, _ _ 
(5) В, 


‘ 


111. Посредствомъ разсуждения & 115 можно, кром% того, 
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доказать, что всякое рёшенше уравневая (1) необходимо за- 
`’ключается въ уравнени (2); дЪйствительно, пусть 
_ (6) г По ый 


будетъ такое р5шен1е; черезъ дихФеренцироване будемъ имфть 


дЕ К дк 3 
Ред РЕ ПР — 0 р. ЕО —. =— ы 
де Ра ов = 01. дд, 1 дд = 0 
опред$ливъ отсюда значеня 7,, [,, ..., 0, для внесемя ихъ 
въ уравнен!е т х 
Е — Е 
р Е 
{7) ы 9.5, о | Отн . 0 


Предположимъ, что мы выразили перемённыя <, %,, %.. ....%,, 


исключая 1, въ Функщи %,, ц,, ..., №, и №, и пусть будетъ 
_Е (2,21, 0...) 2) =, №. .-, 4, т) 
ба иМЪтЬ 
де _ ОГ; ди, др; ди, 
9х — ди, 0х ел ни. ‘дд’ 
Е 9, т 00%, 
д ди дд ‘`` 0%, 04, 
ОЕ 97; ди. г ‚ О О 
О И ПО: бы ди, 9х’ 
К ОГ; дин о. ТВК. 2 Я. ОТ, 
дх; ди 05; '`'’'ТГ ди 95; 9%, 
дЕ 07; ды, | ОГ; 0% 
да, = ды, д, Г’ ди да, 


внеся эти значенмя въ уравнеше (7) и упростивъ посред- 
 ствомъ уравнений (4), получимъ 
с д 
‚— = 0. 
Р: 5 
Если же коэфФищенты Р,, Р,, ..., Р, и Р,‚ въ силу уравне- 
ня (6), не уничтожаются, то будемь имть тождество 


откуда сабдуеть, что уравнение (6) имфетъ вполн$ видъ (2). 


} 
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118. Предъидуций методъ даетъ самое общее рЁшен!е 
даннаго уравнемя и мы можемъ этому рёшемю дать на-. 
Зван1е общало интерала. Изложенные нами результаты за- 
ключаются въ ол5дующемъ предложенли: 


ТворЕмлА. — Пусть будутз п-+1 перемьнныхз х, 2, 
д, ..., %, №33 которыхз первая есть фунищя д уз: 
: ах р. ах. +... 4х, полный. дифференталь 4х. отз 

‚Р,Р,,Р., .... Р, данныя функищ перемънныхь т, и, 
15, .... Я. Чтобы найти обийй синтераль уравнемя сз 
частными производными первало порядка 


Р, р, -- Р.р.--...-- Рив, =Р, 


достаточно. взять интешраль обыкновенныхь совместных 
дифферентальныхь уравнений 

же АНИ: 

м -— НИ: 
Если означимь черезь 


и; = ©018$., 4, = 600$%., ..., 4 = 60186. 


унипелралы этихз уравненй, рющшенные относительно произ- 
вольных постоянных, то обийй интефале уравнения Сб 
частными производными будете 


‚ Ф (4, и, -.., 4) = 0, \ 


0% Ф означает» произвольную функияю. 


Произвольная Фхункщя’ должна быть опредёлена въ каж- 
дой задач, посредотвомъ частныхъ условй. Можно, напри- 
м$ръ, задаться т$мъ усломемъ, что 1 приводится къ данной 
_Функщи отъ 2, %., .... 7, когда даютъ перем$нной 2. 
опредфленное значене Ё. Нетрудно видЪть, что ФУНКЦЯ Ф 
можетъ постоянно быть выбрана 1 такъ, чтобы удовлетворял 
этому условаю. 

Въ самомъ дЪлЖ, если &, означаетъ опредфленное зна- 
чене и / данную Функщю, и если предположим» 


и == —> Ра & — (же. =, .. .: 7 #0 


ГЛАВА Х1. | 537 
то и, и. ..., и, сдВлаются хункшями отъ пя — 1 пере- 


мённыхъ #., 4, ..., 9. Пусть будетъ 


и, = $, (9; 23, +...) Я), 
И О: 
о оао А 
9: = (2 о В 


исключене 1, %.,..., м, изъ этихъь уравней даетъ 
‚такой результатъь 


(и; Из, ... ь и) 5 0, 


и очевидно, что мы вышолнимъ искомое услове, ВЗЯВЪ для Ф 
Функшю \. 


Приложене предъидущей теории къ н5сколькимъ прим5рамъ. 


179. Примзръ [. — Требуется найти уравнете ци- 
_ диндровз по уравнению с5 частными производными, принадле- 
жащими этой поверхности. 


Означивъ прямолинейныя координаты черезъ х, у, 2, 
мы положимъ, какъ обыкновенно, 4 == рах + 94у. Такъ какъ- 
касательная плоскость параллельна опред$ленной прямой, то 
мы получимъ (< 348) для цилиндровъ уравнене съ частными 
производными | 


г @ и 6 данныя постоянныя; требуется интегрировать это 
уравнен1е. 


`Для этого мы положимь совмстныя уравненя 


ы 


ИЛИ 
. ах — а4е = 0, ау — баг = 0. 
Интегралы этихъ уравненй суть 
д — аг = с0п$., у — 62 = ©00536.; 


слфдовательно, интегралъ уравнешя съ частными производ - 
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ными есть 
(@) _ Ф(х — а2, ч— 62) =0. 

‚ Предположимъ, что мы желаемъ опредЖлить произвольную 
Функщю изъ того условя, что цилиндръ проходить черезъ 
данную кривую, им$фющую уравнен1ями 
(3) (т, у, =) =0, х, у, 2) = 0. 

_Положимъ 
х — 42 =ц, у— 62 =, 
уравненая (3) могутъ быть написаны такимъ образомъ: 
$(и -- аг, о 0, г) = 0, %(и —- аз, ® -- 62, 2) = 0. 
Исключивъ г, будемъ имфть такое конечное уравнение 
Ч (и, 0) =0 или (1 — а2, у— 602 =0; 

сл$довательно, для Ф нужно взять Функщю ФТ. 

Предположимъ теперь, что мы желаемъ опред$лить 
Функцю Ф изъ того условя, что цилиндръ `описанъ около 
данной поверхности, имфющей уравневнлемъ 

$(%, р 2) Е 0. 


Достаточно будетъ опредзлить кривую соприкосновеня этой 
поверхности съ цилиндромъ, потому что, если эта кривая 
_извфстна, будемъ имфть услошя предъидущаго случая. Соста” 
вимъ уравнен1я касательныхьъ плоскостей въ точк® (х, 9, 2) 
КЪ данной поверхности и цилиндру, именно: 


—) 5 +; —9)9,+8—2 9. =0, 
Е —2=2(Х — а) +4 -— У). 


Такь какъ касательныя плоскости, о ‘которыхъ идетъ р$чь, 
совпадаютъ, то имЗемь 


дд хде г“ зу. 108. 


и, по причин* уравненя ыы 


Я 


‚ ГЛАВА Х!. | | 539 


Это и уравнене поверхности опредфляютъ кривую оо- 
прикосновензя; дальше мы - должны поступать какъ и 
въ предъидущемъ случаз. | | 


180. ПрРимзРЪъ ПЦ. — Требуется нити уравнене ко- 
‘нусов5 по уравнению сз частными производными этихть по- 
С ааа | 


аи 4 


Уравнене съ частными производпыми коническихь по- 
верхностей получится (\ 849), если покажемъ, что касатель- 
ная плоскость проходитъ черезъ опред$ленную точку, .ко- 
торая есть вершина’ поверхности. Въ систем прямолиней- 
ныхъ координатъ это уравненме есть 


2(% — <) Рах — у.) =#—&, 


ТД 20. 4о, 2. суть координаты вершины. 
Для интегрированя этого уравненая нужно искать инте- 
гралы совм$етныхъ уравнений | 


ах _ Чу _ 08 
д— —% #6 


Эти интегралы: суть 


105(х — хх) — 105(2 — 2.) = с01$6., 
105(% — 4.) — 105(2 — 2.) = ©0154. 


ИЛИ 


х— № и — 
— 601$6., 9% — 6015$.; 


отсюда слфдуетъ, что интеграль уравнешя съ частными 
производными есть | 


#—2 2—4 


5 Ё —% У— и} 0 


< 


гдё Ф означаетъ произвольную Функц. 
Мы поступимъ так же, какъ въ. $ 119, если пожелаемъ 


опредълить хункщю Ф изъ того условя, что конусъ прохо- 
дить черезъ ину кривую или описанъ около данной по- 


верхности. 
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181. ПрРимзръ П1. — Найти уравнеще коноидальныхь 
поверхностей по ижь уравнению съ частными производными. 


Уразвнене съ частными производными этихъ поверхностей 
получится (\ 360), если выразимъ, что касательная плос- 
кость къ каждойточк® содержитъ образующую, проходящую 
здЪсь. Это ‘уравнене въ прямолинейныхъь координатахь 
есть 


рх -- ау = 0, 


если беремъ направляющую за ось 2 и направляющую 
плоскость за плоскость 2у. Для интегрированя этого урав- 
ня отыщемъ интегралы совмфотныхъ уравненй 


ах Чу 43 
— —— >) 
2 Г 0. 
которые суть 
7 — 601$%., . $ = ©015$1.; 


поэтому для уравненя коноидовъ имфемъо 


7/1 
& = (Е) 
Хх 
ТД ф есть произвольная Функщя. 


182. Примзръ Г\. — Найти уравненще поверхностей 
вращеняя по ихз уравненаямь с5 частными производными. 


® 


Это уравнеме съ частными производными есть 


` 


ру — а =0, 


если только предположимъ, что оси координатъ прямоуголь- 
ныя и 065 2 совпадаеть съ осью поверхности; это полу- 
чается ($ 351), если выражаемъ, что нормаль вотр#чаеть 
ось. 

ЭдЪсь нужно интегрировать совм$стныя уравненйя 


И О: 


| у фа 0 
ИЛИ 
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зах - уду =0, | 42 =0;. 
интегралы этихъ уравненй суть 
| | С 2 = с013%.. 8 = ©0п36.; 
поэтому интеграль уравненля съ частными производными есть 
ху = 22), | 


гд$ ф означаетъ произвольную Функцю. 


183. ПРимзрЪъ \. — Требуется а оные урав- 
нее съ частными производными 
(В. Я ще 99+ Ив, 9), 


% /(х, у) есть данная функиля. 
Обыкновенныя дифФеренщальныя уравнешя, которыя 


о разсматривать здфеь, суть 


Чт _ Чу. 2 


у 2-1 


ИЛИ | 
р у 42 02 2, [4% 9) _ | 
9 №т Од Я х 


Изъ перваго находимъ 102 = юсх -- сеп8ё. или 
(3) я . | 9 = 02; 
внеся это значене у во Второе уравневе, получимъ 


‘42 _@_ _[{, 0) 
ах хх о 


Это уравнен1е линейное и для его интеграла найдемъ_ 


4) = 6% — =, Г, 2 аз, 


| 
гд (” есть вторая постоянная и %, какое-нибудь начальное 
значенше х. Теперь два интеграла (3) и (4), которые мы 
 только-что получили, нужно р+фшить относительно постоян- 
ныхъ С, С’ и составить изъ нихъ произвольное соотношене; но 


для этого необходимо подъ знакомъ | ‚ содержащимся въ урав- 
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_невши (4), замбнить 2 другой буквой, Е. Тогда получимъ 


| | | Р р 
& — 2121-11 —х ==—_. 
а < 528” 


У 


2 = Сх—х к ( С, С, Се) СЕ, 


20 5 


или, замнивъ С его значемемъ, полученнымъ изъ ‘уравне- 
нтя (3), 


г д 9 9/5 
(5) КЕ) а 
| а — фе т с 6 


Намъ остается опредзлить изъ уравнен1й (3) и (5) значення 


С и С’, чтобы подетавить ихъ въ уравнене 


(6) — С’ = ©), 


гдф © означаетъ произвольную Фхункщю; это приводить 
къ исключению С и С’ изъ уравнений (3), (5), (6). Такимъ 
образомъ имфемъ | 


4 


ии 


То 
Это уравнен1е (7) есть искомый обший интегралъ. 
Предположимъ, что хункщя }(2, у) есть 
_ату 


(2, у) = 
гдф а есть данная постоянная. Уравнене къ интегрированю 
есть | 


о а@агу — 
ут+туйту 


и по ФормулВ (7), джаз, — 0, общий интегралъ будетъ 


2= ет 99+ 


„т 


/и\ - [и 
2=4 (5) —в9 | ПОНИНИЬ: _. зИИНИИ 
\ 7 в. 22 
| ) Ив 


‚ или, предположивъ #>0 и сд$лавъ, подъ знакомъ |, $ — 947 
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_ Е = 244, найдемъ 


ыы разу 
& — #2 |-] — аху а 
". ‚ У 22 У - у 


Объ уравнешяхъ съ полными дифференщталами. 


184. Прежде чФмъ продолжать изучене уравнешй съ 
частными производными, мы должны сказать объ ‘уравне- 
мяхъ съ полными дифференцалами, которыя встрчаются 
въ нёкоторыхъ изыскашяхъ, Мы ограничимся случаемъ 
трехъ перемфнныхъ д, У, 2, изъ которыхъ одна разсматри- 
вается какъ Фхункшя двухъ другихъ; уравневше, которымъ 
мы сейчасъ будемъ заниматься, есть | 


уу Рах -- 9ау + Ва = 0, 


гдЪ Р, ©, В суть данныя Фхункши оть д, 9, 2. Нужно 
узнать, существуетъь ли Функщя г отъ д и 4, способная 
удовлетворить уравнению (1), и если она существуетъ, то 
найти ее. Если сдфлаемъ 


42 = арх - ау, | 
и если подставимъ это значеше 42 въ уравневе (1), то, такъ 


какъ оставпиеся дихФеренталы 47, 4у произвольны, нужно 
чтобы ихъ коэххишенты были нули; поэтому имфемъ 


(9) _ Р+Вр=0, 9+ Ва =0. 


Такимъ образомъ намъ нужно однимъ и т%мъ же значе- 
немъ 2 удовлетворить ‘двум уравненмямъ съ частными 
производными; это же возможно только въ томъ случа, 
когда н$которое услове будетъ выполнено. Дихееренци- 


руемъ первое уравнене (2) относительно у и второе. отно- 
сительно 1; будемъ им$ть | 


бу) а ира) +в -о. 


90 90 ‘` 04 
(2 +4 (5+) + в (= 74 В = 


вычигая эти уравнен1я одно изъ другаго и зам чая, что 


ры 
ду =0д’ Получимъ 
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р _ 09) „(08 09) |, 6 В) _. 


\ду д) ТР ду 0] о" 
исключивъ 17 и 4 посредотвомъ уравнений (2). найдемъ 
99 _0В\, с /0В =) М) -9) = 
® р (5% — 9} +9125 — =) +В (бу —ж) =0 


таково услов1е, которому должны подчиняться Функции 
Р, ©, В, когда уравнен1е (1) интеурируемо. Остается дока- 
зать, что этого условя достаточно; мы станемъ доказывать. 
это, приступивъ прямо къ отысканю р%фшеюй, которыя мо- 
жетъ допустить уравнеше (1). 


185. Означимъ черезъ № множитель, способный сдфлать 
выражен!е Оау-- В42 точнымъ дифФеренщаломъ Функщи и 
перем$нныхъ у и 2; множитель № и Фхункшя и будуть за- 
висфть вообще отъ 4. НЫ вслфдотве этого, 


(4). | ре ВЯ 
и сд$лаемъ, сверхъ того, 

| 0% 
(5) №Р = 07 + Х, 


гдф Х означаеть нфкоторую Функщю отъ #2, 9, 2. Урав- 
ненте (1), будучи помножено на |, сдБлается такимъ 


_ [90% ди. 9и 
(5х) бе и и =0 


ИЛИ 


Такъ какъ и есть Фхункщя отъ 4, 1, г, то 2 можно раземат- 
ривать, какъ чункц!ю отъ 2, 9, и, и тогда Х. сдфлается хункщей 
тТфхъ же перем$нныхъ. Но такъ какъ дифференщалы и, 4х ` 
только одни входятъ въ уравненйе (6), то и зависитъ только 
отъ 1; поэтому нужно, для возможности задачи, чтобы Х 
не содержало у и было Фхункщей только перем$нныхь фи 
и. Когда это услове выполнено, тогда существуетъ множи- 
тель, хункщя оть д и оть % обращающи первую ‘часть 
уравнен1я (6) въ точный дизФеренщаль; если Такой множи- 
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А р 
‚тель означимъ черезъ и? то очевидно, что ^ будетъ мно- 


`жителемъ, способнымъ привести первую часть даннаго урав- 
неня къ полному дихференщалу. Такимъ образомъ, имземъ 
сл$дующую теорему: 


Вода уравнеще. Рах + ду + Ве — —= 0 интерируемо, то 
существует» такой множитель Х, что МРах-+О9ау- Ваг) 
есть полный дифферениаль АС; поэтому уравнене удовле- 
творяется, кода полиаемз Ц = С, 1 С есть произвольная 
постоянная. | 


186. Обратимся къ услов!ю возможности; оно выражается 


уравненемъ 2 —( если только 2 разсматривается, какъ 
9% | 


Функщя отъ 2, 9, и; но такь какъь Х выражается въ %, у, 
4, то оно будетъ 


0х, оКо _ 
ду 02 ду т 
значене с. должно быть получено изъ уравневшя, выра- 


жающаго # въ Функции #%, 9, 2, и мы сл5довательно имфемъ 


9 0402 5. 
ду. 0204 
Исключивъ изъ этихъ уравнений 5. для налпего условя по- 
ЛУчимъ | 
т д%и0Х 9и9Х 
\ а = = — . 
(7) 950) 002 я 


Сверхъ того, изъ Формуль (4) и (5) имфемъ 


9Х _ д(Р) _ д*%и _ 0(иР) _ 9%) 
д) 09 0509 90 4’ 
0Х _0(Р) _ ди _ 0(ыР) _ ОВ). 


—Фыны о оринннифининненьяью — сроерлинечина 


д2 _ 02 дх де _ 92. 0% 


. : 94- 
ебли эти значен1я, а также и значеня о >” Полученныя 
изъ Формулъ (4), подотавимъ въ условное ыы (1), то 
оно сд$лается 
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а КР В Е 9(ео |= 
{: > - 


ох ду 
Наконецъ, приложивъ тождество 


р [69 № 


д ду 


вытекающее изъ уравнений (4), произведя дизаеренцирован!я 
и уничтоживъ множитель |, найдемъ 


о ое Фе 
это же есть условное уравнене, уже полученное въ $ 184. 
Мы видимъ, что, если это услов!е выполнено, количество 
Х, входящее въ уравнене (6), будетъ хункшей только пе- 
рем$нныхъ хи #. Теперь это уравнене (6), которое есть ни- 
что иное, какь преобразованное данное, будетъ обыкновен- 
нымъ дифференщальнымъ  ‘уравненемъ, котораго общий 
интегралъ можно будетъ представить въ видё 


0=С, 


гд$ О есть произвольная постоянная и 0 хункщя оть 4 и 
отъ \, т. е. ФУНКЩЯ ОТЪ %;, 4, 2 | 
Предъидущий анализъ показываетъ, что необходимо и 
достаточно условнаго уравненя (8), для того, чтобы данное 
уравнен!е допускало интегралъ; оно даетъ сверхъ. того сред- 
ство опред®лить этотъ интеграль, когда онъ существуетъ. 


181. Случай, когдл Р, (, В суть однорРОДНЫЯ 
ФУНКЦТИ ОДНОЙ СТЕПЕНИ. — Предположимъ, что уело- 
в1е возможности интегрирован1я выполнено, и положимъ 

д= де, у =, 
Р —. Р’ё”. (©) —. (’2”, `В, =. В/2т, 
тд Р’, 9, В суть зункши отъ 4 и 9’. Данное уравнение 


(1), раздленное на 2”, сдФлается 


(Р'4г” + 9/4) + (р + Фив =0 


ИЛИ ` 
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2 Ра + Ч’ау _ 
р РУ ФУ Е 


второе. член этого уравневля зависитъ только отъ перем$н- 
ныхь &, у и онь, въ силу условнаго уравнешя, долженъ 
‘быть полнымъ дифференцаломъ, | 

Разсмотримъ, наприм$ръ, уравнен1е 


(У -- 92 - 2°) ах + (2-Е де -- 22) Чу - (45? + ху - у?) аг = 0. 
ЗдЪеь имфемъ | 
РУ -НУ +1, ФЕЗЧНЯУЧНЬ = + 2! | у, 
_и данное уравнен!е можеть быть написано такъ: 


ь УЕ ЕНУЕЬ 


‚ Черезъ разложене на простыя дроби имфёмъ 


И Ь За св 
(Ну) (х’- +1) ах НУ 17 
ие | я]. 1 


ГУУ @тУНЬ УТУ УГ 

_ ЭТо же позволяетъ представить наше уравнен1е въ такомъ 
| ВиДЗ: 

Чт’ у У) а в Шо. 


заиашия веер -— а ода 


в’ Уи -Уу Ут. 
_Мы видимъ, что каждый членъ есть полный дизхеренщаль; 
интегрирован1е даетъ | | 


002 -|- 108(2 3 НУ’) — 108(е' + -- У’ + 1) 05а, 


` ТДВ а есть произвольная постоянная, отеюда’ имЗемъ 


те в У о. 
в НУ 


ое 1 7 
Подетавивъ наконецъ > . вмфсто т’, у’, получимъ 


лу -- 92 — ав= ще у), 


это же есть интеграль даннаго ран 
| 35% 
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Опредфлене общаго интеграла уравнешя съ частными производнымй 
перваго порядка. — 0 полныхъ интегралахъ. 


188. Перем$нная х`разсматривается какъ Функщя отъ я 
перем$нныхъ #1,, %.,..., 2, ПОЛОЖИМЪ 


387 


дх = р, ах. + р.ах, + ... + рам». 
Всякое уравнен1е такое, какъ 
Е(х, Аа, зу +. .,у 1) Ра, Юз. -- ме. 9 2») — 0, 


есть уравневле оъ частными производными перваго порядка. 
Если можемъ найти значене х, Функщю оть %..4%,, ..., 
1, удовлетворяющее данному уравненю и обращающееся 
въ данную произвольную Функцю 6 отъ #,, %., ..., Ж,_,. когда 
даемъ х,, опред$ленное значение &,, выбранное по произволу, 
то уравнен1е; опредёляющее это значенае 5, будетъ назы- 
ваться общим: интезраломз даннаго уравненля. | 
Данное уравнене и т, которыя получаются изъ него 
посредетвомъ послфдовательныхъ диффхеренцировавай, опре- 
 двляютъ значеня д и его производныхъ различныхъ поряд- 
_ковъ, относительно 1, въ Функщи %, #%, 2.,..., 4, и 
производныхъ 1 относительно 2, %.,..., %_,. Не трудно 
заключить отоюда, что обший интеграль, если только ОнъЪ 
существуетъ, единственный. 
Существован1е интеграла было доказано прежде относи- 
тельно уравнешй линейныхъ относительно производныхъ, 
и оно будетъ вообще доказано для всхъ уравнений съ част- 
ными производными перваго порядка, посредствомъ того же 
самаго способа, который будетъ служить для его отыскалая. 
189. Лагранжъ назваль полнымз интераломз уравненя 
съ частными производными перваго порядка, съ я независи-_ 
мыми перем$нными, всякое уравнемте между и-+1 перем$н- 
ными, удовлетворяющее уравненю съ частными производ- 
ными и содержащее я произвольныхъ постоянныхъ. 


Пусть будетъ 
(1) Ро бы. ВИ, Ра, бы в, ФО 


уравнен1е съ частными производными перваго порядка, съ И 
независимыми перем$нными 2,, %.,..., Я, и 
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`@) ой. д, ... Вий, а,... О 


полный интегралъ уравнемя (1). Если продизеренцируемъ 
‘послфдовательно этотъ интегралъ относительно каждой не- 
зависимой перем$нной, то будемъ имЪть 


О р = 


. (8) О, е, Ро 


0%, " 0х 
Уравненле (1) должно ‘сдфлаться тождествомъ, когда зам$- 
нимъ въ немъь дир, 1.5. ..., 0, значеюмями, полученными 
изъ уравневй (2) и (3); поэтому мы должны воспроизвести 
уравнене (1), когда исключимъ и произвольныхъ а, 4., ..., 
а, изъ уравнений (2) и (3). 

‚Такъ какъ общий интеграль уравненя (1} содержитъ 
произвольную Функшю отъ и — 1 перем$нныхъ, то очевидно, 
Что изъ него можно получить безконечное число полных» 
интеграловъ. Но замфчательно то, что, и обратно, изъ ` пол- 
наго интеграла мы можемъ получить р5шеюме, содержащее 
произвольную Фхункшю оть #— 1 перем$нныхъ, которая 
вообще тождественна съ общимъ интеграломъ. — 

Для доказательства этого важнаго предложенля станемъ 
разсматривать произвольную постоянную уравнения (2) а, 
какъ произвольную Фхункщю 9(а,, @,, .... а_.) оть я — 1 
другихъ произвольныхь. Уравнеюше (2),  удовлетворяю- 
щее уравненю (1), въ предположенши постоянныхъ произ- 
_ вольныхь, не перестанетъ удовлетворять ему, если предпо- 
ложимъ произвольныя перемёнными, если только 'уравнен!я 
(3) существуютъ въ этомъ послёднемъ предположении. 

Возьмемъ полный дизФеренщалъ уравненля (2), разсмат- 
_ ривая произвольныя какъ перем$нныя, но предполагая, что 
@, замВнено значетемъ 


(4) | Ч —‘2(@+, @о; о.) Ява); 
‘напишемъ также р, д. +... -+ р, ах, вм5ото 4х; получимъ 
м 
Г 


-- т Фа Ее С; ни = а Е нЕ 1 = 0. 
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Очевидно, что мы лолучимъ уравневнля (3) изъ предъиду- 


щаго, если произвольныя а, а,,..., @,_, будуть опредф- 
лены уравненями 
(5) Е МЕХ, Аа #1 — 0. 
аа 9%. да,— 
Если бы мы могли исключить 4, а, ..., @а,_, изь уравне- 


ви (2) и (5), то получили бы уравнеме, содержащее произ- 
вольную Фхункшю отъ и — 1 количествъ и удовлетворяющую 
данному уравнению; такое уравнен1е не можетъ отличаться 
отъ общаго интеграла. Но исключеюе, о которомъ мы только 
что говорили, невозможно, по причин произвольной хунк- 
ци х, входящей въ уравнене (2), и которой частныя 
производныя входятъ въ уравнемя (5); поэтому нужно 0о- 
хранить систему уравнений (2) и (5), опред$ляющую доета- 
точно обиий интегралъ. | 

Нужно замБтить, что каждому полному интегралу дан- 
наго уравнен1я отвфчаеть опредленнаго вида обпай инте- 
гралъ и что, относительно этого вида, полный интегралъ 
играетъ роль особаго рёшен1я. Мы видимъ, наконецъ, что 
всякое уравнене съ частными производными перваго порядка 
происходить отъ исключен1я произвольной хункщи по спо- 
собу, изложенному въ у $1; это предполагаетъ однако, что 
существован1е общаго интеграла доказано. 


190. Предъидупия замфчавая прилагаются ко вс$мъ 
уравненямъ съ частными производными перваго порядка. 
Но мы видфли въ & 178, что, въ. случа уравненй, линей- 
выхъ относительно производныхъ, общий интегралъ можеть 
быть представленъ въ’ частной ФормЪ, которая годится 
только для этого рода уравнен1й; этотъ интегралъ долженъ 
фыть тождествень тому, который получается изъ полнаго 
интеграла. Мы пояснимъ это сейчасъ прим$ромъ. 

Разсмотримъ уравнение 


2 = ря - 99, 


линейное относительно .производныхъ; 2 есть неизвфетная 
Функщя перем$нныхь 1, у, и мы сдфлаемъ, какъ обыкновенно, 
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2 = ым -- ау. | 
Мы удовлетворимъ данному ` уравнению, если положимъ | 
2 = а -- бу, 


тд фи ф суть постоянныя, такъ какъ отсюда имфемъ ф—=а, 

4=6. Предъидущее уравнен1е поэтому есть полный инте- 
гралъ даннаго уравневая. Для полученля общаго. интеграла, 
нужно, по методу $ 189, замфнить Ф произвольной Функ- 
‚ щей $(а) отъ а и исключить @ изъ двухъ уравненай 


2 = ах -{ 924), О=х- 92/(9, 


изъ которыхъ второе получается отъ дихФеренцирован1я пер- 
ваго относительно @&. На основавли этого втораго. уравнения, 


Ф(а) равно — г. поэтому @ и $(4) суть хункщи отъ >. И 


первое изъ нашихъ двухъ уравнений показываетъ, что 


Е г) 

==. 

ничто не опред$ляетъь хункшю 9%, и мы снова находимъ 
по этому способу интегралъ, къ которому приводитъ методъ 
$ 718. 


— 


О 


Интегрироване уравненй съ частными производными перваго порядка, _ 
въ случаЪ двухъ независимыхъ перемённыхъ. 


191. Задача, составляющая интегрироваше уравнений съ 
частными производными, теперь вполнф р$шена для того 
злучая, который принадлежитъ уравненаямъ перваго по- 
рядка, т. е. что такое уравненме можетъ быть всегда при- 
ведено, какое бы ни было число независимыхъ перем$н- 
ныхь, къ интегрированю системы совмфотныхъ обыкновен- 
НЫхЬ диоференщальныхь уравнении. Между способами, до- 
_ бтигающими этой цФли, нужно однако отличить способы 
‚Якоби и Коши; я возьму зджсь за исходный пунктъ ана- 
лизъ Коши, но въ то же время я представлю здЪсь н%ко- 
торыя подробности, относящляся къ затрудненю, сопряжен- 
ному съ этимъ. анализом. = 
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192. Мы разсмотримъ сначала случай двухъ. независи- 
мыхъ перем$нныхъ. Пусть будетъ _ 


0 = Е(х, у, г, р, 9) =0 


данное уравнене, въ которомъ 2 означаетъь неизвфотную 
хункшю двухъ независимыхъ перем$нныхь 4, У, и въ кото- 


ромъ р, а представляютъ соотв тотвенно частныя производныя 
02 02 

9% ду 

Надлежитъ найти значене 2, удовлетворяющее уравне- 


_нтю (1) для всо$хъ значейй х и у и обращающееся для. 
даннаго значен1я 7х, перемнной х въ данную произвольную 
Функщю /(у) оть у. Такимъ образомъ мы должны имзть 
одновременно | | 


д=я, 2=Иу, а= ти = [(9); 


данная задача вполн® опредФляется этими равенствами. 

Введем, согласно Коши, хункц!ю, теперь неопред$ленную, 
Уо ОТЪ Хи 9; можно будетъ разсматривать ‘у какъ хункщю 
отъ ди 4, и тогда 2, 0, 4 ‹будутъ также Функщи тТ$хЪ 
же перем$нныхъ. Поэтому будемъ имфть 


Фу = С ох -- 5 Я; 

де = се аа — ,.. 4 

если же внесемъ эти значен1я 42 и 4у въ уравнене 
_ — 4г = рах -- ау, 

‘опредфляющее фи 4, то получимъ 

-—— Чу ‚= рат +а(% да +99 у. диь). 


Гакъ какъ это уравнене имфетъ мЖсто для какихЪ угодно 
дизференц1аловъь 4% и 44, То. имФемъ 


(2) 02 _ ду 


— 
с» 
и” 
|= 

| © 
<, 
$ 
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Если возьмемъ дихференшалы уравненя (2) относительно у, 
_и уравнемя (3) относительно 1, потомъ вычтемъ одинъ изъ 
другаго полученные результаты, то получимъ 


4) др _ 049% 94 у 
ду, 0204, 90 


Теперь означимъ черезъ 
Е = Хад + Хау -- 74 + Рар + 944 
‘полный дисференщаль первой части ‘уравненя (1); ВЗЯВЪ 


дисференщаль. этого уравнентя (1) относительно Чо> будемъ 
ИМЪТЬ 


6) та Ре ам 0, 


`. ‚ 02 д 
если же внесемъ въ уравненте (5) значен1я и. й р полученныя 
° 9 0 : 


изъ уравнен1й (5) и (4), то получимъ 


94`\ бу Е 04 __ 
х (+ +252] 5. + (9 - 2%] 9% р 
Но Функшя отъ д и оть у, которая означается черезъ 
У и которую мы ввели, до сихъ поръ не опредФлена; мы ее. 


такъ выберемъ, чтобы имфли 
(7) РУ 9 =0, 


и мы подчинимъ ее, сверхъ того, тому условлю, чтобы она 
обращалась въ 95 для х==%. Такимъ образомъ будемъ имть 
‘одновременно о 

 —=4%, У=У, #=64, 9=4» ВР-=Рь 
гд$ для краткости сдБлано 

2, = Ко), 4 = Р (4%), 

°И ГДВ ро опред®лено изъ уравненя. 
| Е (ао, Ус; 2; Ро; 4) = == 0, 


_ которое есть ничто иное, какъ уравнене (1), въ которомъ х, 
у, г, 0, 9 соотв$тетвенно зам$нены черезъ 2%, ух, #5. 90%». 90. 
Уравненте (7) приводитъ уравнене (6) къ 
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(8) У 29 Ру. ==0, 


слфдовательно, данная. задача приводится къ нахожден!ю че- 
тырехъ Функщ 9, 2, р, 4 двухъ независимыхъ перемжн- 
ныхЪ д и 9.. которыя удовлетворяютъ вообще пяти урав- 
нешямъ (1), (2), (3), (Т) и (3), и которыя для # =. при- 
водятся соотвфтотвенно КЪ У, 2%, Ро, 40; мы не говоримъ 
объ уравнени (4), потому что оно вытекаетъ, какъ мы ви- 
дфли, изъ уравневй (2) и (3). | 


793. Но уравнений (1), (2), (7), (3) вон достаточно, 
какъ мы увидимъ далфе, для опред$леюя неизвфотныхь у. 
2, Р, 4; поэтому уравнене. (8) есть лишнее, и нужно, чтобы 
оно само собою удовлетворялось. Вотъ какъ Коши доказалъ | 
эту важную теорему. 

Предположимъ, что изъ уравнений (1), (2), (7), (8) мы по- 
_ лучили для 9. 2, №, 4 опредфленвыя значеня въ Функц 
отъ д и отъ у, приводяцияся соотв$тотвенно для = КЪ 0; 
20, Ро, 40; 0бЪ части уравнеюмя (3) будутъ также опред$- 
ленныя: хункши отъ д и отъ у, и, означивъ черезь Т 
ихъ разность, будемъ им ть’ 


02 


(9) = 


+ т 
54, | 
Если возьмемь диФференщаль этого уравнен1я относительно 
1, и если потомъ вычтемъ уравнеше (2), продизференциро- 
ванное предварительно относительно у, то` вм®сто уравне- 


вя (4) будемъ имфть 


(10) _ д _ (949% _ 04 о} т. 
04 (5 ду, 0%0%/' 0%’ 
нов = р вы 
далЪе. внеся въ уравнение (5) значенля д И полу 
И я в 


ныя изъ уравнений (9) и 10), найдемъ _ 
(нм тя) +(9-— Ра), 


(11). 
| + Р > + 7Т = 0; 


® 
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Наконецъ, по причинз уравнений (1) и (8), это уравнеше 
приводится къ 


ОТ т0т__2 
В = к. 
а, | зи Т 9х Р 
Количество —= инет. ВЬ ФУНКШИ ХИ 4, 
77 
если интегралъ — Г. 5 иветь конечное и о предёленное 


значен1е, то изъ  предъидущаго уравнен1я найдемъ 


Ча т 
т с =] т 
18) ют =— {| Ба. Т=Тье ю° 
То го | 
тд» Го означаетъ значене, принимаемое Т для 2 = 2%. Нотакъ 
: 92 ‚. "39 м _ 
‘какъ предположене 2 = приводить 5, КЪ 4 # : къ 1, 
| 0 0 


то уравнеше (9) показываетъ, что Ту —=0, и слёдовательно, 
на основаши уравневйя (12), вообще будемъ имфть 
0 
Мы разберемъ далфе единственный случай, въ которомъ 
интеграль { Е 4х перестает ИМВтЬ. конечное и опред$лен- 
о 
ное значене. 


194. На основанйи предшествовавшаго, мы разсматривали 
только уравневя (1), (2), (7) и (8). Можно даже, если 
угодно, замфнить уравнене (1) его производной относительно 
4; эта производная на самомъ дЪл$ не имфетъ болфе 
общности, ч$мъ уравнеше (1), потому’ что значевая у, @#, 
р, Ч должны для т —= 1) приводиться КЪ 4/5) 2, бо, Чо- Искомая 
_ производная есть. 


хуи инь +92 


да; 
‘изъ уравневй (2), (71) и (8), то она приведется къ 


, . 02 | 
если замфнимъ въ ней —, ди У значенями, полученными 


_@3) — ХР =0. 
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Задача, которой мы занимаемся, приводится поэтому къ на- 
хожденю, посредотвомъ четырехъь изъ уравнешй (1), (2), 
(7), (3), (13), значе у, г, р, въ зункщяхь д и 4, при- 
водящихся для 1—2 соотв$тетвенно къ 4%, 2%, о. 0%. 

У равнезля (2), (7), (8), (13) образуютъ дфйотвительно 
систему четырехь совм$етныхъ уравнений съ частными 
производными; но Такъ какъ эти уравневая не содержать 
независимой перем$нной у,, то они должны быть разема- 
триваемы, какъ обыкновенныя дихФерентальныя уравнения; 
они заключаются въ сл$дующей хормул 
| ах _ау_ 4 _ — 4 _ — 94 
Р-Я 29 ХУ 
одно же изъ нихъ, мы должны повторить, можетъ быть 
зам$нено уравненемъ (1). 

Если первая часть уравневая (1) есть линейная Фхункщя 
относительно производныхъ ] и 4, то, такь какъ ея дихферен- 
шаль, взятый относительно р ид, есть Рар-+Оа4, Ри О 6у- 
дутъ независимы отъ р иди Е будетъ им$ть видъ Ро -+ 9 —В, 
гдз В, какъь Ри ©, Функщя отъ х, 9, г. Въ этомъ случа$ два 
первыхъ уравнен1я, содержащихся въ формул (14), именно 


(14) 


АЕ. ЛИ. 
ро = 
позволяютъ безъ помощи другихъ опредфлить значевя у, 2. 
ВЪ ФУнНЕШИ д и %. Такимъ образомь уравнемшя, линейныя 
относительно производныхъ, приведены къ правилу & 114. 


195. Предположимъ, вообще, что значешя Ч, д, ф, 0, 
опредфленныя изъ уравнешй (14), приводятся для д = жж къ 
Чо 20› Ро, 40; пусть будутъ 
5 У = [а(х, Чо» о» Чо), 
| 2 = Т5(®, Уь. 2.› 90), 

1 2 = №, У 2, 4%), 

4 = 1.(#, Уь, 2%, 4.) 


(15) 


Эти значен1я; мы не пишемъ буквы ро въ этихь выраженяхъ, по- 
тому что можно всегда предположить, что она замнена ея зна- 
чентемъ, полученнымъ изъ уравнеюмя Р(ху, 9, 2%, Ро, 4) =0; 


р 
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что же касается %,, то это есть численное опредфлен- 
ное значенле, которымъ мы здфсь не занимаемся. 

Два первыя уравненая (15) дадутъ рёшене данной за- 
дачи, если зам нимъ въ нихь г, черезъ Ку) и 4, черезъ 
_ Л). Если дадимь Фхункщи }(у,) опредфленный  видъ и если. 


‚ мы будемъ въ состояши исключить У, изъ двухъ уравнений, 


о которыхъ мы говоримъ, то будемъ имфть выражене не- 


_ извзотной Функщи 2 въ ди у. Но если хункшя {(у,) или 


2, остается неопред$ленной, то исключене у, будет невоз- 
можно, разв$ только въ томъ случа$, когда значеня у и & 
будутъ то и другое независимы отъ 45; въ этомъ случаф, 
если рёшимЪ два первых уравненйя ты относительно 9/5 и 


20; получимъ выражен1я вида 


Уо = $(х, У, 2), 25 = $(%, у, 2), 


и р5шене задачи будетъ дано уравнетемъ 


в = [ ($), 


откуда заключаемъ, какъ извфстно, что данное уравневе (1) 
есть необходимо линейное относительно-производныхъ р и 4. 

_ Если` исключить случай линейнаго уравнен!я, то ника- 
кое изъ выраженй у и 2 не можеть быть независимымъ 
отъ 4. Въ самомъ дфлё, внесемъ въ уравнене (8) значеня 
9, 2, 4, полученныя изъ уравневшй (15); будемъ им$ть 


(9Г, 9Е, д}. 4») : (+ д 9 ОТ 522} = 


\ 946 а. % 9, ду д2. т, 05 


это уравнене должно быть тождествомъ и, слёдовательно, 


члены, умноженные на 0%, должны уничтожаться. Поэтому 


! ду 
еще тождественно имфемъ 
ИМ 
0% 04 


| множитель /, =4 вообще не можеть быть нулемъ; отсюда 


9, 9 
слфдуетъ, что если одно иЗЪ количествъь а Е _ тожде- 
Чо Ч ^ ы 


\ 


ствённо есть нуль, другое также должно быть нуль; 


`поэтому 06% хункщи Х, и ), зависятъь оть 4 или 
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онЪ не зависятъ отъ этого количества: этотъ послёднй 
случай можетъ имЪзть м$сто, какъ мы вВИДЪлЛИ, ТОЛЬКО 
тогда, когда данное `уравнен!е есть линейное относительно 
производных 1 и 4. 

Теперь, если исключимъ 4 изъ двухъ первыхъ уравне- 
юй (15), то получимъ уравнене, которое будетъ въ состоя- 
ни замфнить второе изъ нихъи которое я означу черезъ 


(16) У (5, чу, 2, уч 2) =0 или У =0. 


Если возьмемъ полный дизхференшалъ этого уравневя и 
если замнимЪ въ немъ 42. черезъ (ЧУ, 92 ее рах-Наау, 
то ‚получим 


| У /дУ 
(5 +25; Чт -- \ бу 0 


но первое уравнен1е (15) даетъ 


<) ву + (53. +4, отд, 


- (т и + 4) 
дл 1 0 ве: 0 Да . 
ТТ (бы, де, + да, ду) 9 
если внесемъ это значене фу въ предъидущее уравнеше, то 
въ немъ останутся только два независимые дифференщала 
ах и Чу; приравняемъ поэтому коэФфФхищенты при нихъ 
нулю, получаемъь | 
9, оду АА 
[в +1 92) + (о, т Ч) 9х — О, 
9, 9У\ 9, 4 10, 24) У 0У\ _ 
17 о я) (су. т де, ® 1 да, ду, (= тй 5 ге 
Эти ‚ уравненя должны сдфлаться тождествами, когда 
зам$нимъ въ нихъ у, 2, р, значенаями, полученными изъ 


Формуль (15). Но эти Формулы не содержатъ произвольнаго 


д 
количества д поэтому необходимо, чтобы это поолёднее 
: | 


количество исчезло изъ посл$дняго уравненля. Такъ какъ мы 
исключили тотъ случай, когда, данное уравнение (1) есть линей- 


ное, то производная ий не можетъ быть нулемъ, поэтому 
у 09 7 
0 


нужно, чтобы уничтожилось У -а > и сл$довательно, изъ 


предъидущихъ ‘уравнен1й одновременно имфемъ 


ГЛАВА Хх. = ‚ 005% 


= дУ ОУ - 

(17) я 1 45 =0 
{ “90 “о 

Й н ? 
ду 0 0, д _ 


Такимъь образомъ четыре ‘уравненя (16), (17) и (18) дз- 
_ лаются тождественными въ силу уравнений (15); они опред»- 
 ляютъ сверхъ того значетя 4, .2, 1, ди, слФдовательно, они 
могутъ замнить уравневя (15). 

Въ частности, если зам$нимъ 2, въ У черезъ (ур), то 
искомый интегралъ уравневя (1) 6 будетъ ыы исклю- 
_ченя Уз ‚изъ двухъ уравневй 


: | 9у` 
(19 У = 0, (5. = 0, 
| | 0ус/ 


ГДЪ (. означаетъ производную отъ У, взятую относи- 
тельно и, но разсматривая при этомъ 2,, какъ хункцю 
отъ У. Поэтому, для получен1я этого интеграла достаточно 
знать хункцю У, и мы его получимъ, исключивъ 9, 0, 2, до 
_ Изъ четырехъ интеграловъ уравнен1й (14) и зуравненя 
(о о, 20, Ро 40) = 0. 2? 

196. Мы должны замЗтить, что уравнене 
. У=0 
составляетъь полный интегралъь даннаго уравненая (1), если 
ТОЛЬКО 40 И 4% разсматриваемз, какъ дв произвольныя по- 
стоянныя. 

Въ самомъ дЪль, въ общемт. р$шенши, только-что нами 
изложенномъ, мы снова получили уравнеше (1), исключивъ 
% и 2 изъ уравненй. (16) и (18). Но если вм$сто того, 
чтобы разсматривать У, и 2, какъ перемфнныя, способныя 
удовлетворять уравненю (11), мы станемъ разсматривать 
эти количества какъ постоянныя, то ясно, что уравненля 
(18) будуть существовать и, черезь исключение у, и 2%, бу- 
дуть давать съ уравнемемъ (16) уравнене (1). Это урав- 
нене (16), содержащее такимъ образомъ дв$ произвольныя 
постоянныя, поэтому есть полный интегралъ уравневя (1). 
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_ 191. ПримзрРъ. — Чтобы дать приложене предъиду- 
цей теорйи, разсмотримъ уравнение 


& — ард = 0, 


гдф а означаетъ постоянную. Эдфсь имфемъ 


Х = 0, = 0. Я =1, 
Р=— аа ®=— ар, Рр-- (а = — 2ар4 = — 4, 


‚и совм5стныя уравнен1я къ интегрирован1ю зд$сь суть 


д 4 - 42 _@Р _ 44. 
аа а 8 5 а 

мы непосредственно . находимъ четыре сл$дующихь ин- 
теграла . 

_ М в у _Уе — Уз 


Ре — — 5 — } 

о 4 Уд Я . _ @Ро — Иг.: 

исклюЮчимъ потомъ Фи 9,.изъ двухъ послЗднихъ, употре- 
бивъ при этомъ уравнене 25 — ар, 4, =0; имфемъ 


(И2- У2.)*_@б-юа-ю_@-ми-а) 
о &° Ро Чо | | а 


Иели поэтому сдфлаемъ 
У=а [Уг — ИЙу — (2 — 2) в - У), 


то общий интеграль ‘уравнемя 2 = 904 будетъ результать 
исключения у, изъ уравнений 


дУ _ 


У = 0. 
9% 


0. 


! 


798. Методъ, изложенный только-что нами, предпола- 


т 


гаетъ, что интегралъ [ 


7. 

р42 сохраняеть конечное и опре- 

Ж 

дфленное значен1е; мы сейчасъ займемся этимъ интеграломъ. 
`Предположимъ, для краткости, что уравнене (16) рз- 

шено относительно 2 и что мы получили значене г = М, 

гдё М есть данная Функщя отъ х, 9, 9%, 2о. Уравненая (16) 


и (17), даюция искомое рфшеше (1), будуть боле просто 
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(20) # =М, 
ОМ ОМ 
21). -— Ра, 


и уравневя (18), опредзляюция значен!я р и 4, будуть 


ОМ М 
(22) ‚ о 
Чтобы снова получить данное уравневе (1), нужно 
исключить У, и 2, изъ уравнений (20) и (22); слЕдовательно, 
полный дихФеренщалъ ЧЁ первой части этого уравненя по- 
лучится, если сложимъ полные дизференщалы ФУНКЩЙ 


‘„ ОМ _ ОМ 
М —&, ——» —_—@а, соотв$тетвенно ‘умноженные на 
| дх ’ дб | 
множители \, в, у, способные уничтожить диххеренщалы 
Чу и 42, которые должны быть разсматриваемь какъ не- 


_ зависимые; прену ры 


| М 
аЕ = и т т 02% = +) дх. 520) и 


9М М! 
+ (о бед + дут) ме 4 


(23) 


_и множители ^, р, у должны: НЫ Зы ДВуМЪ сл тую- 
ЩИМЪ уравнентямт: 


9" М “М | 
о д, +" двди, + ° дуду, 
ры ы М м _ 


^ 92. т" дрбя т? 9992. — 


Изъ уравнен!я (23) находимъ 


по причинф же уравненй (24), имфемъ 


м 0-м _ 0М 9*М` 


Г, _ 95 ду, ду 02% 9%; д2о 9У ду 
СР ом и ом К 


Чтобы получить искомый интеграль, нужно въ этомъ_ 
выражени замфнить 9 его значенемъ, полученнымъ иИЗЪ 


СЕРРЕ. ИнтЕгр. исчисл. | 28 | 56 
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уравненая (21), умножить потомь его на 4% и интегриро- 
вать между пред$лами 1, и 2; но можно избфтнуть исклю- 
четя у, поступивъ слёдующимъ образомъ. Если къ числи- 


телю предъидущаго выраженная —* приложимъ, а потомъ 


вычтемъ количество 


М 
(5,-) 09°М`9М 
_79М\ д де. ду 92. 
(а=.) 


то получимъ "“° 


“М /9М. "М _ ОМ д* _9“М\ ь. “М /9М М _ 9М ео) 48 
_ р 920% \9%, дд да, ди ду,] ^^" дида, \ да, аду, ди, беда, 
Р 9М /0М м дм к: 
_ де, \99.9у 92, 92.949. 


_ но если возьмемъ дизференщаль уравнемя (21), предотав- 
леннаго въ вид 


въ предположении только ый перемённыхь ри у то 
найидемъ 


ре м дм 99° 2) а, /9М м дм фм, 


де. 9х0 оу 0% 92, — \ 9%, д5 од. дх де, ° 9де.9ду ду ди.] ау, 


это же приводитъ предъидущее выражение — 294 КЪ 


9105 ры 
у! 92, 
— = ах == = аж -- 


- ОМ 
д [05 
Р 0 


2" а ЯМ 


42 


Такъ какъ хункця М должна для # =, иу == у, обратиться 


ВЪ 20, ТО ИЗЪ этого сл$дуеть, что, въ томъь же предположении, 


= обращается въ единицу. Поэтому, взявъ интеграль 


бо 


предъидущаго уравнен!я между предфлами хо и 2, получимъ 


(55) | -ГЕ 5 4% = 105 тя 
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199. Анализъ $ 193 дзлается  невёрным, когда интег- 


ралъ Г: Р Я перестаеть имЗЪть конечное и опредфленное 


значене. Какъ замфтилъ Бертранъ, это обстоятельство пред- 
 ставляется не только въ нзкоторыхъ частныхъ случаяхъ, 
но въ случаБ боле общемъ. И въ самомъ дълЪ, доста- 
точно дать Функщи (7) или }(у,) или 2, приличный 
видъ, чтобы интеграль, о которомъ идетъ рёчь, сдфлался 
_ безконечносттю. Но я говорю, что: Е. 
: | | | д 
_ Шсли для частнало вида функии }(у) интеграл Г 2 ах 
ее 


о 


_ перестает» имтуть конечное и опредъленное значеще, то 
выведенныя нами формулы дълаются неопоедюленными и 
‚онъ неспособны дать рюьшеще данной задачи. Это ръшене 
дается, въ этомз случаъ, полнымз интераломъ Лазранжа, 
отчим обще у интералу. 


Въ самомъ дв, МЫ ВИДИМЪ ИЗЪ уравневя (25), что 
если интегралъ Г. ра перестаеть имфть конечное и опре- 


дленное значение ‘для н%котораго вида Функции 7 (4), то 


Частная производная с, дфлается нулемъ, безконечносттю 


или неопред$ленностию - посл внесен1я значеня у, получен- 
наго изъ уравнения (21). Но тогда очевидно, что мы ‘не мо- 
_ жемъ получить изъ этого уравневя (21) опред$леннаго зна- 
 чевая у, приводящагося для 1 — То КЪ 95, потому что двой- 
ное предположеше 5—2, У==% должно приводить =. 
къ единиц. Изъ того, что невозможно получить изъ урав- 
неная (21) опред$леннаго значентя для у; приводящатося для 
& —=х. КЪ 9, мы должны заключить, что предположение 
Я — уничтожаетъ у въ `Мервой части этого уравненя, а 
такъ какъ это уравнене удовлетворяется, когда длаемъ 
‚ бразу х=42., у=у, то очевидно, что оно удовлетворяется 
‚ тождественно, какое бы ни было 9, когда’ двлаемъ Хх =%.. 
Отсюда слфдуетъ, что о уничтожается ВЪ уравненли (20), 
когда’ сдфлаемъ х = Я потому что производная Второй части 
в. у 36* 
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относительно у, тождественно равна нулю; это уравнение, 
‚въ предположени х = $, поэтому дастъ 


ибо мы знаемъ, что оно тождественно им$етъ м$сто, когда дЪ-. 
лаемъ у = У, 2=2% и Что 2, =} (4,). Заключаемъ поэтому, 
что въ частномъ случаф, которымъ мы занимаемся, р5шен!е ` 
данной задачи будетъ даваться не системой уравневй (20) 
и (21), но только однимъ уравнешемъ (20). 


800. Мы пояснимъ ‚ предъидущее прим $ромъ. Пусть 0. 
деть уравнение | 


Е =рг — ру — а4 =0, 
гдз а означаетъ данную постоянную. Зд$сь имфемъ. 


Х = 0, У = — 24, А =, 


совмфстныя уравнен1я къ интегрированю СУТЬ 


_ — раз _ аа _ _а2_ ве. _ @4. 
4 1% _ 24 р *Ю 


и мы безъ труда находимъ 


и ` ‘ к ‹ Тр) 
откуда, замфнивЪъ ро его значешемь ——^%__, имфемъ 


о (2о — 4о Чо) —@ (х -- о) . 
У (& — 4% + За4ь (1 — %) 
_2о (2, — 90%) - @4. (1 — %) 
УС, и + - 244, (# — т.) 
ао 
У — Ч %)}“ т 2а4о (2 - т т.) 
4 = 4о; | 
так1я значеня въ Функши Я, %, 2, 9 имЪютъ у, #, В, № 
Потомъ име МЪ 


9 —= 


= 
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1. а, 


СР (4—6 904, ==). 
И 
— А дд — 108 бо — 9 % у: 
го ТР У (2 — 4 4) + 244% (1 — 2) 


Мы видимъ. что интегралъ ПИ: > 4х дЕлается безконеч- 


ностю, если имБемъ 


| 42. в 
ны = или — 6—9; 
у. 4% 


ВЪ этомъ случа$ значене 2, есть 
2 = ®У  ОТКУДа Чо = *, 


гдф « означаетъ произвольную постоянную. Но если предпо- 
_ложимъ, что 2, имфетъ это значене, то наши Формулы сдЪ- 
лаются неопред$ленвыми, потому что он даютъ для уи 


ДЛЯ 2 значення 
=-\Ийе- 5, = \/ ем) 


которыя не зависятъ отъ уу. 
Исключимъ 40 изъ двухъ уравненй, опред$ляющихъ зна- 
ченя у и 2. Изъ этихъ уравнеюй имфемъ 


п 90% 
И (= — 9% Е ТА (2 - ——- ть 
е—ф9=У@, — 4 + 904, @ —%), 


# - ФУ = 


 перемноживъ же эти уравнен!я, получимъ. 

=". 2" — 25 = 46 (/" — 90); 
возвысивъ въ квадратъ второе ‘уравневе и упростивъ его 
только-что полученнымъ, найдемь | 
Чо (у? — 91) = (уе — ив) На(&— 2). 


Исключен1е 9, изъ двухъ послфднихь уравненй произво- 
дится непосредственно; находимъ о 
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(у* — 45) (2* — 2%) — [(4= — 94%) а (5 — я.) = 
или 


"* ие, и 
а 0 


5 2 = 0; 
_| Уо Ус У Ус 


это есть то уравнепе, которое мы вообще означили черезъ 
У = 0; изъ него находимъ 


ах— :) (2 “| ==, 
— |2 — Ва2, — а ——)}, 
Е Чо м + \/ Я уз У 7* е5 У /. 


Формулу, вторая часть которой есть количество, означенное_ 
черезь М. Нетрудно видфть, что уравнене | 


М ОМ 
ди. 1995 = 0 

Уо бо 

даетъ значеюне у, полученное прежде; подставивъ это значе- 


ь . ОМ | 
н1е въ выраженле Зы? находимЪъ. 
| “0 


ОМ _ — 90% 
92. И & -- до т. -- 24 4 @— 2.) 


это же согласуется съ общими результатами, выведенными 
изъ нашей теорли. 

Если въ уравненши г = М одфлаемь 2, = а, то по- 
лучимъ 


Г а г \/( у ЕС ИИ: а] 
ВЫ | о О ПИ о} [Забии: — а? 
| У | ут 5. Ге” % у 


_эЭто значене 2 удовлетворяеть данному ‘уравнению, когда 
разсматриваемъь « и_у, какъ произвольныя ВиАИЫ 
сверхъ того, оно приводится для 4 = 4% къ 


роны ©}; / 
поэтому оно,вполнф даеть р$шене данной задачи въ томъ 
случа, когда предполагаемъ Функцию 7 (у) равною ау. 
_Распространене предъидущаго метода на случай какого угодно числа 


’независимыхъ перембнныхъ. 


801. Предъидущий методъ прилагается къ какому угодно 
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числу перем5нныхъ; это мы сейчасъ изложимъ здЕсь 
‚кратко, не входя въ подробности. 

| Означимъ черезъ 4., 1,,.... 4, 8. независимыхъ пе- 
‚рем$нныхъ, черезь 1 главную перемфнную; положимъ, 
сверхъ того, 

(1) 4% = р, ах, + р, ах, +... - р 4, 


_и разсмотримъ уравнешя съ частными производными 
(2) Е 


ВЪ которомъ вы? часть есть данная Ире отъ #1 
п рОинНькк 


%, 4) №, --., Фи, Ра Роу +. Ри. 


Неизв$отная Функшя 1 не вполнф опредЗляется тёмъ 
) . . 
‘условемъ, что она удовлетворяетъь уравнению (2); но она 
_ вообще осд®лается опредфленной, если заставимъ ее обра- 
. Щаться въ данную Функцю 
& = (21, Пе) 5.) 2—1) 


отъ и —1 перем$нныхъ #2, %., ..., 1,—., Когда даемъ 1 
частное значен1е Ё. Тогда, если положимъ | 


4 О] ах Е о Я, не авы Е 2 —а ЯХ—а, 
то должны будемъ имфть для д, =, не только д =, но. 
еще | | : 


в - Ф —@& 
р, — 24, р. ===. Чо, 2. Ри: ЛЕЙ 2, — 18а 
649 53» 0; би 


К, Ч.› -э°, Ли Из 
можно будеть разсматривать обратно, 
Дэ 79 во.) би— 


_какъ Функщи отъ 
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а тогда х сдБлается хункщей т$хъ же перем$нныхъ. Фор- 
мула (1) даетъ частныя производныя отъ 2 относительно. 
этого предположеня. Им$емъ | 


9х лн- = 
О о а ви 
И 
‚ 9% 02, Ох,—и 
ОЕ Р: д: и ° -- Ри дЕ ) 
0х __ 9% | О 
(4) д, — р, дЕ, | --... -- Ри Е». , 
0% НВ 04. _ д 
0—1 - 0 4 & Г т Ри 08 4 


_Диззхеренцируемъь ‘уравнене (1) относительно Е и 1 
‘уравненше (4) относительно х,; вычтемъ потомъ другъ изъ 
друга два полученныя А,  будемъ имфть 

др, _ [00.02, _ др. 0х \ 


я бр» 9.05, _ [9—1 0%, —1 р „— 0—1 
© ара, д, деда) Та, 8 9 и} 


такъь какъ индексъ $ можеть имфть значене 1, 2, 
(п — 1), то уравнеше (5) содержить и—1 различных, 
уравнений. 

°’ . Означимъ теперь черезъ 


‚ЧЕ = Хаз + Хах, |... | Х, ат, + Р, ар. |... + Р, а 


полный дифххеренщалъь первой части ‘уравнения (2). Взявъ 
дихФеренщаль этого уравнения (2) относительно &, получимъ 


9% 


| | 95 0%—1 
Хх дЕ, я, == 8: #9 А-а т точ 


дЕ, 


Ри. + Р, 8 = 0, 


* 0; ” 0, 
| д _ 0 
или, замфнивЪ = и и ихъ значен1ями, полученными изъ 
| $ 


Формулъ (4) и (5), найдемъ 


6) 
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> 


01 др О (х С 
| жи. < НР, в) а, ый т - $. и 1 -- Хр: ЕЕ "р —1) 
п 
7 (р Ро") + +®— (р р, 9% 4 | 
-- о. я . ы и 5 одет : и 
_ это же относится къ возмъ и — 1 уравненямь, так какъ 
индексъ $ можетъ имфть значешя 1, 2,..., (и— 1). 
Функщи отъ 9, Ё, &,..., а, выражающия значеня 


2, 5, ..., Я,_, НеопредЗленны, по этому мы заставимъ 
ихъ удовлетворять ® — 1 уравненямъ 


рт. _ д диф _ 
- (7) Е :) Ри ВА п ® 
И обращаться сверхъ того для 5, == & соотвтетвенно въ 
› В, -..) _и Такъ что для д, = & будемъ имЪть 
Х—6 =, ..., и =, РА =ор № Ри = 9+, 


°& также р -\ 


Ви —= и; 


ТДВ значене в, опред$ляется уравненлемъ 


РЕ о ь 9. о 


Уравнен!я (1) приводятъ и —1 уравнемй (6) къ 


| 2, — 
ве (К +52. +.) +. Е "(< Хр ‚РР м.) 0 


а эти ыы Пане только ВЪ ТОМЪ случа$, если поло- 
ЖИМЪ 


| о. 
Х, ХР РР др, = 0, 


(8) 


о ооо оф © 6$ Фо 


р, 
х,-, +Хр,-, +Р, = 


2 
потому что детерминантъ Г, образованный ИЗЪ Те, 1) 


_ количествъ 
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2 98 ый 
д’ 0Е,’ ОЕ, 

95; дх. ОХи—1 

05. 7 \ ОЕ. | 0, 
д и. 92. | Обь 1 | 


а Е. 77 Е.” 


не можетъ быть нуль. Въ самомъ дЪл5, имфемъ 


" _ 9 т. 9%, дж: 
а о Та, 45 - д, доб 
И 
Фа = и Ч, + вы а аа, +... 
| п 


если бы детерминантъ О былъ нуль, то мы м бы об- 
‘разовать черезъ исключенте дихференщаловь 4, 4, ..., 
@„_, одно или н%$сколько уравневай вида 


М, ах, М, ах. ...- М» ах —= 0, 


это же можетъ имфть м%сто только въ томъ случа$, когда 
ия соотношенте между перем нными 0, 9., 
‚ Эти же перемённыя независимы, поэтому ПО не можеть 
быть нулемъ, и уравнения (8) необходимо имфютъ м$ото. 
На основан1и этого данная задача приводится къ нахож- 
деню 2 Функщй 


у 


у И 1: > ....› би» Ра р»; чо РВ» 


отъ # перемБнныхъ 
Ри 5}, 5, . о.) АЕ 


`удовлетворяющихъ 3 — 1 уравненямъ (2), (3), (4), (1) 
(8), которыя для х, ==, соотвфтственно ‘приводятся къ 


Е х ух 
12 529 9) би) 4) у чу Я. 


802. Но достаточно 2и уравневй (2), (3), (7), (8) для 
опред$леная 2и неизв$стныхь Функц; поэтому нужно, 
чтобы уравненля (4) сами собой удовлетворялись, и это мы 
‘можемъ доказать такъ, какъь въ $ 198. Предположимъ по- 
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# 


и 


этому что мы вывели изъ уравнений (2), (3), (7), (8) значения 


Х, 21, 45, -..-, Я, №, Рь, ..,. › В» ФУНКЦИЙ ОТЪ #2,, &, 

Е) +: -х 61-1) КОТОрыя для 2,„= & обращаются соотв$т- 

ственно въ Е, &, 6, ..., и. №0, .,., шв. Означимъ 
т, т м 

черезъ 1;, 1., ..., 1» разности между обфими частями 


соотв$тствующихь уравнен!й системы (4), такъ что имфемъ 


д _ 0%, ст 
д. 1 0Е, ОР ЖИ: гг 


Коли возьмемъ дифФеренщаль этого уравненя относи- 
тельно д, и если вычтемъ потомъ изъ него уравнене (3), 
 продизхеренцированное предваритёльно относительно с) То 
‘будемъ имЪть 


Се Я. оо № 


д,  \дл,0  0Е;дх» 


90» _ [98 дх. 00,0%, + 


2:10 и—1 В | 017» ‚ Он ^\ де 9Т: 


п д Е д бы) Г 0 
Употребивъ предъидуцИя значешя 5 и 3" вмфото тёхъ, 
5; 5: 


которыя даютъ уравневая (4) и (5), мы образуемъ уравне- 
н1е, которое будетъ только т$мъ отличаться отъ уравненя 
(6), что его первая часть будетъ содержать новые члены 


ОТ; 


ХТ, ЧР, 5 ". 


а такъ какъ всЪ остальные члены въ силу уравневй (7) и 
(8), уничтожаются, то будемъ` им ть` 
_ ОТ; | 


ХТ, Вы. = 0, 


\ 


гдф индексъ $ можетъ принимать п —1 значе 1, 2,...,. 
(ий —1).. 
Отсюда имфемъ 


гдз ©; означаетъь значене, принимаемое Т; для д, =&. 
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Мы непосредственно видимъ, что 9. есть нуль, и слфдова- 
тельно также имфемъ 


ТТ: = 0, 


\ 


Хх 
если только интегралъ [ р. (1 сохраняетъь конечное и оп- 
7% з | 


у 


_ редфленное значене. Для разбора случаевъ, гдф интегралъ, 
о которомъ идетъ р$чь, дЪлается безконечнымъ или неопре- 
дъленвымъ, я отсылаю читателя къ Мемуарамъ, о которыхъ 
я уже говориль *).. 


803. На основами предъидущаго, намъ достаточно раз- 
смотр$ть 2% уравнеши (2), (3), (Г) и (8). Можно даже 
_уравнеше (1) замФнить его диххеренщаломъ относительно х», 
именно 
де 
От, 


ы с ки о 
Хо. НХ. +... НХ. точ, 


0 др 
р. м 0, 
потому что данная задача не содержитъ никакой -неопредз- 
ленности въ своемъ изложенши. эамфнивъ въ предъидущемъ 


уравнен1и че его значетемъ, полученнымъ изъ уравнен1я (3), 
я 


да _ 02„_ д Ор»— 
потозь с, с... Ри Ч, .... ры  значенями, выве- 
ОХ» От», Ох ОД 


денными изъ уравнений (7) и (8), получимъ 
(9) Х, -- Хр, + Р, 5 = 0. 


_ Мы приведены поэтому къ нахожденю, посредетвомъ 
2п уравнений (3), (1), (8) и (9), значевй х, д, %.,...,. 
2—1 1, №5, +. > №» обращающихся для 1, = & соотв%т- 
ственно ВЪ &, =, 5; ба: 1) 6 5 ..; Е 
`Уравненя, о которыхъ идетъ р%чь, въ дйствительно- 
сти съ частными производными; но такъь какъ они не 0о0- 


*), См. Гез Сотидез ’еп4из @ез зватсез 4е ?Асадёииме @ез з@епсез, 
_& Ц, или 1ез Апищез злепийаиез 4е ГР Есте Могтще зирётеите, %. Ш. 
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держать перемнныхь С) 2» с.) би) ТО МЫ ДОЛЖНЫ ИХЪ 
разсматривать какъ оне диФхФеренцальныя урав- 
нен1я. Ихъ можно соединить въ одну Формулу, именно 


(22: _ 4%, _ г ЕВА 

10) Р; Р, и Р, Рида -- Р.Р. ЕР Вы 
в ре. в о 4. 
Х.-- Хр. — Х, + Хь, -— Х„-+ Хр» 


но не нужно забывать, что уравневе (1) можетъ замотить 
одно изъ уравнений, содержащихся въ Формулф (10). 

804. Нредположимъ, что мы интегрировали уравнён!я 
`10) и что опредФлили произвольныя постоянныя такъ, Что, 
длЯ Х, = 6, имфемъ 

2 =, Я;=Ё, = а, 


Пусть будуть тогда 


2 


= Хх  -9 (2, 1 5 ‚о 4 5, 7 $ =. #5) ©) 
г т. =, (2. 1% За аку бир Фи 
(11) | 
Е М СР Аи: Фе фо оа о емо й ооо оф оо Фо о оо оф оооо 9 
Я и—4 — Ри (2%. 54, бо ...; 5—4; 5 У ...; и), 
В. Р1 =}. (Хл» $1. 85 4:1) би-чь 8; бу н-ьу и), 
(12) еее ао ка $ 
в — Фа (9, 54, > 52. у. би, 5, 94, 3 и) 


Е рёшенные относительно 1 #2, ..., 2, 
2, -.., р. Общ интегралъ даннаго уравненя оъ част- 
ными производными будетъ результатъ исключения 

5, 51; во 1) 1, оз, рю и 


изъ ий уравневши (11) н я-+-1 уравнений 


Е (5, 54, жа 5—4, 93, 9, : , 2) = 0, 


= (8, 53, ме. е Г 
2 О, ^ 80 ме 9. 
А Е’ Фо — И.’ ...у 0—4 =—— бЕреы 


но исключене будетъ вообще только тогда возможно, когда 
произвольная хункшя  будетъ опредфлена. Я не буду. 
здЪсь разбирать различные виды, которые можно, смотря 
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по случаю, дать уравненямъ (11), а я отсылаю для’ этого 
предмета къ поименованнымъ уже Мемуарамъ. 


Замфчане о частнахъ р5шевяхъ, которыя могутъ быть допущены 
уравнемями съ частными производными перваго порядка. 


805: Не входя въ подробности, которыхъ не допускаютъ 
предзлы настоящаго труда, мы должны замЗтить, что анализъ, 
только что нами употребленный, позволяетъ опредФлить н*- 
которыя частныя р%$шевая уравнений съ частными произ- 
водными перваго порядка. 

Д5ийствительно, пусть будеть Е ==0 уравнен1е съ част- 
ными производными, содержащее перем$нныя #1, #., ..., 
д, зункшаю х этихъ перемённыхь и ея производныя р, 
р.,..., 0: пусть будетъ также У = 0 полный интеграль 
этого уравнен1я, въ которое входять п произвольныхъ 
Я. зоо | 

Уравневле У = 0 можеть выражать какое ‘угодно 00- 
отношен1е, когда разсматриваемъ произвольныя @, 4. .,., 
а, какъ перем$нныя, поэтому очевидно, что оно дастъ всф 
р$5шеная уравненая съ частными производными, если только 
производныя 4, а,,..., а, заставимъ удовлетворять уразв- 
нен1ю 


ду ду 
до Ча, + зд. а, . ее да, = 0. 


Предположивъ. дихФеренщалы 44а, 4а., ..., Ча, рав 
ными нулю, мы снова получимъ полный интеграль; сверхъ 
того, какъ мы видфли, обпий интегралъ получается отъ 60- 


ставлен1я произвольнаго соотношеня между а., @., -..) 
а,; далБе, отЪ исключен1я посредствомъ этого соотношеня 
одного изъ дизференщаловъ 40,. да....., Ча, и прирав- 


нен1я коэфФитентовъ при остальныхъ дихФереншалахъ нулю. 


Мы также удовлетворимъ ии: уравненлю, ебли 
положимъ 
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Исключение изъ этихъ уравнен!Й и полнаго интеграла У = 0 
количествъ @:, 4,...., а, даетъ вообще особое р&шене 
‘даннаго уравневая. 


806. Разсмотримъ, напримёръ, уравнене 
2 — 04 — 49 =Г(ф, 4), 


содержащее независимыя перем$нныя 5, у, хункшю 2 и ея 
производныя 1, 4; }(р, 1) означаетъ данную ФУнкшю отъ р 
и 4. Это уравневе допускаетъ полный интегралъ 


# — ах -- 64 = Г(а, 6), 


гд$ фи 6 постоянныя. Общий интеграль произойдетъ отъ 

исключен1я а изъ этого уравненмя и его производной отно- 

сительно @, если только 6 разсматриваемъ какъ произволь- 

ную Функц отъ 4. Наконецъ, мы будемъ имЪть особое 

рёшете, если исключимъ 4 и 6 изъ трехъ уравнений | 
8 — ах — бу =Е(а, .0), &- = 0, и 58 =0. 

Если предположимъ, что 2, у, 2 означаютъ прямолиней- 
ныя координаты, то полный интегралъ будетъ представлять 
цжлый рядъ плоскостей, обиий интегралъ разверзающуюся 
поверхность, огибающую движущуюся плоскость, которой 
уравнен1е содержитъ произвольную Функц!ю; наконецъ 00о- 
-бое р%шен1е будетъ ‘принадлежать поверхности, опредФляю-. 
щей касательную къ плоскостямъ полнаго интеграла и КЪ 
поверхностямъ общаго интеграла. Эти результаты согла- 
суются съ тфиъ, что мы сказали въ $ 854. 


` 
— --. 


Сбъ интегрированми одного класса уравненй съ частными производ- 
ными втораго порядка съ двумя независимыми !перемфннымй. 


801. 'Анализъ не даетъ никакого обицаго метода для инте- 
грировашя уравненй!й съ частными производными порядковъ 
выше перваго. Однако, имзются нфсколько способовъ, кото- | 
рые въ нёкоторыхъ случаяхъ удаются; въ этомъ отношени 
мы особенно должны’ оты®тить классъ уравненй втораго 
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порядка съ двумя независимыми перем$нными, изученныхь въ 
первый разъ Монжемъ (Мопсе) и потомъ снова разобранныхъ 
Амперомъ (Атреге) въ: Мемуарахъ, составляющихъ часть 
оитпой ае Г Есойе Розесйтадие (вып. ХУЦП и ХУ ПП]. Мы 
считаемъ необходимымъ изложить здфсь результаты, къ 
которымъ пришли только-что названные геометры:. 
Означимъ перем$нныя черезъ 1, у, 2, потомъ сдфлаемъ. 


=рах [г а4у, @=тах- з4у, 449 = з4х у. 

Теперь, означимъ черезъ ии 9 дв$ данныя ФУНКЦШ ОТЪ 

2, 9, 2, р. 9, именно р 
и=Р(®, у, 2, р, 9), ®==Р ($, у, г, р, а), 

и разсмотримъ уравнеше перваго порядка. 
(1) ф (и, 9) =0, 
въ которомъ Ф ‘означаеть произвольную Функщю. Посту- 
пивъ здфсь такъ же, какъ и въ $ 82, мы будемъ въ 00- 
стояни исключить произвольную Функщю и образовать 
такимъ образомъ ‘уравнене съ частными производными вто- 


раго порядка. ДЪйствительно, дифееренцироване относи- 
тельно хи дизференцирование относительно У даютъ 


ия ы 
и + 8+ — + ‘|+ [в 29 +7 + # =0 


ЮГ : 

о у +1959 +1 01 04. | +1 Нар + 15] 70 
исключивъ же отношене производныхъ е получим 
уравнен!е вида | 
@ | Ни + К; + М+М 50. 


въ которомъ В, К, Г, М, М данныя Функщи отъ #, 9, 
2, 2, 4. | | 

 Уравнеше (1), изъ котораго мы получили уравневе (2), 
можетъ быть представлено въ вид$ 9 —= (и), гдф ф .03на- 
чаетъ произвольную Функц!ю отъ и; она называется #0ме` 
жуточнымь интефаломь уравненля (2); задача же, которая 
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имет Цлью интецрироване уравненля (2), приводится къ 
интегрирован!ю уравненая (1). 


808. Предположимъ, что Н, К, Т, М, М означають въ 
уравнени (2) данныя Функщи отъ 1, 9, 2, 0, 9. Можетъ 
случиться, что это уравнеше (2) не допускаетъ промежу- 
‚ точнаго интеграла; но когда такой интегралъ существуетъ, 

то его можно опредфлить слфдующимъ способомъ. 
| Введемт, согласно Амперу, зхункщю отъ 7 и отъ р ДЪИ- 
ствительно неопред$ленную и которую мы означимъ че- 
_резъь а; можно будетъ у разоматривать какъ хункцю отъь 
и отъ @, тогда же 2, 9, 4 сдфлаются также Фхункщями отъ 
д иотъ «. Изъ Формулъ, относящихся къ измёненю неза- 
‚висимыхъ перем$нныхъ, имфемъ 


| де _ ду де _ 04 
{3) ЕЙ 5 ка №. 
др — г | 2. 0 Ор — 09 
9% дх да да 

(4) 
04 и 


_Исключен!е $ и # изъ трехъ послфднихь уравнений (4) сна- 
‚Чала дасть 
ть м д — 9джд» 0-> 92’ 


потомъ изъ тёхь же уравненй (4) имЪемъ, 


| 
! 


04 
‚ 0% 
а д ' 
да 
а. 
| __ 04 094д& 
(6) $ = 0% 02 ду 
го ты 
04 
о вы 9 
РИ |9 д% 0х 9%/ 09’ 
да 


откуда 
СеЕРррРЕ. ИнтЕегр, ИСЧчИисл, 
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04 
И /94\* г к да 
ы | Рен (6 +(2 - дд д ду 


_ Подставимъ въ уравнеше (2) значенля 7, 8, $ 97 — 5, 
полученныя изъ значевй (6) и (1); получимъ 


_ тдБ для краткости сдфлано 


да я 04 99 

в) == в (- +28) а (00 
94 д 04 9 

ЧН (5 ыы к +Ь + Е 
Выберемъ теперь неопредЗленную хункцю оть 4 и оть а, 
означенную черезъ у, такъ, чтобы имбли @=—=0; уравнене 
(8} приведется къ Р = 0; задача поэтому будетъ приведена 
къ нахожденшю четырехъ хункщй У, 4, р, 4 отЪ 4 и от &, 
удовлетворяющихъ двумъ уравненямъ (3), ‘уравнению (5) и. 
двумъ уравнен1ямъ 
РО. 0, 


- 0р 04 | 
Если во второй хормулф (9) вмфото си д, подотавимъ 


значения, полученныя изъ Формулъ (4), то получимъ 
ыы 0 99 т, | 
а=н+ м1 (%) -2ж-м9жтат») 
слфдовательно, уравнен1е () = 0 дастъ : 


ду __К— М: == ИК — №5} — НЕМО а- №, 
0: , Н- № 


или, положивъ для краткости | 
(10) ы ‚ бе К Но ММ, 
и принвиен во вниман!е уравненле (2), найдемь 


ду _К— № == у@. 
9х _ В-- № 


? 
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отсюда имфемъ 
Нм (3 +150) =К=Уа 
ини же. вм$сто + > ВЪ это уравнение г получимъ 
(1) | о а И 
Что касается зринай Р=0, то, если замёнимь въ немъ 


УД 
отанетъ такимт; 


ду : у .. * 
Н 5 его значенлемъ, полученнымъ`изъ уравненя (11), оно 


| ’ др —\ 04 —_ 
(12) Нод + КУ „+ М0 


Когда М не есть. нуль, уравнеше (12) можеть быть зам®- 
нено сл5дующимъ: 


аз) Ме — (к =Ибй +г=0 


0 
которое получится отъ исключеня >. изъ двухъ Предъиду- 


щихъ уравненй. 


_ 809. Взведен1е перемФнной « имфетъ цфлью сджлать оче- 
_виднымъ образован1е, посредетвомъ кривой, поверхности, опре- 

_ ДБляемой даннымъ ‘уравнен1емъ съ частными производными. 
_Этотъ параметръ а есть постоянная для одной итой же обра- 

зующей, и сл%довательно, 4« есть нуль. Уравненя (11) и 
(12), имюция мЪсто для этой кривой, такъ же какъ первое 

уравневе (3), могуть поэтому также быть написаны слфду- 

ющимъ образомъ | зе. | 
| Н 4% + М 40 —(К УЗ) ах =0, 
(4 — — ) в + (К Фа ма=0, 
| | 42 — рах — а4у = 0. 


Методъ интегрирован1я, который мы имфемъ въ виду, 
удобенъ только въ томъ случа, когда возможно найти Функ- 


цю У отв х, 9, &, р, 9, которой полный дизхеренщалъ, 
. 8% 
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въ силу трехъ уравненй (14), приводится къ нулю. Имфемъ 


о 
Чу = 4-5, дубу +9542 + бр +54 Ч; 


исключимъ 4, 49, 4 иЗЪ уравнений (14) и уравневя 
ду 0: приравняемъ потомъ нулю коэФФищенты при остав- 
шихоя дихференщалахъ 41, 4у; получимъ 


= ду _ 
м Н9У — 
; . 9У 

откуда, черезъ исключение оу, 
дУ ЕВА 

м Н 2. + (К Ис) ду 

=> на дУ 
+ В+ К-У я, -м%, =0 


два уравнея (15) приводятся къ одному, когда М = 0; въ 
этомъ случаБ вм$ото одного изъ нихъ нужно взять уравне- 
не (16). 

Функлая У. должна поэтому сразу удовлетворять двумъ 
уравневтямъ съ частными производными перваго порядка. 
Обратно, нетрудно доказать, что, если существуетъ Функщя 
У. способная удовлетворять уравнен1ямъ (15), а слФдовательно 
г уравненю (16), мы удовлетворимъ данному уравнен1ю, если 
положимъ 


(17) ДУ =0 или У = ©0186. 


Въ самомъ дфл$ уравневе (17), черезь дихференциро-’ 
ване его относительно д и 9, даетъ 


9, 0, и, ду` 


дат Ре тор та = 0 
ати: ых 
а Е ю РЁ" 94 = 0. 


ы . ОУ 9 Ук 
Опред$ливъ отсюда, значен1я и для внесешя ихъ ВЪ 


уравненая (15), которыя мы предположимъ тождествами, . 
Получимъ 
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==. МА бр == (К = Ув — №) 97 


(К Ув — мз)° и (Н-- м — 


| | | ду. ду | 
исключен1е производныхъ др’ 04 даетЪъ потомъ 
([ -- №) (НН -- № — (К — Пре 


откуда, дв лавъ приведене, получимъ 
Ну 2К$ — #- М-М (7# — 3°) =0. 


810. Предположимъ, на основани этого, что уравненя 
(15) допускаютъ общее рёшене; если это ршеше содержитъ 
произвольную Функцшю, то оно дастъь промежуточный инте- 
гралъ даннаго уравнен1я. Наше предположен!е будетъ выпол- 
нено, если мы будемъ въ состоянш найти дв ФУнЕЩИ и и 
 б’отъ д, у, 2, ф, 49, которыхъ дихференщалы, въ силу уразв- 
нений (14), приводятся къ нулю, потому что то же самое 
свойство будеть принадлежать хункщи Ф и, ©), какая бы 
ни была эта хункшя Ф; слфдовательно, мы удовлетворимъ 
уравненлямъ (15), если возьмемъ У —=Ф (и, 9%), и мы будемъ 
имзть промежуточный интеграль 


Ф (м, ©) =0 или ® = (4, 


тд ‹ означаетъ, какъ и Ф, произвольную хункщшю. Что ка- 
сается образующей поверхности, представленной этимь ин- 
теграломъ, то она опредФляется двумя уравнешями 


и — «<, 9 =? (&), 


ТДБ « есть перем$нный параметръ. 

Намъ остается интегрировать уравнене съ частными 
производными перваго порядка. Но если количество, озна- 
ченное черезъ (С, не есть нуль, то нашь методъ можеть 


намъ дать два промежуточныхъ интеграла 
и =? (1), 9, = р (и), 


если радикалъ УС взять посл$довательно съ знакомъ - и съ 


знакомъ — ; тогда опред$лене 2 будетъ зависфть еще только 


982 = ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ. 


отъ интегрированмя уравнен1я съ полными дифхъеренщалами 
42 = фах -- дду, 


гд$ ри 4 опред$ляются въ хункщи отъ 5, у, 2 двумя проме- 
жуточными интегралами. Чтобы произвести это послднее 
 вычислене, надлежитъ взять за независимыя перемфнныя 
количества, отъ которыхъ зависятъ произвольныя Функции. 


811. Предъидущ анализъ можетъ быть безъ труда 
распространенъ на всф уравнен!я съ частными производными 
втораго порядка, допускаюцщая промежуточные интегралы. 
Но когда дЪло идетъ объ уравнеми, не им5ющемь предпо- 
ложенной нами Формы, то такмя ‘уравнен!я, какъ (14), къ 
которымъ приводитъ методъ, содержатъ производныя 7, $, # 
` поэтому къ нимъ нужно прибавить два уравнен1я | 


@р =тал - 344, 49 — бе + 1). р 5 


Вычислен!1е то же самое, только немного сложн$е, но мы не 
можемъ болфе останавливаться на этомъ предмет®. 


/ 


Приложене предъидущей теорм къ н5которымъ примбрамъ. 


— 


812. Примзръ. [.— Требуется интегрировать уравнене 
т — 91 = 0, 

30% а есть постоянная. 

Эдфсь имфемъ | | 

Н=1 К=0, фниеый М=0, №=о, Уб=а; 

уравненя (14) $ 809 даютъь 

й _- ду-=а 4% =0, Яр == а аа = 0, 
откуда 

` У —= ах = ©01$6., р = 04 = ©0186.; 

поэтому имфемъ два промежуточные интеграла 


р-+ 44 =2ау' (у-а2), р- аа = — Зач (у— а“), 


к 
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гдз фи $ суть произвольныя Фхункщи, имфюпия производ- 
ными Фи %'. Отоюда имфемъ 


р=ах (у + 42) — 4! уаз, 
4 = (9 + а) У (у— а2), 
далфе | 
| 42 = $’ (и -- ал) (ау | аа) + У (ч е (27) (аи — аа), 
и сл$довательно 
2 = (у -- а2) `$ (у — а2); 
безполезно прибавлять постоянную, потому что Функщи фи 


ф произвольны. 


513. Уравнене и — {= 0 есть то, къ которому при- 
водить задача о. сотрясени струнз; можно прямо получить 
интегралъ этого уравненя безъ помощи теор1и $ 808 и сл$- 
дующихь; дъйствительно, достаточно положить 


у -- ах = а. у— %=8. 
И ВЗЯТЬ 9 И б за независимыя перемённыя. Будемъ им$ть 


2998-08 = Е 
р=4 (52-9) Ч — (да * 96/' 


нь 


далфе 


| 02 0*2 0 2\ 
= (ба — 2+ 95) 
(де | о - 0*2 г”) 


1 — (быз 1 3 дыдё "де 


данное уравнен1е тогда будетъ 


И мы имбемъ’ 


д 
5 = ТИ (6), я 


гдф $'(6) есть производная отъ произвольной Функщи ф (6). 
Бторое интегрироване даетъ 
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8 = ф (я) -- $ (5), 
гдф $ есть вторая произвольная Функщя. Это есть тотъ 


результатъ, къ которому насъ привелъ обиий методъ. } 


814. Пвимзръ П. — Нужно интерировалть уразненй 
сз частными производными 


'Ы Ех 3* — 0, | 
принадлежащее разверзающимся поверхностямз. 
Уравненя (15) $ 809 приводятся зд$оь къ 
дУ дУ ду 9У _ | 
п ги 
‘Для интегрированя перваго уравнен1я, нужно разсмат- 
ривать 9, 1, 4 какъ постоянныя; въ интегрировани втораго 
мы будемъ разсматривать 5, р, 4 какъ постоянныя. Тогда 
для перваго уравненя имфемъ 
У = функци отЪ 2 — ра, у, 2, 4; 
и для втораго 
У = функц отъ 2 — 94, %, 0, 9; 


мы будемъ поэтому имфть общее рёшене двухъ предъиду- 
щихъ уравнений, если положимъ = 
У =Ф( — рд — 44,2, 9), 
мы удовлетворимъ данному уравнен!ю, если приравняемъ это 
значенле У нулю. | 
Поэтому мы имфемъ два слфдующихъ промежуточныхь 
интеграла уравненая 7 — 5? = 0, 
4 =} ($), 2 —Чду=+ (0) 
гд$ фи $ дв$ произвольныя хункщи. Но должно зам тить, 
что существуетъ въ настоящемь случаф р5шеве, содержа- 
щее произвольную Фхункшю двухъ количествъ, именно 
2 — ра — 49 = (р, 9). 
Чтобы окончить интегрирован1е даннаго уравнен1я, нужно 
къ промежуточнымъ интеграламъ присоединить 'уравненае 
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42 =рах-+94у; эти интегральг черезъ дифзеренцироване 
даютъ | в | 
@4 — $' (р) ар, вар - у аа У (р) ар =0; 
потомъ черезъ исключене 44 имфемъ 
ХР У (р У (р) = 0. | 

Искомый интеграль получится поэтому отъ исключея р 

изъ двухъ уравнений 
2 = ра -- у? (р) +3), О=а- 9? ФУ (Ф) 


изъ которыхъ второе получается отъ дизФеренцированя 
 первато относительно р. Такимъ образомъ мы вполнф нахо- 
димъ огибающую поверхность движущейся плоскости. 


815. ПрРимвРЬ 11. — Найти поверлности, которых 
линии одной кривизны расположены в5 параллеьныхь пло- 
„ скостяв. | 


Прямоугольныя координаты суть <, у, 2; если возьмемъ 
плоскость 241 параллельно плоскостямъ лию кривизны, то 
уравнен!е съ частными производными искомой поверхности 
будетъ (% 322) 
рах — (1-- р) $ =0. 
Эд%сь имфемъ __ 
Н=р4; 2К =- ЯР), 


ме 178 
ь=0 м=о, м=о, Уб=-Р. 


2 


| Уравнен1я (14) У 809, ебли дать УС знакъ + ‚ тогда будуть 
к ду =0, ра ар — (1 + р*) 94 =0, 
ВЗЯВЪ: ИС съ знаком — ‚ имЗемъ 

ра ау -- (1- р) 4х = 0, ар =0. 
Разсмотримъ сначала первую систему; имфемъ 


у —= 60108%,, 


далфе 
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рар _ 44 
а о 
откуда 
Не ь — ©01$6.; 
У1-Е р" | 


поэтому имфемъ промежуточный интеграль 
а=ут+ р" 9? (9, 


ГД ©’ 1 есть производная произвольной хункщи $ (7). 
Разсмотримъ теперь два уравненя второй системы, кото- 
рыя, по причин$ рах--а4у = 42, суть 


р 42 - ах =0, @=0; 
ИЗЪ ЭТИХЪ травненй находимъ 
р = е0156., ‘ре + д = 60086.; 
 ол$довательно 
= — Рё + У) 


_ будеть второй промежуточный интеграль, Еда Ф есть про- 
извольная Функшя = | 
Остается интегрировать уравнеше 
| 42 = р аз | 949; 


для этого надлежитъ взять у и } за независимыя перемвн- 
ныя. Второй интеграль даетъ 


42 = — р 92 — в ар + Ч" (р) р. 
_Подетавивъ въ выражене 42 это значене 4%, а также зна- 


чен1е 1, полученное изъ и интеграла, получимъ 


= ———= 9 (р) @ + 2’ (9) 4; \ 
ИТ И- р 


06$ части этого уравнен1я_ суть точные диффхеренщалы, & 
такъ какъ имемъ. 


_Рч ( аи 22 и | @р 
р) др = = (р) — | т) о 
ря р’ Ут + р: (1 -+ р?) 


ИТ рае 
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то, если сд$лаемъ, для освобожденля отъ знака | 


а __$ (©) 
(= + ет 


гдф $(р) есть новая произвольная и интегрирован1е 
дастЪ . 


г УТ р" = — УТ р УФ) 1-9) 2 (4). 
Въ то же время второй промежуточный вре при- 
метъ видъ 
+ рё= —А- РУ Ф) РР, 


и уравнеше искомыхь поверхностей будетъ результатъь 
исключеня р изъ двухъ предъидущихь уравненй. Еоли, по- 
 ЛОЖИМЪ 
У= а — ра — УЕ р? (4) —* (), 
_ То систему этихъ двухъ уравнен!й можно будетъ замфнить 
слфдующей: 
р дУ - 
| У — 0, 90 = 0. 
Поверхности, къ которымъ принадлежать эти уравнетпя, 
_допускаютъ линш точекъ округленя ($ 519), которыя онре- 
дфляются уравненемъ | 


Приложене преобразования Лежандра. | 


816. Мы изложили это преобразоване въ 892; оно часто. 
бываетъ полезнымъ въ Интегральномъ исчисленли; мы сей- 
часъ дадимъ этому прим$ръ. 


ЗАДАЧА. — Найти общее уравненде ‘поверхностей, вв 
которых злавные радиусы кривизны вз каэюдой точкъ равны 
% противоположных направлений. 
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Уравнен!е съ частными производными искомой поверхности 


есть ($ 320) 
хо 1+ 4) ^— 243 + а 2) 1=0. 


Если приложимъ кь нему преобразованле Лежандра и если 
сд$лаемъ 


(2) Зе и = ох дл —&, 


_ откуда 
ди и 


гд% ри д взяты за независимыя орион то оно ста- 
нетъ такимъ 


4 а + ро. + @ яя = 


Уравненая (3) даютъ 

ди др ди _ 08 _ ду <09и _ 09, 

00°? 0’ др в: 99° — 04 | 
| И уравнене (4) можетъ быть написано однимъ 
изъ слфдующихъ способовъ: 


м [ 
А 
эт 29 205 ра +175 


Взявъ оиворан Ида перваго изъ этихь уравневи относи- 
тельно р и втораго относительно 4, мы получимъ два новыхт. 
уравнен1я, которыя получаются изъ олфдующаго: 


д] 
поно Зе 
00 _ . 


(5). че: 


если положимъь 0 =х, О==у. Если же, принявъ во вни- 
ман1е этотъ.результатъ, въ уравнен1и (4) зам нимъ и черезъ 
рх-+4у—2, то мы увидимъ, что уравневше (5) еще удовле- 
творяется для (==. Такимъ образомъ три координаты, 
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разсматриваемьытя какъ Функщи отъ ри 4, удовлетворяютъ 
тому же уравнемю съ частными производными втораго по- 
рядка. Бо. 

Методъ $ 809 неприложимъ къ уравнению (5); однако 
уравненая (15) этого параграза, примненныя къ настоя- 
щимъ означенямъ, удовлетворяются зункщею У двухъ только 
перем$ннныхь р, 4; приравнявъ эту хункцю произвольной 
постоянной «, мы будемъ имфть общий интегралъ уравнен1я 
(5). Тотъ же самый интегралъ можетъ быть полученъ изъ . 
_перваго уравненя (14) $ 809, именно 


(+ 27°) 94 — (4=У—1—и 9) =0 


Это дифхФеренцтальное уравнене въ предположенш 44=0018$. 
даетъ — | 


р = 0, 
откуда 
ар 


бт 6015. 


Я буду означать постоянную черезъ « или черезъ 6, смотря по, 


тому, возьму-ли я радакаль /У—1 — 17° — 9° съ Т$мЪ или 
другимъ знакомъ. Такимъ образомъ будемъ имБть. 


тр" = «(ра-+Ут- 9), 
(6) | р ра-+у 


1 р* = 6 (ра —И 1—9). . 


Уравнене (5) удовлетворяется, когда даемъ О значете 
« или значене 6, поэтому очевидно, что оно гупростится, 
если звозьмемъ вм%сто р и 9 за независимыя перем$нныя 
и 6. Изъ хормуль (6) имемъ 


ф=а +У-1—«*, р=ва +У—1— 8", 


откуда 


т неее 1—1 
ау у РТА бе нары 2 1 зы 


я р х'-— 6 ны ВОНИ 


` 


и мы находимъ, что уравнене (5) приводится къ 
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9020 | 
дж 08 — 0, 
котораго интеграль есть 
а 


г Фи ® ДВ произвольныя Функши. Такимъ образомъ, мы 
можемъ написать 
— 9% ре 
РЕ» 
гд$ фи дв произвольныя Фхункцши, Въ предположени 9 
постоянной имфемъ 
ар = ал + ат = таит, 


поэтому 
р. ее 2’ (&) +И—1—# у (8} 
-Гутеи ве [. ИУ пиюв +644) 


ГДВ © (9) есть нзкоторая хункшя отъ 4. Взявь дизхерен- 
цлалъ относительно 4, изъ предъидущихь формулъ получимь 


9=В О —*7 4] +9 ® —У@Т+6 


`Но такъ какъ 9 есть вида Ф (%)--Т (6), то надо, чтобы 
6 (4) была постоянной; тогда можно включить эту постоян- 
ную въ произвольныя Функщи $, ®, это же приводить КЪ 
предположению, что она есть нуль; поэтому. имемъ 


у = [2 («) и? (>) —- | (8) — 64. (6)]. 


Такъ какъ Фхункщя @ (4) постоянная, то. она ВХОДИТЪ ВЪ 
интегральт, находяплеся въ предъидущемъ значени и, и ко- 
торыхъ нижн1е предфльы произвольны. Изъ этого значения и 
и вормулы (2) выводимъ значене 2, именно 


55 1 УТ Зи + [УГО в. 


Такимъ образомъ интеграль даннаго уравнен1я происхо- 
дить отъ исключеня @& и 6 изъ трехъ уравнешй 
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в=У@-ы (6), 
У =Ф (=) —ау (=) + % (6) — ву (©), 


(7) 
= ИЕР + [УТРиа 


гд$ фи $ означаютъ двЪ произвольныя Функции. Хотя эти 
Формулы (7) содержатъ мнимыя количества, но он все- 
таки представляютъ не менЪе безконечности д%йствитель- 
ныхъ поверхностей. 


х 


0 линейныхъ уравненяхъ съ частными производными. 


811. Разомотримъ уравнене съ*частными производными 
какого-нибудь порядка и съ какимъ угодно числомъ незави- 
симыхъ перем$нныхъ, но которое линейно относительно не- 
извЪстной Функщи и ея частныхъ производныхъ. Очевидно, 
что если ‘уравнен1е имфетъ вторую часть, то намъ доста- 
точно будетъ знать особое рёшеве этого уравнен!я, чтобы 
уничтожить эту вторую часть. 

° Если данное уравневе не имфетъ второй части, то оно 
будеть обладать двумя свойствами, доказанными нами въ 
У 124 и © 125, въ случаЗ обыкновенвыхь динейныхъ урав- 
ненй, именно: 1) если знаемь хункщю, удовлетворяющую. 
уравненшю съ частными производными, то мы получимъ бо- 
л$е общее р$ёшенле, если умножимъ эту функцию. на произ- 
вольную постоянную; (2) если данныя. тункши, въ какомъ- 
‘нибудь числф, удовлетворяютъ уравнен1ю, то сумма этихъ 


Функий будетъ также удовлетворять ему. 

Когда дЪло идетъь объ уравнемяхъ съ частными произ- 
водными. линейныхъ и безъ второй части, которыхъ коэ$- 
Фиценты постоянны, т$ свойства, о которыхъ мы только- 
Что говорили, позволяютъ получить рёшение уравнения, 60- 
держащее сколько угодно произвольныхъ; иногда даже [6:67 
приводятъ къ рёшеншю, содержащему произвольныя Функ- 
щи. Чтобы показать это, мы разсмотримъ случай, гдЪ 
имфется только дв независимыхъ перемфнныхъ #2, 9; но. 
наше разсуждене можно будетъ приложить ко во$мъ слу- 


Чаямъ. 
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818. Пусть будетъ линейное уравнеше съ частными 
производными 
‚[- 92 92 д%2 
(р А 
какого-нибудь порядка й и котораго коэхфищенты суть по-. 


стоянны. 
у | | . 
Замзнимъ 2 черезъ е““1; результать внесен]я будетъ 


6" 1(а, 6), гдЪ 

| (=, 6) =. @ -- (бь = -- 6:8) -- (© = - в, «6 + св“)... 
Если уравнене | 

@) | | К(х, 8) =0 


| удовлетворяется ДЛЯ м. = Ч, 6 = 6. И если (1 означает 
произвольную Е то мы удовлетворимъ уравнен1ю 
(1), положивъ 


2 — С. ©? -- Ве у 


и такъ какъ уравнене (2) допускаетъ безконечное число сис- 
темъ общихь рфшен!й (а, 6), то мы будемъ им$ть р$ёшен!е 
уравненая (1) | 


— 


| | и рае-ЕВу 
{3) 2 а Се 


содержащее сколько ‘угодно ‚членовъ. 


819. Нужно зам$тить случай, гдЪ нзкоторые изъ кор- 
ней 6 уравнеюмя (2) суть линейныя Функщи `отъ @: тогда 
можно получить рёшен1е уравнешя съ частными производ- 
ными, содержащее столько произвольныхь Функши, сколько 
имфется такихъ корней 6. Предположимъ, въ самомъ дЗлЪ, 
что мы можемъ получить изъ уравневя (2) 


| 6 — -- %, 
Взявъ для 6 это значене, изъ Формулы (3) получимъ 


в У ое 
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Число членовъ, содержащихся подъ знакомъ У, неопред*- 


_ленно: показатели « этихъ членовъ и ихь коэзФищенты С 
 произвольны; поэтому сумма есть ничто иное, какь произ- 
вольная Функщя отъ ©?" или, если угодно, отъ ху. 
Такимъ образомъ мы будемъ имфть такое рёшеше 


2 = ©" Ф(х -- ту), 


гдф Ф означаетъ произвольную функцию. 
Равнымъ  образомъ, если уравнене (2) иметь второй 


корень 
в = те -- #4, 


линейную Функщю отъ а то мы будемъ въ состоянш обра- 
зовать новое р$шене даннаго уравненпя, 


= е"1 Ф,(х -- ту), 
и’ такъ дале. Сумма этихъ рёшенй, именно 
2 = с Ф( -- ту) -- е"зФ (2 - ту) + ..., 
будеть опять р$шентемъ даннаго уравненля, 


820. ПРИЛОЖЕНТЕ КЪ ЗАДАЧ 0 СОТРЯСЕНГИ 
СТРУН. — Различные вопросы математической Физики 
приводятъ къ уравнен1ямъ съ частными производными ‘того 
вида, который мы только-что разсматривали. Въ этихь во- 
просахъ, неизвфстная Фхункщя должна удовлетворять, сверхъ 
того, н®которымъ частнымъ условямъ, и чтобы получить 
полное р$шене, мы такъ должны выбрать произвольныя, 
чтобы выполнить требуемыя условя. Мы здфсь ограничимся 
случаемъ уравненя задачи о сотрясени струнъ, которымъ мы 
уже занимались въ & 812 и 6 818. | 

Наша задача состоитъ въ нахожденши Функщи 9 перем$н- 
НЫХЪ ХИ Ё которая удовлетворяла бы уравнен!ю 

> 2, 
(1). у. — г 0 
и была бы такой, чтобы им ли 
_ СЕРРв, ИнтЕегр. исчисл. 38 
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| ду | Е 
(@®) Ен у — Е (<), 98 = (0) для $ — °, 


гл Е(2), .1(х) суть данныя уни отъ 2. 
_ Нодотавивъ с“ вмфото у въ уравнение (1), найдем, 


откуда находимъ 
—-- ах, 8 — — а; 


отсюда слфдуеть, что мы удовлетворимъ уравненю.. (1) 
($ 819), если положимъ 


(3) у —= Фа - а) + 4 (% — а_,. 


гд$ Фи Ф произвольныя Функши. Намъ остается удовле- 
‘творить услов!ю, относящемуся къ #= 0; изъ уравневля (3). 
находимъ | 


(4) | 9 к о -- ай — ах — 9 | 


уравнев1я (3) и (4) для $ =0 даютъ 


у= 8 + 9} = = 4%) — о) 


Чтобы удовлетворить. уравневлямъ (2), нужно положить ° 
я $ + (2) = Е (@), Е 
(2) — 2—5 и 7 дл —= Е. (2); - 


поэтому будемъ имфть 


Ф(1) — < Е + Е,(2),. 


> 


и слфдовательно 


Ех а) -- Е(х — д) Е,(х-+ 9) — Е, — 4), 
ТЕ ОВ О ИИ Е 


щ 
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Объ интегрировани уравнешй съ частными ` производными посред- 
ствомъ рядовъ илй опредфленныхъ интеграловъ. 


21. Случаи, въ которыхь можно точно интегрировать 
уравненя съ частными производными порядковъ выше пер- 
ваго, составляютъ очень небольшое число, и въ приложе- 
шяхъ мы должны стараться получить интегралы посред- 
ствомъ рядовъ. Но этотъ способъ только приложимъ въ слу- 
ча$ линейныхъ уравнен!й; можно тогда употребить Формулу 
Маклорена или Тейлора, какъ и въ случа$ обыкновенныхъ. 
дизФерентальныхь уравнемй. (Способъ неопредфленныхь 
коэФФищентовъ часто предпочитается, онъ же даетъ большую 
общность, потому что позволяетъ найти разложене. интегра- 
ловъ въ рядъ, расположенный по степенямъ какой-нибудь 
`’Изъ независимыхъ перемённыхъ 

Такимъ образомъ можно интегралы однихъ и тфхь же 
уравнен1й представить посредотвомъ различныхъ  рядовъ, 
‘различающихся часто числомъ произвольныхъ ФУнкшй, 
отсюда выходитъ такое слФдстые, что мы не можемъ ука- 
зать @ 175074 - число и природу произвольныхъ Функц, ко- 
торыя должны входить въ самый общий интеграль уравне- 
я съ частными производными порядка выше перваго. 


822. Разсмотримъ, наприм$ръ, уравнение 


09% _ '0*и 


(1) рт и 


` 


которое встр$чается въ математической теорли теплоты и въ 
которомъ 4 означаетъ данную постоянную. 

Взявь диззеренщаль этого уравненя относительно #, 
найдомъ 


] с “^ ой 


0% 0 0 _ 20 | 
депо тоя 
2 | 04 
ди а 95% _ и 9$ __ р 0% 
08 ^^ дж бо 08 


и если дадимъ Ё частное значеше &, то уравнныя (1) и (2) 
Е | к 38 
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опредфлятъ соотвфтствующия значеюшя посл$довательныхъь 
производныхъ отъ и относительно $. Но значене и остается 
произвольной хункцей отъ 4; означивъ ее черезь Е(2), по 
Формул$ Тейлора будемъ имть 


Гао @- +” 
ы авы 
1.2.3 т ет 


вытраженте, содержащее только одну произвольную ви 
щю Е(5). | 

Предположимъ теперь, что мы желаемъ разложить: % по 
восходящимъ степенямъ 1 — 5, гдф хо есть опредЪленное 
количество, выбранное по произволу. Уравнение (1) дастъ 


0% 1906 
" а дз — ад” 
далъе 
| 0 
0и _1 О 
93 а #7’ 
9 ди 
ды Г дя 1 0 
д а & 9297 
6 бы 
д°и _Т 0% 
0% а? 0’ 
92° 


о оо ФФ бо оо в © фФ 9 


Значен1я и и о отв$чаюция # == %,, суть произвольныя 
Функщи оть & если означимъь ихъ соотвтственно через 
$(1) и $(0, то хормулы (4). и (5) опредёлять послфдова- 
тельныя производныя ‘и мы по ФормулБ Тей- 


лора будемъ имЪть 
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_ а, 9 @—в о 
и} "9+ а 1.2.3.4 ‘@ 74 
Ор УФ @—%) _ О @- 
| ва ТР 2 


Это выражене и состоить изъ двухъ различныхъ ря- 
довъ и оно содержитъ дв произвольныя хункши (0 и 
Ф(2). Однако Формула (6) имфетъ еще только общность $ор- 
‘мулы (3); Пуаосонъ дЪйствительно показаль, что 06 ‹ор- 
мулы могутъ быть получены одна изъ другой, только въ 
предположени сходимости рядовъ (Гй6оте пиийётайдие 4е1а 
_среит, р. 137). 


823. Вм$сто разложеня интеграловъ въ рядъ, иногде бы- 
ваетъ выгодно выразить ихъ черезъ опред$ленные интегралы; 
намъ достаточно будетъ дать примЗръ этого рода вычисле- 
н1я и мы выберемъ для этого уравнене, которымь мы 
только-что занимались, именно 


бы бы 
9 ^ д 


Приложимъ къ этому уравненю способъ $ 818; внесене 
6“ вместо № даетъ 


6 —= аа?, 
и слёдовательно имфемъ такое рёшене нашего уравненя 
4 = Сеааведт 4- (С, еа ет -|-..., 


которое содержитъ неопредфленное число произвольныхъ по- 


стоянныхь (С, 0,..., 4 а, ... Но мы имфемъ (5 498) 
с‘аё — Г. е— в? 6" У а до: 
Ут 
поэтому можно написать | 
| 1 —- ® и ь ‚— 
и — у | е—‹* (Сеа (2-0 У а!) -- С, ео (5-Е у 1) |...) ды 
Ут. 
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Сет -Е С, 6“ ... 


способенъ выразить произвольную Функщю отъ е» или, если 
угодно, произвольную Функц отъ 4; если означимъ ее че- 
резв Н(5), то значене и будетъ 

1 +*. а 

"=. Е(х -- 25 Уафе ®' 4; 
оно приводится для #—0 къ Е(5), и слБдовательно, оно. 
тождественно тому, которое дается хормулой (3) $ 822, 
когда предполагаемъ въ ней & =0. Однако, нужно зам$- 
ТиТь, что предъидущая формула существуетъ только тогда, 
когда (5) есть такая. Функшя, что произведене е* Е (т) 
для д равнаго безконечности есть нуль. 

Анализъ, котораго мы дали сейчасъ краткое обозрьше, 
однако интересенъ съ точки зр$н1я приложеюй его къ Фи- 
зик$; спешальные трактать, таке какъ Пуассона, даютъ 
множество. прим ровъ; мы же здфсь считаемъ безполезнымъ 
входить по этому предмету въ дальнфйния подробности. 


ГЛАВА ХП. 
Г. МЕТОДВ ВААЩЕ 


ПБ сии 


‘бпредьлени варащй системы перемённыхъ, р: отъ одной 
о ИЗЪ НИХЪ. 


824. Пусть будуть я и у дв перемённыя, зависяпия 
одна отъ другой такъ, что имфемъ 
(О г 4 к #4 _ У=ЁФ. 
Если разсматриваемъ д и У какъ координаты, то предъиду- 
‘щее уравнеше представить кривую; если желаемъ сравнить 


гу‘кривую съ той, которая дается другимъ какимъ-нибудь 
уравненемъ 


(2) _ у = (2), 


то будемъ въ состоями Заключить ИХЪ, И ‹ ту И другую, без- 
конечным ЧисломЪ равличнысь способовъ, въ ОДИНЪ ВИДЪ, 
котораго рано 


(8) _ И и у=Е(2, =). 


будетъ содержать произвольный интеграль а. _Функщя Е 
должна быть такъ выбрана, чтобы она приводилась посл$- 
довательно къ Г и.., когда даемъ параметру « два частныя 
значен1я; напримфръ, можно будетъ, означивъ ‘черезъ’ % и 
“1 два кажфл-нибудь опредёленныя значен1я: “, ПОЛОЖИТЬ 


“С № 


и — 


ри, ФЕ, 
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потому что эта Формула даеть ‹ 
Е (2, «) =1(2), Е (2, 9) = Г, ®). 


` Если желаемъ имфть самую общую ункщю Е (%, а), 
выполняющую требуемое нами ‘услов1е, то очевидно, что 
достаточно будетъ прибавить къ образованному только-что 
нами выраженю произвольную хункцю отъ хи отъ а, 
подчиненную тому условю, что она, при какомъ угодно 4, 
уничтожается для а =, и для а=а.. 

_ Когда заставимъ а изм5няться оТъ % до а, то кривая, 
опредфляемая ‘уравненемъ (3), совпадаетъ сначала съ той, 
которая дается уравненемъ (1), потомь она отанетъ непре- 
рывно измВняться и наконець совпадетъ съ кривой, опредз- 
ляемой уравнеюпемъ (2). | 

Если желаемъ сравнить между собой двф дуги кривыхъ 
(1) и (2), заключающаяся между ординатами, отв$чающими 
двумъ даннымъ значешямъ 12 и Х перемнной 5, то мы 
можемъ предположить, что, когда « изм$няетоя отъ % до 

«а, различныя точки первой дуги совпали соотв$тетвенно съ 
‘точками ‘дуги второй кривой (2), двигаясь по параллельной 
къ оси у; тогда точки кривыхъ (8), отвёчаюция значению 
т, заключенному между т, и Х, будуть соотвютетвующими. 


825. Каюя бы ни были дуги двухъ кривыхъ, которыя 
мы желаемъ сравнить между собой, мы всегда можемъ вто- 
рую дугу разсматривать, какъ полученную от изм$нен1я 
первой, т. е. заставивъ разныя точки первой ‘дуги описы- 
вать извфстныя лини; крайвая точки каждой изъ этихь ли- 
НЙ будуть соотвфтотвующими точками двухъ кривыхъ. Но 
измфнен1е, о которомъ я только-что говорилъ, можеть быть 
произведено безконечнымь числомъ различныхь способовъ, . 
и это есть то, что намъ нужно изложить здЪсь. 

Пусть будуть АВ и А, В, дуги двухъ кривыхь, кото- 
_рыя мы желаемъ разсматривать какъ соотвётотвующая. Мы 
можемъ произвольно выбрать кривыя ММ и М, М,, по ко- 
торымъ будутъ двигаться крайн1я точки А, В первой дуги 
для совпаден1я, послф измёненя, съ крайними точками Ах, 
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В, второй дуги. Оверхъ того, поступивъ такъ, какъ мы 
сдзлали въ предъидущемъ параграз$, мы будемъ въ состо- 


_ яви заключить дв$ кривыя ММ, М, №, безконечнымъ чис- 
ломъ различныхь способовъ, въ одинъ Вид кривыхъ, ко- 
торыя будутъ опред$ляться на 


(4) | Е’ (<, 9, Ем = 


гд$ { означаетъ перемфнный параметръ; кривыя ММ, М.М, 
будутъ отв чать двумъ опред$леннымъ значетямъ &, й па- 
 раметра $. Пусть будетъ также 


(5) Е (ру, а) =0 


уравнен1е вида кривыхъ, заключающаго дв кривыя АВ, 
А.В,, которыя мы разсматриваемъ, и предположимъ, какъ 
ВЪ и параграФ$, что эти дв$ ны отвёчають 
значетямъ %, @® параметра а. 

Системы кривыхъ (4) и (5) опред лят вс точки плос- 
кости, потому что, если дадимъ < и у опредзленныя значе- 
ня, эти уравнен1я дадуть значеюмя фи а. Такимъ образомъ 
ди у можно разоматривать, какъ Функщи оть фи &; пред- 
положимъ, что мы получили изъ уравневй (4) и (5). 


_ (6) д =$(% о), у=(, 4. 


Если заставимъ измёняться & разсматривая а какъ постоян- 
ную, то уравневя (6) опредёлятъ кривую системы а, кото- 
рая содержитъ дв$ данныя кривыя АБ, А,В,. Если, напро- 
тивъ, заставимъ измЪняться ©, разсматривая , какъ постоян- 
ную, то уравненя (6) будутъ принадлежать кривой системы 
7, которая содержитъ кривыя 1 ММ, М, М№,, и каждая кривая 
системы $ пересфчеть данныя кривыя и друмя кривыя 
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системы « въ точкахъ, которыя можно будеть разоматри- 
вать какъ Е 


826. Предъидупия разсмотр$юшя распространяются на 
какое угодно число перем$нныхъ, зависящихъ отъ одной изъ 
нихъ. Дфйствительно, можно выразить такое предложене: 


Всеюда возможно, безконечныме-числомь способов, найти 


и функий Ф, №, ЦП, ... двух перемьънных $ и а так, 
чтобы, если вообще положим | 
(т). 2=$90, 5), у=1 45), #=П@ ‚9... 


имъли ‘соотвзьтственно для значений % Ша, ‘параметра. @ 


(5 = 2 ($), 9 = % (®,. 8 =8..(1;...., 
[#=р, (1), у=и @, 2=8, ©, ..,. 


# для значения „, # параметра $&, 


(8) 


9 ео, УХ, (©), = (4)... 
Х = Ф, (>), у= У, (=), # = П, (*), р | 

кодя-бы ни были данцыя. функийи Фо, $1, 4, ..., Ф, Ф,, 
У. ... Очевидно однако, что функщи Ф., Т., П,, ... должны 
быть соотвтьтственно равны Фо, Фо, в, ... Ка предпола- 
ем & =, {= и, 9, 6, ..., иода предполелаем 
а—а,, =; равным образомз фена О И, а 
должны быть равны $, 5, в, ..: ИЛИ ФЬ, ке ‚°..;) #004 


предполазаем5 & — щ, & — 1, ИЛИ = к ЕО: 


_ Напримръ, если положимъ 
Ф ($, « 5) — Фо (7 А 
Р ($, «,) — 91 (№) = Ф. (®) = Е 
Ф (#1; чо) = 9 (8) = Ф, ев 
ФСФ, «,) =, (#4) =Ф, (* | т, 
то можно ии для Ф и «) взять слфдующее выражене 


С 


ОЕ © 
а г ©, АЕ] 
и = о м “о 
ИН ОА) 
Та и ЕС 


то же самое для другихь Ф (фа), . 
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Уравнешя первой лини системы (8) опред$ляютъ какую- 
нибудь систему перемфнныхъ, зависящихь отъ одной изъ 
| л 
‘нихъ. Если возьмемъ д за независимую перем нную, то пе- 
рем$нныя можно будетъ выразить черезъ 


_ 0) у= /@), в = Га) (4), и- (а), ..., 


Равнымъ образомъ уравнешя второй ‘лиши системы (8) 
опред$ляютъ вторую систему Фхункшй Ух 


{11 = @), #=17 @, и= 1), ..., 


06$ же’ системы будутъ заключаться въ боле общей систем%, _ 
опред$ляемой уравненмями (71); онф отв$чаютъ, одна предполо- 
жен1ю а = а, другая предположен1ю х =. 


821. Предположимъ, что мы дали « какое-нибудь опре- 
дЪленное значене; уравнен1я (1) опредзлятъ систему Функ- 


ай 9, 2, .. перемнной 1. Юели сверхъ того положимъ 
ду =9’ 45,` 4аг.=е’ 4%, аи = 41, ...» 
у’ = у" аж, 42 = 2" аа, ди =\" 45, ..., 


фу" = у"ах, 42" = а"ах, аи = иПах, ...) 


то новыя перем$нныя у 2, и,..., у, 2,1%, ... МОЖНО 
‘будетъ, подобно перемфннымъ 2, у, 2^..., выразить Въ 
-Функщи Ёи а. Напримфръ, диференцироваюе уравнений (7) 
даетъ | | ^ . 


__ 9Ф ($, =) _ 90% (6 «) - ‚ _ 900 
Е в. ОХ, фу в т О, 48 = —— 


и мы отсюда заключаемъ, что 


‚09. 09$69 90 (5. 0Ф (в, =) 


+=. вы орииьнанньмымичьыхь ® о ринита Г] Г ® 3 


О 9 


посредствомъ новаго дифФеренцированя также будемъ имЪть 
‘перемфнныя 9’, 2,... ИТ. Д. 
т. / Ш т 
828. Перем$нныя 2, У, 2, ..., У, @,..-,У. .-. ТаКИМЪ 
образомъ выражаются въ хункщи отъ фи о, поэтому разсмат- 
риваемъ. # какъ постоянную и заставляемъ а измёняться отъ. 
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_ 4; 1, 9, 2, ... будуть принимать приращеня, которыхъ 
выражения суть 
| 0$. м5 =) д* Ф (+, «) 4 
Ах = о = 1 о .) 
_29\% ы еже 0 Ч (1, «) 4 
И ВК Е 1.9. ...у 


Если ‘употребимъ знакъ 8 для означеня диффхеренщаловъ 
разныхъ порядковъ, относящихся къ одной перем$нной «, 
то можно будетъ проще написать 


- 


981 


Ат = 62° —|- 


1.2 
932 
Аг’ — 62’ ь 
т. 
Е ЕЕ $ 
Диззеренщалыь 
би, бу, 82, ..., 84,, 92’, ..., 841, 


называются вариияями перем$нныхъ 


ю, у, 2, осу И ЕТ - 


‘они относятся къ переходу: отъ системы хункщй, которыя 
опред$ляютъ 'уравненая (7), для н$фкотораго значення а, КЪ 
новой систем$ зункай, которыя опред$ляютъ т же урав- 
нен1я. (1), когда « увеличивается отъ своего дихФеренщала 
да. Но мы предположниь въ томъ, что сейчасъ будеть 
слЪдовать, о = а; система (7) будетъ тогда тожде- 
ственна данной систем (10) и варащи 8%, 84, 82,..., 
5у’,... будуть относиться къ ‘измёнен!ю ФУНКЩЙ ЭТОЙ 
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системы; сверхъ того, это изм5нене произвольно, потому 
что система (1) опредфляетъ для «а == а, систему произволь- 
ныхьъ ФункшИ, разность же а, — а, можеть быть предполо- 
жена какъ угодно малой. 

Вторые диъхзеренщалы 


т, бу... ву, .. | 
называются варимиями вторало порядка перемнныхъ 
Ив 
также 
| 2, ву, ..., в, 


будуть варииии третьяю порядка и т. д. 
Пусть будетъ вообще 


Е На, Же. М...) 


Функшя перемённыхь 2, у, 2,...\У,2,, ... Функщи у, 2 
 опредфляются уравнешями (10); если подотавимъ въ сис- 
тему (10) систему (71), которой она тождественна для “=%,. 
то послФдовательные дихфхеренщалы \У относительно « при- 
мутъ для а = % значения, которыя будутъ- варзамями по- 
олфдовательныхь порядковъ Функци У. | 

Вар1ащи, какъ мы видимъ, ни что иное какъ дифхерен- 
_Щалы, поэтому правила дизференцировашя здЪсь приложимы; 
мы будемъ имфть, наприм®ръ, сл$дующее выражене вар1аци 
ие, Роира СУ: 


` 


ду 
— 9 .... 


м = 2 ИА у. щей ие 


нь только-что данныя нами, прилагаются КБ 
случаю системы Функций н*сколькихъ независимыхъ пере- 
МЕННЫХЬ. 


| Теоремы, отнбсящуяся къ перембщению знаковъ. 


329. ТеоРрРЕМА Г. — Можно нарушить порядок дьй- 
ств, выраюаемыь ‘знаками Я и 5. 
Въ самомъ дёлЁ, пусть будетъ, 
| 
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УЕ. 9 а а: 


Перем$нныя #2, 9, 2.....9,2,.... У, ..., Какъ мы гово- 
рили выше, а въ Функц двухъ перемфнныхъь 
риса, поэтому будемъ имЪть 


У = 7 С, , 


гдз предполагаемъ, что « иметь опред$ленное значене` а. 
Теперь по опредфленшю имземъ 
д | Г (4, 
д и м2 да 
0% дх 
перем$нныя фи о независимы, поэтому ихъ дизхеренщалы 
Фр и 4% суть произвольные и постоянные; если поэтому 
возьмемь дихФеренталъ предъидущихъ двухъ Формтлъ, пер- 
вой относительно а, второй относительно $, то будемъ имфть 


ЭР &) | 9, < 5 
|" Вы 98 Ча ЧУ = бб ф д 
И а 


и слФдовательно ($ 60) 
2аУ =@5У, 
это же нии и теорему. 


Оледствте, — Дакя-бы Ни были ильлыя числа т р 0, 
имтемз 5" "У = 4" МУ. 


830. Т ворРЕМА ПЦ. — Можно нарушиить порядок дъй- 


сивй, выражаемыхле знаками [м и 0, каще-бы при этомь ни 


были предълы, между которыми должюно быть произведено 
‚интегрирование. 


Бъ самомъ дфлф, пуеть будетъ 


=Г Уаз: 


о 


У означаеть данную Функшю 
У=Е (9, 2,..., у", 2". из 9 Яка» о 


независимой перем$нной 2х, различных Функций у. 8, -.. 
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_отъь х и производныхъ . этихъ ФУНКкШЙ; она можетъз. также, 


зависить отъ значений я, у, 2,.... У, 2, .:.. въ преджлахъ 
\ . 

интегрированя. 
Можно выразить 2, у, 2,..., У, #,... ВЪ Функши двухъ. 


перем$нныхь. фи «, но нужно рр пов внесеня этихъ 
значений въ У предположить для а опред$ленное значене а, 
Тогда, если & и Ё означають значения #, отвфчающая пре- 
дфламъ 2 и 2., Можно будетъ: написать | 


4х 
9 -[ (у а 4. 


Теперь для полученя 69 нужно дифзеренцировать этотъ 
` интегралъ относительно а, а такъ какъ предфлы в, # неза- 
_ВИСЯТЪ ОТЪ а, ТО диференцирован1е можно произвести подъ_ 


знакомъ. | Такимъ р будемъ имЪть. 


| У 4х 
в = [" 2 (Е ) а 
В - а 


Но такъ какъ есть постоянная, то имфемъ 0 ( 


поэтому 


ИЕ 5 # (745) 
23. = | ай: 


перейдя къ независимой Би: х, а 


з= | г 
а 2: № 


Иногда, также пишутъ 
. т Е 
6 = ф д (У 4х), 


тд$ уничтоженъ множитель 4х, входяйий въ числитель и 
‘знаменатель подъ знакомъ | ‚ подразум$ вая, что интегриро- 


ван1е относится къ независимой перемнной 5. Предъиду- 
Щая Формула согласуется съ изложенной теоремой, и она су- 
ществуеть при какихъ угодно предфлахь Хи 2, которые 
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постоянны, когда перемБнная 5х равна $ но которые въ об- 
щемъ случа$ изм$няются вм®ст% съ а. 


Выражен!я варацй функши и ея производныхъ въ функцм вараши 
независимой перемённой и новой перемБнной. 

831. Пусть у данная хункщя перемённой 1. Положимъ 
(1 >= ду = у’ аж, Чу’ = у": ах, ыы ы 
сдфлаемъ также 
{3) « —= 9 — 9’ 0%, 
откуда — 

у = уд о. 


Если возьмемъ дизхеренщалъ перваго уравненля (1) съ зна- 
комъ 8 и предъидущаго уравнен1я съ 4, то будемъ имфть 


‚ б ау = 9/' дл -- у’ 6 а%, 
фу = 4’ вх -- у’ 4х - 4: 


такъ какъ можно нарушить порядокъ двухъ знаковъ 4 и 8, 
то сравнен!е этихъ уравнений дастъ 

ду’ ах = ду’ 4х - 4%. 
или. раздёливъ эту Формулу на 45 и употребивъ второе урав- 
нене (1), найдемъ 


Со 
7—2! 6 а 
9) =У а, 


Равнымъ образомъ, если возьмемъ дихФеренщалъь втораго 
уравнения (1) съ знакомъ $ и предъидущаго съ 4, то будемъ 
ИМЪТЬ 
6 фу’ —= ву" ах - и" $ 4х, 
Я 6)’ —= ду" 9х -- у" 48х + а 


откуда 


8)" 4х = ЧУ" 9х + 4 = 
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или, раздфливъ на 4х, 


< 


э 


Очевидно, что, продолжая таким ных далфе, мы обра- 
зуемъ уравнен1я 


ду = дж -ь, 
у = у" 08 2.) 
х 2) 


#2 


| д”— 
61" —1!) ==. 97°) т -- дт— 


которыя позволяютъ выразить варащи ду, ду, 81",... 
только въ однихъ количествахь 04 и о. 


852. Посредствомъ этихъ хормуль, можно получить 
очень простое выражеше в дн Функщи 


оть д, У и производныхъ 9’, У, . ‚ Пусть будетъ 
(4). _ У=Еф, уу, У, ..., 90), 

означимъ черезъ о = м 

5 4У = Х аз + У -+ Хи +... + У 446 
полный дизференщалъ отъ У; будемъ имфть ($ 828) 
(6) .. У=хм Ум +... + У. 


Если вычтемъ уравненя (5)`и (6) одно изъ другаго, посл 


Ч 


ыы 59 . 90 
умножен1я мер на = то ПОЛучимъ 


фа = У(3у — 9 2) + Хау — уж. 
-- У) (60) — уе) 84) _ 
или, по причинз Формулъ (3), имфемъ: 
. 4 9 » 
{7) у = У + Хо Уд + У дд У о. 


Если ‘зункшя У содержитъь друмя Функци ‘отъ #, 
СЕРРЕ. ИнтЕгр. исчиоя. г. 39 
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именно: 2, и, ..., съ ихъ производными 2’, и,..., 2’, 
и’,.... То нужно будеть прибавить ко второй части тор- 
мулы (5) новые члены 


Да - 24 -... ++ м + аи + 
и ко второй части хормулы (6) аналогичные члены 
208 -- 7! 427 (РО и’ ми ве 
тогда, если ПОЛОЖИМ 


в — 92 — 2'84, = ви — иди,..., 


очевидно; ‘что формула (1) будетъь продолжать давать варла- 
цю 6\, если только р ко второй части члены 


И " | 1 ‚ @Х 


Вычислене варгащи опредфленнаго интеграла. 


8383. Предположимъ опредфлить ‘вар1алаю опредфленнаго 
интеграла | 


/ 
; 


6 | эт, 
(1) 9={ Удл. 
Ух, 
Предположимъ сначала, что У не зависитъ отъ предФловъ 4%, 
%., которые вообще перем$нны съ а, и что она содержить 
только одну Функщю у оть 4; такимъ образомъ будемъ 
им$тЬ | 


(2) | УЕ (уу, у, 6... 90°). 


Взявъ дизФеренщалъ уравнен!я (1) съ 8, получимъ ($ 830) 


71 $(Уах) 
(8) 38 = | а 
| Бе [( АЫ 
я ь 
сверхь того, такъ какъ можно нарушить порядокъ дифФе- 


ренцированй черезъ 4 и 5, ‘имземъ, 
(Уд) = Уд + о 


также умфемъ (} 832) 
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3У = ау? т + Хо =. 
о ам 
ГД 
ЧУ = Х ах -- Уду-+ Уаи+... -- У@) дуб 


= бу ыы 9’ о. 
Отсюда заключаемъ, что 


4? \ 


т ") } 245; 


(4) (У ох) = (У 64) -- (У У’ Е Е ее уе“ 
И, сл5довательно, Формула (3) дасть 


з = | "а № та + |" де 


И а 
+. 1" оз @ 5. (+ а 


Первый изъ интеграловъ, содержащихся въ этой $ор- 
мул$, равенъ разности значевшй, принимаемыхъ произведе- 
юемъ Убх для предфловь интегрирован1я; между слёдую- 
щими интегралами, т$, которые зависятъ отъ производныхъ _ 
ОТЪ ®, могуть быть преобразованы, посредствомъ интегри- 
 рован1я по частямъ, въ друге, въ которые входитъ только 
одно количество ®. ДФиствительно, имемъ 


У м с 4 = == У№ — = — ох, . 


и ыы ТА, ет « -- Е (0) т, 


(5). 


откуда, взявъ предфлами 2% и 2., найдемъ 


т, ь фо ' т 7: ЯУ’ 
/ о Чл = | вы ). р 94%, 
(6) йо. . ву". |“ 2 д". 
Г. У" ба р = р Е 
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сли для краткости положимъ 


—_х ДУ’ 4*У" — ты 
(7) ®. > ат =. 4 —_ о. -- (— 1)” 
И 
__ ЧУ" 2 1 | ь 
Ге (У а —.. (И ..) 
(8) | р ы 
Ш к. и) = 
+(* с)... О, 


потомъ если означимъ черезъ Г., Г, значения, принимаемыя 
Г для пред$ловъ интегрирован!я, то выражеше (5) 8$, по 
причин$ Формулъ (6), сдБлается такимъ 


(9) 58 = (Г, — Г) + { °Кьдх. 
# 
Если зам$нимЪъ о, ыы рей ... Ихь значемями 6 —у’ 6х, 
бу’ — 9" 6%, 8)" у"ат,..., то выражеше (8) Г будетъ 
е ® 
| / . аУ'’ ду” \ у 
г [я- (и Че и вы 
ети и 
(10). ь 
| 27!!! 
(ею а — ча :) 
ДУ! 111 
В ри -=+. и у’ (у =. \ "+... + У) 6—1. 


334. Мы предполагали, что въ выражеюме У входить. 
только одна хункщя у отъ 4 ©ь н$сколькими ея производ- 
ными; но очевидно, что вычислене варлащи 89 будетъ про- 
изведено точно также, если \У будетъ содержать друшмя 


Функщи 2, и, ... съ ихь производными 2’, 2”, ..., 2”, Ш, 
и’, ..., и, ... Въ самомъ дёлЬ, если, какъ въ. 6& 834, 


ПОЛОЖИМЪ 


в —= 02 —2'0%, у =06и— 0%, ..., 


то очевидно, что Формула (4) не перестанетъ давать вар1ацию 
3(У45)„ если только прибавимъ ко второй части члены 


(нь) + (0 +0 +. +0 1) + = 
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аналогичные т$мъ, которые зависятъ отъ о. Приложивъ къ 
этимъ новымъ членамъ способъ, который мы употребляли, 
найдемъ такое выраженле 5, 


(11) 88 = -Г+ Г. (Ко На-+ бу-+...) 4%, 


гД% К ‹ означаетъ количество, опред ляемое зориулой (1). и 
гдф сдфлали кромФ того 


2 ам а Ре 
ле 

(12) 90’, 40" о о 9909 

ом Р а ай а 


Сверхъ того Г., Г, всегда выражаютъ значен!я, принимаемыя 
Г для пред$ловъ интегрировая, т. е. значения, отвфчаю- 
я соовфтетвенно д=х и =; но къ общему 
выражен Г, данному Формулой (10), нужно прибавить но- 
вые члены, именно’ тф, которые получаются изъ членовъ, 
уже написанныхъ и содержащихъ буквы У, у, черезъ оо- 
отв тотвенное замфщене” этихъ буквъ ДГ, #; ПОТОМЪ О, №, 
ит. д. 


835. Наконецъ намъ остается разобрать тотъ случай, 
когда Ффункщя У зависитъ, въ предфлахъ интеграла, отъ зна- 
ченй х, 9, У, 9", ... 9, а, 2,2, ..., вм, 

-`Вь этомъ случа варащшя Уйх составляется изъ двухъ 
частей, именно той, которая получается безъ . изм$не- 
н1я количествъ, относящихся къ предФламъ, и той, ко- 
торая получается только отъЪ изм®нен1я ЭТИихЪ ОДНИХЪ Коли- 
чествъ. Первую часть мы разсмотр$ли въ предъидущихъ 
парагразахъ, и если означимъ черезъ знакъ 5" варащи, отно- 
сящяся къ однимъ только предёламъ, то’ вторая часть бу- 
детъ 5(Уд2) или 5У@х. Поэтому достаточно будетъ приба- 
вить къ выражению (11) 05 членъ 


Я 
А -= [ /Удх. 
$ -: | 


0 


(14) 
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Имфемъ 
Ав 
в ма, у ЕР о А да. +=. 
и му" — 
„| = ку 5 7 7. 9. .. ‘Та РЕМ += ‚ве, —..-, 


откуда, взявъ интегралъ. получимъ 


: | г, дУ 1 (®— ду $ 
А=ал, | до. +9. [у ‚=. ЗУ : Г Е вое, Е де. ы 
2% - %о 


Ро 


^ ы дУ и — 
ох. 0%, — ах - м, ‘5 = ‚42+. „54а ( о" ВЕ ыы ИРА ое 
7, 1 


если же одфлаемъ для краткости 
(15) | _ @=Г-Б-+А, 


то полное выражение 88 .будетъ 


(16). | вы. ИЗ 


и, мы ВИДИМЪ, что члены, введенные въ С черезъ А, одного и 


того же вида съ т$ми, которые уже существовали. 


Другой способъ вычисленя варгаши опредфленнаго йнтеграла. 


836. Выфот$ того, чтобы прилагать общую Формулу, по- 
лученную нами въ предъидущемъ параграф, часто бываетъ 
вь приложевяхъ выгодн$е приступить къ прямому изыска- 
ню. Въ этомъ случа можно избавиться отъ введен1я, какъ. 
это прежде дфлали, количествъ ®, ®, ..., направивъ вы- 
числене слфдующимъ образомъ. Данный интегралъ есть 


ых. У ах 


поэтому, какъ мы _видвли, 


69 = Г ыы а ах. 
ь„ 


но мы просто напишемъ 
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59 = Гу ах), 


безъ означеня перем$нной, отнобительно которой произво- 
дится интегрироваше, при чемъ значенля, принимаемыя этой 
перем$нной, когда имфемъ ф =х., д==2., должны быть 
взяты за пред$лы интеграла. 

_ Теперь, У есть хункщя отъ 2, 9, Ч. а Е. 
но мы введемъ вм$сто производныхь 4, У9’,. 25 


9 ФФ ›х 


$ ® ва. 
_ дихференщальт перем$нныхъ 1, у, 2... о, причемъ незави- 


_симая перем$нная есть ие { которой варлащя есть 
’нуль. Такъь какъ имфемъ 


м „ау ау а 
И ‚9 о % '’ и. ее оф 
то Удлх` од$лается хункщей отъ фх, 9, &,..., 4%. ау, 
42, .... @?х,, 97, 4, ...; взявъ дифференщаль этого 


‚ произведенля со знакомъ 6 и замЗтивъ, что можно нарушить 
порядокъ дФйотни, выражаемыхъ знаками 4 и 8, мы б6у- 
демъ имфть результатъ такого вида: 


` 5У 4 =Хда + Х, Фа + Ха +... 
+ Уобу -- У148у - У,9у +... 
+ Сода + 4.462 + 7.4% +... 


Дихференцирован1я, выражаемыя знакомъ 4, ‘относятся 
къ перем$нной $, и интегрироване по частямъ даетъ 


[ха ое — [2х 


Й Х,4% 2 = Х, 42 —аХ, 4 +|[ 42х82, 


Г“. а би = У, 3 — [ат, 53, 


‚Газу = Уз азу — ачьву + [4 м, 


` 
о ооо офф оффбоофооофофофофофоохфооф фф в № 


ОлФдовательно, если положимъ 
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Х=Х, в, а .. 9 
У У ау + =... 
— 1 — ад, + а". ыы. .) 


о о оо ооо оо о фо фо до фо 


И 
Г= (ах, +. +, -.. вая... 
+ (И. а, 4..5, -.. 08+... 
еды. ..) ба -Е (д. — Ее 


потомъ, если означимъ черезъ. Го, Г, значепя РГ для пре- 
дфловъ, для которыхъ соотвфтотвенно имфемь =. 
У= У»... И 1 =4,, У==У,, ..., То будемъ им$ть 


| 58 = Г, — о + [Жму +... 


если же 1 есть перемнная, относительно которой произво- 
дится интегрироване, то мы должны будемъ написать 


Хх У5 2+... 
58 = (Г. — Г) +| а рые 
То 


| 

Мы предполагали здесь, что хункщя У не зависитъ отъ зна- 
чей, принимаемыхъ въ предфлахъ перем$нной; но если 
противное имфетъ м$сто, то достаточно будетъ прибавить 
къ предъидущему выраженю 85 новые члены, которые 
_ мы вычислили въ & 835. 


Предъидущая Формула будеть тождественна формул 


_$ 835, если только замфнимъ въ ней ду, 82, ... выра- 
жен1ями 

у | 42 

в т® ‘а 8 Е ® . . 


черезъ это внесен!е количество ыы ... При- 
‚ ВОДИТСЯ КЪ | 


(Ха У 22+...) — 4 Увы... 


отсюда слфдуеть, что мы тождественно имфемъ 
Хах -- Уду + 742--...=0 
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и что У, 4 ничто иное, какъ количества, означенныя въ. 


$ 835 черезъ К, Н, 


831. Мы вычислили вар1ацию опред$леннаго интеграла, 
> вь самомъ общемъ случа, предполагая какое ‘угодно. 
_ изм$нене въ систем ФхункщЙ отъ 4; которыя мы означили 
черезъ 9,2, ... Если предположиимъ, что „перем$нная 5 равна, 
орамденый ‚ которой варлащя есть нуль, то предфлы ху,  бу- 
дутъ постоянные, и мы будемъ имфть вооще 8—0. Тогда ко-.. 


личества, означенныя черезъ о, ®,... будутъ ничфмъ инымъ,. 
какъ варащлями ду, 62, .. Выражене 83 ‘приведется тогда къ. 
6" Уи - 2+... 
05 — (Г, Рае Го) -- Й Ее. 4%. 
ды 


Предметъ метода варгащй. 


838. Методъ варацщй быль придуманъ Лагранжемъ, съ. 
цфлью ршить н#которыя задачи о шахта и шшипа част- 
наго вида; но онъ можетъ быть употребленъ съ выгодой. 
ВЪ другихь различныхъь вопросахъ. Въ задачахъ о шахпаа и 
шипоа, о которыхъ я говорилъ, надлежитъ такъ опредзлить. 
ФУнкщю независимой перем$нной, чтобы н$который опре- 
дфленный интегралъ, въ который входятъ эти зункщи, при- 
‘‘нималь наибольпия или наименьшая сзначеная. Н$которыя 
задачи этого рода были р$ёшены въ первый разъ Лагран- 
_ жемъ; вотъ примёръ: | | | 
Найипи такую плоскую кривую ОСМО, проходящую через 
‚деь данныя точки С, О, чтобы площадь, описанная дулой: 
СО, обращающейся вокруз оси, расположенной вз ея `плос- 
кости, была татит.. За". 


у 


Если выберем двЗ прямоугольныя оси 0, Оу, изъ ко- 


торыхъ первая совпадаетъ. съ осью. кре если прове- 
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демъ ординаты СА, ОВ крайнихъ точекъ О, П и если сд%- 
лаемъь ОА —=х,, ОВ = 2., то поверхность, описанная дугой 
кривой СО, будетъ равна 215, гд$ ю означаетъ интегралъ 


=: У Я 
м зу! ы 


Поэтому здёсь надлежитъ найти, какого вида Функця отЪ {, 
которую нужно подставить вм$сто 9, чтобы значене В бы- 
ло шшпии. | 

Вм5сто того, чтобы взять крайн1я точки С и Ш искомой 
дуги, можно предположить, что эти точки расположены на 
двухъ данныхъ кривыхъ; вопросъ приведется опять къ 
отысканю шшипаш’а интеграла 5, но зд$сь предЪлы 4%, #2. 
болфе не будутъ даны. 


_Отыскаме значенй ` шахта‘ и шшииаа опредБленнаго интеграла. 


839. Пусть будетъ опредЗленный интегралъ 


о =Г А С, 
№ 


гд$ предположено 


У =ЕК (=, у, 9! ау"). 2..0...) 


гдф у, 2, ... суть Функции оть 2, а 9 И 


означаютъ, какъ и прежде, производныя этихъ Функц. 
Функщя` У можетъ зависть также отъ. значёнй, принимае- 
мыхъ перем$нными въ пред$лахъ интеграла; что касается 
этихъ пред$ловъ, то они даются или подчиняются н$кото- 
рымъ усломямъ. Теперь надлежитьъ опредФлить Фхункщи 1, 
2,...,› ОТтв$чаюция шахипатш или итилаюм 5. 

Система Функц, которую нужно найти, и другая 
система, какъ ‘угодно мало разнящаяся отъ первой, могутъ 
быть заключены, какъ мы видфли, въ боле общую си- 
стему, зависящую оть параметра ®. Вь этой`посл$ дней си- 
стемЪ вс перемённыя ‘5, у, г,..., Такь же какъ и про- 


изводныя у, у’ ..., 2... выражаются въ Функщи но- 
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вой перем$нной $ и параметра «; то же самое иижетъ ‘мж- 
сто и для частныхь значений, Прием т$ми же пе- 
ремфнными въ предфлахт, которыя будутъ зависфть отъ. 
 предфловъ › ## перем$нной $ параметра «. Посл внесеня 
значени 7, у,..., выражене 8 будеть 


= (2) 4, 


это же приводится къ простой хункщи параметра а. 
Такимъ образомъ мы здфсь им$емъ обыкновенный случай 
_шахппаш и шшИоиш. Необходимое услов!е для шахиаш и 


011110190 есть то, что производная “. или диФфФереншщалъь 


те Яо есть нуль: но этоть дифференщалъ есть ни что иное, 


какъ варташя ю; поэтому рии о которомъ мы говоримъ, 
просто есть 


ль 


$9 = 


Но мы знаемъ, что этого недостаточно. Нужно, сверхъ того, 


‘ 
. ро РБ 
для шахипаш, чтобы -- или к 4=° былъ отрицательный, 
в : $ о“ 


и для ши тот же дизференшалъ быль положитель- 
ный; этоть жб дизференщалъ есть варашя втораго по- 
рядка 25?3; поэтому нужно, чтобы мы имЗли 

— 98 <0 
для шахпойт и 

525 >0 

для шипит. Въ случай 525 —=0, нужно для Шахшит и 
шшнпиш, чтобы мы также имфли 83 =0. Но мы не ота- 
немъ дальше продолжать этого разбора, который не иметь. 
цфли, потому что въ большей части случаевъ мы можемъ по — 
природ вопроса р шить, имфется ли дЪйствительно шах1- 


шит или шшиоиш. Также мы ‘ограничимся ыы ус- 
‘ловя 85 ^— 0, общаго тахииии?у и шпититуу. 


840. Случай, когда У сСодЕРЖИТЪ ТОЛЬКО ОДНУ 
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ФУНКЦТЮ 4 отЪ 5. —Тогда въ самомъ общемъ предположе-- 
ни, по формул (16) $ 835, имЗемъ 


| в=&а- Г Коах. 


Услове 88 = 0 требуетъ, чтобы мы им ЛИ отдфльно 
а=0, К=0. 


`Въ самомъ дфлф, предположимъ, что мы опред$лили варла-. 
щи относительно пред$ловъ. Такъ какъ измюненме, происхо- 
дящее . изъ варащй параметра «а, вполнз произвольно, то: 
ФУНКЩЯ ® также произвольна и, если К не есть нуль, то, 
мы можемъ такъ выбрать ®, что, для воБхъ значений 4, за- 
ключающихся между 1 и #., оно будетъ имфть постоянно 
знакъ К или постоянно обратный знакъ. Тогда интегралъ 


2 | | 
Ко 4х будетъ имть значеюше отличное отъ ыы и оно 


То 

будетъ по произволу положительное или отрицательное; сл$- 
довательно, какое бы значен!е мы ни давали (т, ‘можно бу-. 
детъ такъ сдфлать, что 0 не будетъ сы Услове шах1-: 
шиш’а и шшипии’а требуетъ поэтому, чтобы 


(В | К =0, 
отсюда слёдуетъ необходимо, что мы также должны имфть. 
(2) | и _ @=0. 

Пусть будуть 


У = у, 9", .:., 9) 


ду = Х аз + Уд У ау +... + Хам"), 
уравнеше (1) можетъ быть предотавлено ($ 833) въ вид 


ах’. РУ" А . 


пав т ая ОИ Тая = 0 


Это, какъ мы видимъ, есть дизференщальное уравневне.. 
котораго порядокъ вообще есть Фи, и его интеграль будетъ 
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содержать Зи. произвольныхъ постоянныхъ. Предположимъ, 
что мы нашли этотъ интегралъ, и означимъ его черезъ 


{4.) | == Г, С, С. 5.» Си); 


уравнен!е (4) дастъ неизвфстную хункщю у, намъ нужно 
еще опредфлить 2п постоянныхь С, (.,..., СО, такъ, 
чтобы ‘удовлетворить ‘условю (2). Нужно въ этомъ. отно- 
иени различать н$околько ить | 

1) Если значения 20, У», Уъ. .... 9, Я У; Ув»... 
4"), даны относительно предфловъ, то варащи этихъ ко- 
личествъ будутъ нули и уравнен1е (2) будетъ удовлетво- 
‚ряться само собой. Дифъеренцируемъ и разъ уравнеше (4); , 
мьт будемъ имЪть результаты такого вида: 


Гу’ = И) (%, С,, С» ..., Сы), 


" — (2) Он Ооаеьа О 
5) у я (х, С, 


э | / а 
ЗамфнивЪъ тогда въ уравнен!яхъ (4) и (5), 1, У, У, .-., 
у®-® сначала, черезъ 2, У, У. ...)› И"), потомъ черезъ 
д, у. У, -... 9" 9), мы получимъ систему 2 уравнений, 
именно | 
о = /(%о, С., С., ...; Се), 
ов =. (%., С,, Е. Сун), 


ре (%ь, С, 9 -..) С»), 
У: м: (2, С, С., = 2.9, Сон), 
9". =‘) (%., С, С., 


(6) 


С») 7 


к. 
а 


И, — {9 (2. о 1% .’ ы С»), 


которыя будутъ служить для опредёленя 2 произволь- 


НЫхХЪ. 
2) Если даны только и нЪкоторыхъ изъ 9 коли- 


чествъ 55; Чо, ыы у" }. 21, 71 > в, * . 1 ИЛИ вообщ 


если дано $ уравнений | 
(7) М. =0, М, =0, ..., М, =0 
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5 


которымъ эти количества должны удовлетворять; возьмемъ 
дихференщалы этихъ уравнешй со знакомъ 9; конечныя 
уравнен1я 


ом М. М. . 
ая Моне —— . =0 
0 бо = 9. 9 -... Е 9х, Г .. /, | 

® Со вое > ® о ® Фо Фе ф ее © фрофбоф фо 9 
ЭМ, \ 


М; ОМ; 
а бет АТ. = 


позволять выразить $ варащй въ хункцши 28+ — $ дру- 
гихъ; внесемъ эти $ варлащй въ уравненае (2), а такъ какъ 
остальныя варащи произвольны, то нужно будетъ ихъ ко-. 
эхФищенты приравнять нулю. Мы получимъ такимъ обра- 
зомъ 2-2 — уравневй, которыя, соединенныя съ урав- 
невпями (6) и (7), дополнять число 4п--2 уравневши, необ- 
ходимыхъ для опред$леня 2 произвольныхъ И 2+2 ко- 
личествъ, относящихся къ пред$ламъ. 

5) оли не дано никакого соотношен1я между количе- 
ствами, относящимися къ пред$ламъ, вадрлащи этихъ коли- 
чествъ останутся произвольными и уравнене (2) будетъ 
состоять изъ 2и--2 различныхъ уравнений; этихъ уравненй 
съ 2й уравнеюмями (6) будетъ достаточно для опред$леня 
4п--2 неизв$стныхъ. Этотъ случай заключается въ предъ- 
идущемъ, предположивъ только число + равнымъ. нулю. 


ЗАМЕЧАНТЕ. — Можетъ остаться, что порядокъ урав- 
ненля (3) меньше 2п, это же случится необходимо, если У 
линейно относительно производной у”); этотъ случай не 


представляетъ затруднен, и мы оставляемь читателю ра- 
зобрать изм$невн1я, которыя онъ требуетъ. 


841. Случлй, когдл У СОДЕРЖИТЬ НЕСКОЛЬКО 
ФУНКЦ!Й ОТЪ 4. — Мы сейчасъ разсмотримъ случай, когда 
У содержить в Функц у, а, и, ... отъ Хх съ нёкоторыми 
изъ ихь производныхъ; мы предположимъь сначала, что не 
‘существуетъ никакого даннаго соотношен1я между хункщями 
у, 2, и, ... и независимой перемфнной х. Тогда варащя 
интеграла _ 
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_ 5 = | ‘Уд 
будетъ ($ 835) | 
3 =а+ Й `(Ко + Но + би +...) 4. 


я говорю, что услове 05 = 0 требуетъ, чтобы мы имЖли 
ОТДЖлЛЬнНо | | | 


(т = 0. 


Въ самомъ дфлЪ, предположимъ, что К, Н, С не вс% 
равны нулю и что мы сдфлали постоянными вар!аши отно- 
‘сительно предфловъ; хункщи о, 6, у, ... произвольны, по- 
‚этому мы можемъ ихъ такъ выбрать, что для каждаго зна- 
‘чен!я 2, заключающагося между х., 2, онф соотвтотвенно 
будуть имфть т же знаки, что и К, Н, С,... или, если 
‚ угодно, знаки противные К, Н, (%,... Тогда интегралъ, 
входяпий въ выражен!е 9%, будетъ имфть значене отличное 
отъ нуля, котораго знакъ можетъ быть выбранъ по` произ- 
волу; слфдовательно, мы всегда будемъ въ состояни такъ 
сдфлать, что 685 не будеть нуль. Такимъ образомъ мы 
должны имтТЬ 

Ко НВ ВО 


ь 


и сл5довательно также 
(ев. 


Первыя ‘уравненя составляютъ систему совм$отныхъ 
уравненй, которыхъ мы сначала должны: отыскать. инте-. 
гралы. Намъ нужно будетъь потомъ удовлетворить уравне- 
шю @ —0 и опред$лить произвольныя, введенныя черезъ 
интегрирован1е, такъ же, какъ и количества относительно 
предфловъ, если только эти не даны; это разысканле не’ 
представляетъ никакого затруднен!я, посл того, что мы 
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оказали въ предъидущемъ парагра®$; ходъ дЪйотв!й остается. 
‘тоть же самый. 


842. Намъ остается разобрать случай, когда У содер- 
житъ н$фоколько ФункшЙ у, 2, и, ... отъ 2, связанныхъ съ 
лерем$нной однимъ или  БОКолькими данными уравненями. 


Пусть 


А 


Ф (т у 2, и...) =0 


/ 


‚будетъ такое ‘уравнене. Взявъ дифференцаль со знакомъ 9, 
потомъ съ 4, получимъ | 


ОФ дФ 0Ф 9Ф 
9 С =—— 
57 И Щит ВЕТ и +... =0 


м, +5 ао 42 Ни „ Чи-. 


если вычтемъ эти уравненля одно изъ другаго посл ‘умно- 


ОН 
женя втораго ‘на — И если ВСПОМНИМЪ, ЧТо 


ат 
у — 2:82 =, анте л 


то получимъ 


в х+...=0. 

Такимъ ыы каждому данному уравнен1ю _ между 2, Ч, 2 
и,,.. отвёчаетъ линейное уравнене между ®, ®, у, .... Если 
_ число этихь уравнен! равно #, то можно будетъ выразить 
& количествъ ®, ®&, у,... въ Функци №—% другихъ; под- 
 ставивъ же найдевныя значемя въ выражен1е 99, по- 
Лучимъ 


88 = В+ (Кю + НФ @х +...) а 
`Оставиияся р—1 Функщй о, ©, {,... произвольны, п0-. 
ри разсужден1е предъидущаго параграза покажетъ, что 
К’ =0, Н’=0, 6’ =0, 


& также и 
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Первыя м сложенныя съ 1 данными '`уравне- 
ннями Ф (2. у, 8, .) =0, . .,.составляютъ систему $ 
совм$отныхь ие о нужно интегрировать. 
Уравнене (==0 будеть служить для опредБлеюмя произ- 
вольНныхъЪ и, если это имфетъь м$ото, для опред$леня коли- 
чествъ, относящихся къ предзламъ. | 

Предположимъ, что хункшя У содержитъ только дв% 
Функщи 9, 2, связанныя съ 1 соотношенемъ 


Ф( м, у, 2) = 0; 
будемъ имфть’ 
0Ф 
9Ф Ф ‚9$ ® = 0, ОТК ®@ — ый (0 
0 02 _ уда а 0Ф | 
02 
ПОТОМЪ 
Ф`° „0 
Е 02 041 
9 = р 
0$ 0) т; 
08 


услов1я шахипа и шипа поэтому будуть 


кН =0 И 0 
02 


0Объ особомъ класс5 ‘относительныхъ тахшиа и шшопла. 


843. ‘Послф того какъ мы показали, какимъ образомъ 
можно найти условя тахипаш или шшилаш опред$леннаго 
интеграла, 


{А $ = Гуа 
| 7 т, 
когдя не обставляемъ его никакими условями, мы разсмот- 
рёли случай, гдЪ перем$нныя, входящя въ Фхункцю У, свя- 
заны между собой данными уравнемями. Можетъ случиться 
также, что уравнения услов1я содержатъ или производныя 
ивы Интегр, иочисл, 40 
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отъ неизвфотныхь Функц, или одинъ или н%сколько опре- 
дфленвыхъ интеграловъ. Развите общаго р%фшен!я ‘этого 
вопроса не входитъ въ нашъ планъ; намъ ‘достаточно будеть 
разобрать самый простой случай, тотъ, въ которомъ пред- 
полагается обратить интегралъь ю въ шахийит или шипа, 
обставивъ его новымъ условемъ, чтобы второй опредфленный 
интегралъ 


| | 2 

(2) Е Й У’ ах 
имзлъ данное значене 1. Въ этой новой задам\, которая 
безъ труда приводится къ задач \ 840, надлежитъ найти 
условя относительнаго тахпииш или относительнаго 1ш1- 
пи. 

` Мьг будемъ здЪсь разсуждать какъ въ $ 839; система не- 
извфотныхь хункщй и другая, какъ утодно мало отлича-. 
ющаяся отъ первой, могутъ быть заключены въ болфе. 
общую „систему, содержащую  параметръ «. Сверхъ того. 
въ этой систем вс перем$нныя выражаются одною и 
тою же перем нною $, независимою отъ а, и въ этомъ случаз 
имземъ | 


"ах об“ 9% 
= т 46 8 =: У 5: 


; 


отсюда слфдуетъ, что В и ю суть хункщи отъ о. Но вторая 
изъ этихъ Функщи должна приводиться къ`постоянной, по- 
тому что интегралъ ®’, въ переходф отъ одной системы хунк- 
П1Й ЕЪ другой, долженъ сохранять одно и то же значение; 


/ : 
поэтому будемъ имть — —= 0; сверхъ того ‘услов1е шах- 


| ВЕ Я я 
шит или шшнпиш, какъ въ 6 839, будеть = — 0: такимъ 
образомъ мы будемъ имЪть 
(3) | 88 =0, 85/=0. 


‚844. Предположимъ сначала, что У и У’ содержатъ только 
одну хунквю у перем нной д; выражевня 88 и 85 могут 
быть представлены ($ 838) въ вид®. 
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«о 3 =9+ [| ‘Кб, = [| "Кода, 


гдф а’, К’ означаютъ количества соотвЪтетвенно аналогичныя 
Я, К. Положимъ, согласно Коши, | 


, | г | 
65 [ кое =я (0) 
, № 
взявъ дизхеренщаль, получимъ 
/ 
(6) К’ = $5'(х), откуда о = ие 


Такъ какъ по ФормулЪ (5) Ф (2%) есть нуль, то выражеше 
№ ое | 


(7) 05’ =@" р (<), 


выражен1е же 50, если замнимъ въ немъ ® его значешемъ 
(6), булетъ такимъ 


С 2, 
в=6+ | ° тез" (а) де. 
То 


Интегрирован1е по частямъ даетъ 


. К 
Я = 


К К К/ 


слфдовательно, если означимъ черезъ К,, К’, значемая К и 
К’ для =, то, по причин? ф (2) = 0, будемъ имть 


| К 
| К, ла 

Функщя ф (2) вполнф произвольна; она только, по своему 

опредфленлю, ‘подчинена одному ре что уничтожвется 

ДЛЯ Х =. 

Положивъ это, изъ Формулы (1) мы видимъ, что услоше 
65’ — 0 равнозначаще 
р (4.) = — @', 

зы 
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это же приводить Формулу (8) къ виду 


с (2) ах. 


0 


Функщя $ (1) можетъ быть выбрана по произволу, по- 
этому разсуждене, употребленное въ 6 840, ОЛА, что 
услове ет требуетъ 


| 28 
| К, К’. _ 
ох А 


Второе изъ этихъ уравневй черезь интегрироваве даетъ 


= а ИЛИ 


(10) | К + аК’ = 0, 


гд$ @ есть произвольная постоянная; первое ‘уравневе (9). 
посл$ этого сд$лается | 


0) | Я + аб’ = 0. 


Уравневя (10) и (11) суть искомыя условя относитель- 
наго шахиийш или относительнаго ’т1ишиии; мы видимъ, 
что они также суть условя абсолютнаго тахипишт или а0со- 
лютнаго шшипиш интеграла 


19) _ 3-25’ = [У а а: 

У», 
отсюда слфдуетъ, что задача, которой мы занимались, при- 
водится къ той, которая была рёшена въ $ 840. Правда, 
мы здфсь им$емъ сверхъ того произвольную постоянную 4, 
но мы также имфемъ новое уравнеше, именно 5’ = 1. 


845. Предъидущ анализъ прилагается безъ изм$нен1я 
къ тому случаю, когда У и У’ содержатъ н$еколько Функции 
у, 2, ... независимой И д. ДЪийотвительно, имЪемъ. 


— 


\ 


09 =@-- Ко Н5+. ‚ .) @%,. ^ 


бе 
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5 = + Г (Кю + Не...) ад. 
ы. 


} 


_Положимъ 
Й (К/» р Н/® Е ь .) ат — Ф(х), 
откуда г: | 
, / 
К’. |- Но’... = +/(х), ож. .. 


мы будемъ имЪть ф (2) =0, услоше же“8$’ = 0 дастъ 
ф (#,) = — @”; сверхъ того выражеве 8$ будетъ 


ве "Био )+.. 45 


_ кром$ того интегрироване по частямъ, по причин — 


$(2.) = — С’, даетъ 
| и" оЕ :. 
к | р 
] ра = @— т, 
0 х 


и слдовательно 


х = .К | | 
=. д — ` ГА® 
| А-а, "А КН^ — 
вне | | оч | 


Функщи ф (2), 6, ... произвольны, поэтому услов1е 85 требуетъ 


= 


Первое изъ этихъ уравневй даетъ <; = постоянной — 4; сл%- 
доватёльно, условя относительнаго шахивцт или шшипит 
вЪ этомь случа будутъ 

К + К’ =0, Н+аН’ =0, 
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-- аб” = 0; 


это же есть вполнф условя абсолютнаго тахииит или абоо- 
лютнаго птиииаш интеграла 5-+а р’. 


Эамфчаня на н$5которые особенные случаи. 


546. Такъ какъ случаи относительныхъ шаха или 
штшииа приводятся къ случаю абсолютнахо тахнийт или 
шипит, то мы и а ЗВ Е только этотъ послБд- 
най случай. = 

Возьмемъ снова Формулу 


=] У 4х, 


и предположимъ, что У содержить. только одну Функц у) 
_отьъ`х съ двумя первыми ея производными 9’, 9". Если по- 
ложимь = | 


У =Р(х, у, 9, 9") 


ау = Х 42 + У бу + У’ ду’ + У" ау", 


то неизвфотная хункщя будетъ завиофть отъ р НЫЙ 
наго уравненля 
ау. 4 У". 

(1) | 20 

ее | ах 4 у | 
которое вообще будетъ четвертаго порядка. Мы сёйчасъ по- 
кажемъ н$околько’ общихъ случаевь, въ которыхъ можно _ 
непосредственно произвести одно или два интегрироваля. 


1) Если У не содержитъ у и если волфдотве этого сдЗ- 
лаемъ 


У = Г (д у 5"), 
то У будетъь нуль, въ этомъ случа ‘уравнеме (1) приво- 
дитя къ = | 


_ Ч “У. 
ах а 
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} 
взявъ интегралъ и означивъ черезъ С постоянную, получимъ 


| ду" 
(2) + =5 


это же вообще есть уравнен1е третьей степени. 

Точно также можно поступить, когда У содержить членъ 
_въ у только первой степени, потому что, въ этомъ случа, 
У есть постоянная, и взявъ интегралъ уравнения (1), полу- 
ЧиМЪ_ 


Ух — У, -- = 6 


2) Предположимъ, что У не содержитъь 1х и что мы 
им5емъ | 


У = (У, 9,, У). 
Если рёшимъ тождественное уравнене 
| дУ = У ду + У д" У" аи" 


относительно У и если внесемъ полученное значен1е въ. 
уравненае (1), то получимъ | 


/ 2 И | 
ау — (Гу + ы ау) + и ду — У" ду") ый 


\ 


или, по причинз ду = уах, ау == у’ах, имфемъ. 


и ‚ау , ду" _ | и”) = 

У [7 $ б) 4 + (у д — "а = 0 
первая часть этого уравнешя еоть точный дизференщалъ; 
взявъ интеграль этого уравнения и означивъ: черезъ С посто- 
янную, получимъ 


(9 уу -а)-ти=о 


дихфхеренцальное равлоно, которое вообще третьяго по- 
рядка. ` 

3) Предположимъ, что \У не содержитъ ни , ни 9 и что 
‚ имБемъ 


у р у"). 
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Мы сразу имфемъ два разобранныхъ только-что нами слу- 
чая, по причинф У —0, будемъ им$ть таке два первые ин- 
теграла уравненля (1) . 


| 7’ ЧУ! У : Ре “= )— М аи! — 
+ =0, У-у(1 аи, 
| : Ш 
_ тд Си С’ дв произвольныя. Исключение а которое во- 


обще содержитъ одну производную отъ 9, порядокъ которой 
самый выспий, дастъ поэтому второй интегралъ 


| (4) У = У" Су’ - С. 
Приложене метода варашй къ р5шеню о задачъ. 


841. ЗАДАЧА 1. — Найти кратчайшую линдю между 
двумя точками. 

Пусть #2, %, №0 и #., У, 2, координаты крайнихъ.о 
точекъ искомой лини относительно трехъ прямоугольныхь 
_ осей. Длина этой лини Бия 


(о в = [| У1+ 4+2 си я = ИГРУ ар 


ЗдЕсь, сохранивъ означеня предъидущихъ параграфовъ, 
имфемъ | | 
аи / 

У = И у - 2”, ДУ = иди аи 

ИТ 9 + 2” 


далфе 


Ум В пинать 
СИ” ИТУ 


Уравнен1я, опред$ляюция неизвфстныя зхункши, именно 


К =0, ВН =0, суть 


о ай _ 
ах — —_ 
откуда заключаемъ, что 


У’ = с013ё., 1’ = с0108,, 
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и слфдовательно. 

4’ = С, р 
черезъ вы находимъ 
(2) у = (я - С,, бе. 


такимъ образомъ искомая линя есть прямая. 
Услове ( = 0 есть ^ | 


(У, вы у 9". к 7, 2") 00. -- а 5 -- Ур 02 
а (У. — то 91° — 2% 2.) 6%) т Е 8% — 0 920 == 0, 


тд индексы 0 и 1 употреблены для выраженя значений. 
принимаемыхъ различными, разсматриваемыми нами, коли- 
чествами для предфловъ. Если означимъ черезъ 4з диззерен- 
_ талъ дуги искомой лини, оточитываемой отъ какого-нибудь 
начала, то можно будетъ написать | 


У у’ у— И! 2 — 45. 


Чу р, _@2 
Уж = 5 


48 45 


услове относительно предзловъ поэтому есть 


(3) (=) и + (#). ) г ‚+ (=). я - 
— -|(#).; 2+ (8 ан г =0 


848. Перейдемъ къ опредзлению постоянныхъ. Если край- 
я точки искомой лиши даны, то варащи хо, 80, 82%, 64,, 
5%.. 82, суть нули, и услове (3) удовлетворяется само по 
себф. Мы опредёлимъ тогда постоянныя С, (С;, С’„С’., если 
выразимъ, что прямая, опредфляемая уравненями (2), прохо- 
дитъ черезъ двф данныя точки (2, Уз, 20), (215 У, 2 2). 

Если крайн1я точки не даны и если ихъ координаты освя- 
заны между собой $ данными уравнешями, то. продиееерен- 
 цируемъ ЭТИ уравнен!я со знакомъ 8, потомъ исключимъ # 
вар1алий изъ полученныхь уравневй и Формулы (3); нако- 
нецъ, приравняемъ нулю коэфФитенты при 6 —7$ оставшихся 
варлашй. Взявъ $ данныхъ уравневмй и уравненля, выража- 
ющ1я, что прямая (2) проходить черезъ точки (5%, У» 2%), 
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(2..9. 2,), будемъ имфть десять ‘уравнен, необходимыхь 
для опред$ленля координатъ крайнихъ точекь и произволь- 
НЫХЪ ПОсТОяЯННЫХЪ. | 
Разсмотримъ, напримфръ, случай, гдъ координаты %,, 
Чо, 20 Не зависятъ отъ 2,, у,, #,; уравненле (3) разложится 
на два другихъ, именно | 


(4) 


Предположимъ, что крайняя точка (5, Уз, 25) находится 
постоянно на’ данной поверхности, имфющей уравнешемъ 


Е (%», 9; 2.) = 0;. 
будемь имЗть | 


ОЕ „ ВЕ ОК. 
д, 650 т ди. °9° Ра О. 


_ ели исключимъ 62, изъ этого уравнен1я`и втораго ‘уравне- 
ня (4), потомъ если приравняемъ нулю коэФФищенты при 
у, и 82, то будемъ имёть 


Что бу. о. 
48° _ 480 _ 50 

ОЕ ЕР’ 
06°. 'ду° 08%. 


это же выражаетъ, что линйя наименьшей длины есть нор- 
_маль къ данной поверхности; этотъ. аж согласуется 
съ тфмъ, который мы получили въ у 151. 

_ Воли крайняя точка (5, У, 2.) находится постоянно на 
данной кривой, им$ющей уравненями 


Е (20, У» 20) = 0, Г(%о, У» 2.) = 0, 
будемъ имЪтТь 


ОЕ _ ОК 9, 

д А т ОИ 
0 ОТ ОТ, 

и ль Вы —=0. 
9х. о -- ду. бу. -- 925 929 0 
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Варлащи 6%, 5%; 52, отношен1я которыхъ опред$ляютъь эти 
уравненля, пропоршональны косинусамъ угловъ, образуемыхъ 
осью касательной къ данной кривой въ точкВ (5, У, 25): 
_ поэтому второе уравнеше (4) показываетъ, что эта кривая 
_имфетъ нормалью линшю наименьшей длины. 

Очевидно, что предъидущее прилагается къ той и другой 
изъ двухь крайнихъ точекъ этой линии. 


849. Вм%ото того, чтобы ‘прилагать обийя Формулы, 
можно ие отыскать услойя шиитиш интеграла 


у | И + 45 
=) Ул +. де - += | ты 


\ 


поступивъ здфеь такъ, какъ это мы показали въ $ 336. 


Имфемъ 
че /. Е ‚= 24 


Но уравнене 45 = 44° -- 44° -- 42? даетъ 
458 43 = дл ах + дуб ау -- 42 8 9:; 


поэтому. 
| $8 = Дааа авы} 


здВсь интегрирован1е по частямъ даетъ 


5 [ (2), =.+ (#), +) =] 


(48/ 
- | (@&), =.+(@), + (9) и 


а 2 об а], 
(ей + м 45 


Варлащи 85, 8, 82 подъ знакомъ | произвольны, поэтому усло- 
. Е: р. 
я шшиииш, опредфляющия неийзв$отныя Функции, оудутъ 


у дл у _ 42 _ 
@ы=0, ‘в-” ‘4 


эти три уравневля приводятся къ двумъ, и Мы, какЪ Въ. 
предъидущемъ параграф, находимъ 


6356 . ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ. 


ду Че 
т — с0155., а ©0155. 


'Услов1я относительно пред%ловъ очевидно будуть ТЗ, кото- 
` рыя мы уже получили. 


850. ЗАДАЧА П. — Найти кратчойиую лишю между 
двумя данными точками на данной поверхности. 


4 ы | | “ ы > 
Искомая лин1я называется чеодезической литей. Пусть 
будуть (5%, %, 2%), (2., 9, 2.) координаты данныхъ то- 
чекъ, отнесенныхъ къ тремъ прямоугольнымъ осямъ, и 


(1 | _ Евуд=о0 


уравнене данной поверхности. | 

Сохранимь вс5‘’ означемя предъидущаго  параграза; 
значеше, полученное для 8, годится для настоящаго случая, 
услойя же шиишиш или шахипии опять будутъ 


. (3) | рае був ага — 
| [2 ыы ыы м зи е г. 
(8). => + (8). +), | 


только варлаци должны ЗдСЬ удовлетворять уравненю 


(8) 


$ ' ; #4 _ вк 
_ (& а о, ви 62 =0. 


Если исключимъ 82 изъ уравнений (2) и (4), потомъ если 
приравняемь нулю коэфФитенты при оставшихся варла- 
щяхъ 61, 89, то получимъ. ‚№ 


4х. ду 2 


(5 | : ав _ а _ Ча. 
ок Е! 
ит | 05 ду д 


не трудно видёть, что два уравнен1я, содержашляся въ 
` этой формул, приводятся кь. одному, по причин ра- 
венствъ | 
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Ра а _ 
до Ч Год в Го” 
4х „ах _ ЧУ 74 42 аа 


45 са 1 45 Таз ® и = 0 


‘изъ которыхъ второе получаетоя отъ дифференцированя 
тождества | 


вече 


Искомая кривая поэтому будетъ опред$лена двумя ИЗЪ 
трехъ уравнений (1) и (5). Постоянныя, введенныя черезъ 
интегрирован1е, и координаты %., У, 2%, %, 4., 21, если 
онф перем$нныя, опредфлятся потомъ безъ труда изъ.урав-. 
нений, относящихся къ пред$ламъ. | 

Числители отношевюй (5) пропорцональны косинусамъ 
угловъ, образуемыхъ съ осями главной нормалью геодези- 
‚ ческой лини; сверхъ того, знаменатели пропорцлональны ко- 
синусамъ угловь, образуемыхь съ тфми же осями нормалью 
данной поверхности, поэтому об$ нормали совпадаютъ, и мы 
имБемъ такую теорему: 


Соприкасающаяся плоскость зеодезической лиши како%- 
нибудь поверхности постоянно есть нормаль кз поверх- 
ности. 


Свойство быть кратчайшею лиШшею между двумя 
точками не имфетъ необходимо м$ста для вс$хъ дугъ геоде- 
зической лини. Такъ, на шар® геодезическя лини суть 
большие круги, и если возьмемъ дв. точки на окружности 
одного изъ большихъ круговъ, то свойство шиншит 0у- 
детъ принадлежать только дугБ меньшей полуокфужности. 


$ 


851. ЗАДАЧА Ш. — Намти плоскую кривую, проходя- 
щую через двъ данныя точки или подчиненную данным 
усдовямз, которая, обращаясь вокруиз данной оси, натодя- 
щейся в5 ея Ялоскости, описывала бы наименьиию пло- 
чад. 


Если возьмемъ дв прямотгольныя оси въ плоскости кри- 
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вой, изъ которыхъ одна, именно 1, совпадаетъ съ осью вра- 
щен1я, то площадь, которой ищется шпишит, будеть про- 
изведен1е 2 на интегралъ 


1 сезе- 2 ВНИИ 
=| уй у? ах. 
ея 
Обратившись къ общимъ Формуламъ $ 838, найдемъ 


Е о: / 
У=УуМ-у* Х=0, У=УТ у, = 
| | | Ут - у" 
Уравнене 


/ 
К —0 ИЛИ у Я! ..0 
66. 


есть одинъ изъ случаевь & 846; его первый интеграль 
есть | 


И 
\ 


\ = И или —— 8.0. 
| И? 


гд$ с есть произвольная постоянная. Отсюда имфемъ 


со д — а 4 41? — С* 
Чт = ы ‚  ОтТвуда и — 105 у ИУ - р 
И — С° - ь 
гд$ « есть произвольная постоянная. Можно написать 
- РЖ. : — “ 
РУ с у — У у — с ЗЕ 
С С 


откуда 


| @е| я-а _я—а 
9 — 9 @ С —- @ С ‹ . 
это же есть уравнен1е цфпной лити. 
Уравнен1е относительно предфловъ (С == 0 зд сь есть 
(5%, -- У, 891) — (6% - У 84.) = 0; 


оно будетъ служить для опредБлевая координатъ 2, у, и 
7 У, когда онф будуть перем$нными. 

Если крайнмя точки даны, то уравненя кривой будеть 
достаточно для опред$летя постоянныхъ с и а; предполо- 
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°жимъ, напримфръ, что ординаты крайнихъ точекъ равны 
между собой, и возьмемъ за, ось у перпендикуляръ, проведен- 
ный на равномъ разстояви отъ этихъ двухъ точекъ. Бу- 
_демъ имЪть д, = — 2%; слфдовательно, постоянная будетъ 
нуль, и мы для уравненя кривой будемъ имфть 


в: - в 
У=5 ее + | 


постоянная с опред$лится поэтому изъ ‘услов1я. 


Го __ № 
ЕК : 


.° ь 4 ы 
Если отношенле го меньше н$зкотораго предфла, который 
: 0 , : ; : д 


нетрудно опред$лить, то предъидущее уравнене не имфетъ 
ни одного дЪиствительнаго корня с; въ этомъ случа не су- 
ществуетъ ни шшниии, НИ шахпитии. 

Когда крайнля точки двигаются. по данной кривой, то 
имфемъ 


0. -- у’, 89, = 0, 8% | Уд, 
и нетрудно отсюда заключить, что искомая цфиная лин!я есть 


нормаль къ двумъ даннымъ кривымъ. 


859. ЗАДАЧА Т\У. — Даны двъ точки А и В, найти 
кривую АМВ, по которой должна слъдовайнь вюсомая мате- 
бальная точка, чтобы пропи отз точки А 00 точки Во 
65 краитчаяицее: время. 


Искомая кривая называется брахистожроной. Возьмемъ 
“три прямоугольныя оси, изъ которыхьъ одна, ось 2, парал- 
лельна направлешю тяжести; означимъ черезъ (Я » чо) 20), 
(1, у, г.) координаты точекъ А и В, Если 9 означаеть 
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ускорен1е свободно падающаго тфла, а у’, г представляютъ, 
4у 42 
ат’ аж’ 
ленное вфсомымъ т$ломъ, вышедшимъ изъ покоя, для про- 
хождения отъ А до В, равно, какъ доказывается въ меха- 


какъ обыкновенно, производныя то время, употреб- 


ник$, произведеню постоянной У2д на интегралъ 


пло р 
в= | УТУ 2 Ос; 


То Ух —% 
надлежить найти условя шшпиии 5. Эдфсь имбемъ 


ИРУ ПРУТ’ 000, 


Уфа 9 (д — 2 
НИНЕ МИННИ ИРАЕНЗИНИЕ: РИННИИЬ 
 Уз— д Ут 4+2 Уф ИТУ 2? 
пОТоОмМЪ 
о и 97 
ее 


Такъ какъ точки А и В даны, то услойя шипит 
здЪсь будутъ | | 


—. 
4 


2 4 | 
ах _ ” дх 

_ откуда 
ай, ыы | 


гдф си с’ произвольныя постоянныя. Поэтому имземъ 
= с Ух — м, УТ у" Ре, 2’—= с Из — диУТ- 9” то 


откуда 


| . . Ш 
взявъ интеграль этого уравненая и означивъ черезЪ С 
‚новую произвольную постоянную, получимъ 


а | 
ое ус", 
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_ уравнеше вертикальной плоскости, содержащей искомую 
‘кривую. Эта плоскость проходитъ черезъ двЪ данныя точки; 
‘и сл$довательно она опредфлена: ее можно взять за плос-. 
кость 42/, тогда с’ =0, 6’—=0, откуда 2=0, #—=0и 


уе Уз— ж УГЕ у”. 


Р$шивъ это уравнене относительно у’ = г получимъ 


с Е / Х — № 
т 


`С2 *_ (2 —- г) 
это же есть уравнене циклоидьы, которой основание горизон- 
тально ($ 231); мы докончимъ опред$лен!е этой кривой ус-. 


1 
ловемъ, что она проходить черезъ точки А и В; -= здЗоь 


есть дламетръ образующаго ‘круга. 


853. Предположим теперь, что крайния точки А и В 
не даны, но что он подчинены н$которымъ  условшямъ. 
_ Уравнезе 


с 
ЕЙ. 


постоянно имфетъ мЖето, и слфдовательно искомая кривая 
опять расположена въ вертикальной плоскости. Хотя эта 
плоскость не извжстна, но ничто не мёшаетъ выбрать дв® 
оси такъ, чтобы отнести къ нимъ кривую, предъидущий ана- 
лизъ покажеть, что эта кривая, во вофхъ случаяхъ, есть 


циклоида. 

ЗдБоь все приводится къ опредфленю крайнихъ точекъ 
и радгуса образующаго круга. Уравневе относительно пре- 
дфловъ зд$сь есть 

о м 
9-х у’ — 77 2’) 8 + УЕ г |, ыы „05, 9х = 0. 


Но мы имфемъ 


41 
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поэтому 


т 2 — — Хав = (Рау + аи — ат), 


а такъ какъ У’и И’ им$ютъ постоянныя значеня, то 


5. д = ау — У); 


наше уравнен1е поэтому будетъ 


м — У’ — 22) 05 + У’ ву + 27 | 


0 


а 
57, — 0. 
0 


— |*- Ул у/ — 4/2! 


зам5нивъ У, У’и Д' ихь значемями, получимъ 


лан. И ны 28 ВА | 1 0 
Ур— УТУ" 2" |5 ЕЕУГЕРЕЯ|, 3 


Наконець, такъ какъ инет 


| ОЕ: Е 
| ЖИР 
то, если означимъ черезъ Х общее значене этихъ отношений, 


_ при чемъ Ау и Х2’ постоянны, будемъ имЪть 
№9 = 4 9У’1» №2 = 224, 


а сл$довательно уравневе ‘условая, послф уничтожеюя мно- 
жителя №, будетъ 


(954  У’1 841 -- 2’, 821) — (6% -- 9/1 84 - 2'1 82.) = 0. 
Как1я бы ни были условя, которымъ должны удовлетво- 
рять крайн1я точки, мы безъ труда теперь докончимъ. рЪ- 
шен1е. Предположимъ, что каждая изъ этихъ точекъ долж- 
ва находиться на данной кривой: будемъ имфть отдфльно 


65: Чу. в, -- 2", ва, = 0, 

9% -- 9", 94. - 2", 82, = 0, 
откуда нетрудно заключить, что брахистохрона есть нор- 
маль къ данной кривой, проходящей черезъ точку прихода, 
% что касательная второй данной кривой в5 точкь выхода 
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есть перпендикуляюъ къ касательной сразистогроны 5 
_точкъ прихода. 


854. ЗАДАЧА У. — Найти такую плоскую кривую 
АМВ, чтобы площаф АВЕО, заключающаяся между душой 
АМВ, радфусами кривизны АС и ВР отвъчающими, двум 
крайнимь точкам. А, Б, и друюй разверткъ СО, заключаю- 
цейся между центрами кривизны С, 0, была ттт. | 


Пусть пудот$ МК радмусъ кривизны въ точкф М дуги 
`АМ = 3, МК’ радусъ кривизны безконечно-близкй; пло- 


о 


\ 


щадь, заключающаяся между этими радусами В и двумя 
кривыми, будетъ очевидно равна Ваз (1-е), ГДЗ е есть без- 
`конечно-малая. Если же отнесемъ кривую къ двумъ прямо- 
угольнымъ осямъ Ох, Оу, то интеграль, который долженъ 
быть шип, будет м“ 


= ви. =] и, 


Такимъ образомъ ииемъ 

1+ у" | 

У = в а, Х=0, У=0; 

мы зджсь имбемъ одинъ изъ случаевъ !\ 846; уравненте 
пипиит допускаетъь второй интеграль 

У=С- С + У; 
но здесь этотъ интегралъ, по причин® У" = — У", приво- 
дится просто къ 


У = Сс -- С’ у’, 
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45 
гдз Си’ произвольныя постоянныя. Подотавивъ К у, вмф. 


у они + и 
сто и -_ выфото у’, для опредфленя искомой кривой удемъ 


имЪтТь 
волов мн В=0 Зи 
Положимъ 
- ==. 5112, — < 90: 
потомъ 


С = 4460$ «, С’ = —4аяшпа, 


гд$ ди а новыя произвольныя; .наше уравнене сдфлается 
В = 4азт (© —х). 


Но если уголъ « заставимъ обращаться вокругъ осей и если 
черезъ ф означимъ наклонен1е касательной кривой на ось 
х, то боле просто будемъ им ть 


В =4а9я1ту или 45 = 4азтр 4ь, 
ибо 4$, очевидно, равенъ углу касаня. Потомъ имжемъ 


4% = 45 зто = 4а зп? 4ф = 34а (1 — с0529) 4$, 
44 = 48 с0$е = 4 а 511? с052 @ф = За зщ 29 4, 


откуда, взявъ интеграль и означивъ черезъ 2, У, новыя 
произвольныя постоянныя, получимъ 


д—а. =а 2 — $1 25), 4 — р —= 4 (1 — с0$ 85); 
мы видимъ, что искомая кривая есть циклоида. 


855. ЗАДАЧА У[. — Даны двъ прямотюльныя оси 0х, 
Оч и дв точки С, О в5 их плоскостй, требуется оты- 
скалть изъ встхь кривых данной длины, расположенныхь в5 
этой плоскости и оканчивающихтся вз точкахз 0, О, такую, 
Оля которой площа АВСО, заключающаяся Я кривой, 
осью 2 и крайними ординатами, есть тахитит. 


ГЛАВА ХИ. Го | 645 


Интегралъь, котораго нужно найти тах1тити, здЖсь есть 
| т, | | 
З = у 4х, 
То 
и мы еще должны имфть 
| | ‚ео ЕВЕ 
Би — УТ-- у? 44 =1 


ФТ. . 


_гдф { данная длина. Тогда. нужно ($ 843) отыскать абоо- 
лютный шахт интеграла 


- 8+ а8/ = Г. (у ат - у?) ах, 


то 


гд$ а ест8 неопред$ленная. Здьсь имфемъ 


У=утаи- у” Х=0, У=р, У’ = =; 


мы имфемъ здфсь второй изъ олучавъ 6 846; уравнене 
шахпиит допускаетъ первый интегралъ | 


д 
У — уу’ = с или тур ° 
гдз с произвольная постоянная. Отсюда имфемъ 
„© 4у 
ОН а, 
У“ —(с-—9 


откуда 
д— с’ = Ма? — (е— 9 или ( — < (у - 6 = 4. 
Искомая кривая поэтому есть кругъ радуса а. 


856. ЗАДАЧА УП. — Изъ вст кривыхь одинаковой. 
длины, которыя можно провести- на плоскости `между двумя 
данными точкауи, опредьлить такую, которая, обращаясь 
вокруз данной прямой в5 той же плоскости, описываете 
наибольшую или нашменьшую повертность вращенля. 


Интегралъ, который долженъ быть шахпиии или шИ\- 
шит, есть | 
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= Г ут а, 
| То 


и мы сверхъ того имбемъ 


= [| УТРУ ЕЬ 


%е 


поэтому нужно искать абсолютный шахпиаш или шипит 
выраженля 


З +28 = | ‘ч+оуТфУт 4 


Такъ какъ а есть постоянная, то вычислене здфсь бу- 
детъ то же, что и въ задач Ш ($ 851), поэтому кривая, 
описывающая наибольшую поверхность, есть цзиная линия. 


„851. ЗАДАЧА УПТ. — Какая изъ всъуз кривые рав- 
‚ной длины описывает» наименьийй обземь вращенля? 


Интегралъ, который долженъ быть пнипиии, есть 


мы какъ въ предыдущихъ задачахъ, имфемъ 
в’ = | И1- уз ах = &. 
То 


Нужно искать абсолютный шшипиш выражения 


т, с 7 
В+ 08" = [| (+ ИТ 97) дл. 
; “т, 
Имфемъ 
—_— | т ау” | 
У=у {аут у, Х=0 У=29, Уж 
| ИГУ 
| ` 
слфдовательно, какъ въ задач$ УТ, будемъ имЪть 
ЕЕ 
для первато интеграла дифференщальнаго уравнен!я, выра- 
жающаго услов1е шит, т. е. 


АВА м 64.1 


Я 


И" 


у -- 
ИЛИ 


2 — 
_ ах = И баке >. 3 
УМУ 


это же есть дизФеренщалъ уравнения 2ибкой кривой ($ 109)._ 


858, ЗАДАЧА [Х. — Опредълить плоскую кривую, ко- 
торая описываетз наименьшую поверхность, содержащую 
данный объемз.. 


Интеграль, который долженъ быть шшиниш, есть 
. к. ЗЕЕ, : 
= | ИТ -У!* дм, 
о | 
и мы имфемъ 


| & 
= 3? 4х = с013$, = $. 
2. 


Мы отыщемъ абсолютный шшиаишт интеграла 


ваз + 8 = { (+ 2ауИт- 99) ад, 


ы 
гдф @ есть неопредфленная. Имфемъ 


У = у + 2491 { у*, Х=0; 


мы здфсь для интеграла уравнен1я, отвфчающаго шипа, 
будемъ им$ть 


ИЛИ 


гд% 6 произвольная постоянная. Отсюда имфемъ 


__ (9 == 0%) 4у 
УЗ — (90) 
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Это уравнен1е есть ни что иное, какъ то, которымъ мы 
занимались въ © 112 и которое принадлежить кривой, опи-. 
санной Фокусомъ эллипса или гиперболы, катящейся безъ 
скользенля по опред$ленной кривой, расположенной въ ея 


плоскости. 


КОНЕЦЪ ВТОРАГО ТОМА. 


ОГЛАВЛЕНЛЕ 
ВТОРАГО ТОМА. 


ИНТВТРАЛЬНОЕ ПОЧЫС.ЛВНЕ. 


ГЛАВА 1. 


‚0бъ интегрировани дифференщаловъ. 

Предметь интегральнаго исчислен1я 
О неопред$ленныхъ и опред$ленныхъь интегралахь 
О способахъ интегрированя. .....:. ео 
Интегрирован1е ращональныхъь броня м 
Услов1я, при которыхъ интегралъ рацональнаго И есть 

алгебраичесый. ...... а = 91% 
Другой видъ интеграла обнажение афере кор 
Объ алгебраическихъ дифференщалахъ, не содержащихь другихъ 


иррац1ональныхъь выражевн1й кромЪ дробаыхь степеней пе-. 


рем$нной ......- а аа 

Объ адтебраическихк дифференщалах, не одержащихь  ругаго 
иррацлональнаго выражения, кром квадратнаго корня изъ 
полинома второй степени ....... 


Учен{е объ алгебраическихъ дифференщалахъ, не ра ВОК 


ирращональнаго выражен!я, кром$ квадратнаго корня изъ 


многочлена третьей или ‘четвертой степени......... 
Объ эллиптическихъ функщяхь ....-...- ее 
О дифферентальныхь биномахь . . еее. 
Упрощен1е интеграла дифференщальнаго НИ о о о 
О н$которыхъ дифференцальныхъь биномахъ, которыхъ интеграль 
приводится въ эллиптическимъ функщямъ „с е-чеьъ. 


Интегрирован1е н$которыхъ трансцендентныхь дифференщаловъ. ` 


ОТР 


57 
59 


УТ ОГЛАВЛЕШЕ. 


Интегрирован!е дяфферениаловъ вида Р 4х, гдБ Р есть произведе- 
| вме синусовъ или коспнусовъ ликейныхъ функшиИ отъ Хх. . 
Интегрирование о а вида зп” х 05" х ах. . 


ГЛАВА 1. 


. СТР. 


63 
65 


Теория ‚опредфленныхъ интеграловъ и интеграловъ функц нъеколь- 


кихъь перемфнныхъ. 


Основныя свойства, опредфленныхъ интеграловъ ......... 

Случай, когда предЪлы ‘интеграловъ суть безконечности . 

Случай, когда функця, находящаяся подъ знакомъ ./, для бед - 
ловъ интеграла обращается въ безконечность ....... 

Случай, когда функщя, содержащаяся подъ знакомъ /, обращается 
въ безконечность между пред$лами интегрирования... .. 

Новое доказательство формулы Тейлора Е: 


Интегрироване помощью рядовъ .’.. .- еее ь 
Дифференцироване интеграловъь ... а а вен 
Лифференцироваве подъ знакомъ /. еее... 
Интегрированте нолъ знакомъ /. | о 
0бъ интегрировани зифференкове: Новини ОТЪ оно 
| независимыхъ перем$нныхь ...... са 


Интегрирован!е дифференщаловъ въ случа мнимыхъ  перемфнныхь 
Опред5леше значений нфкоторыхъ опред$ленныхъ интеграловъ . 
Н$которыя елфдетыя изъ предъидущихъ формулъ. ре 

_ Приложен1е дифференцироваяя и интегрирован1я подъ знакомъ / 
къ отыскан!ю нфкоторыхъь опред$ленныхъ интеграловъ . 

О переход$ отъ яфйетвительныхь количествь КЪ МНИМЫМЪ 

Формула Воши . 

Употребленте опредфленныхъ ОВ для выражения, коэффи- 
цпентовъ рядовъ, расположенныхъ по синусамъ или косину- 
самъ вратныхъ перемфнныхь. ... к А 

Замфчан1я на, измфневте перемфнныхъ ВЪ предфленныхь нтегратахт 

О кратныхъ значеняхъ, которыя могутъ имЪть интегралы, взятые 
между двумя опред5ленными предфлами Е 

_О двоякомъ пер!одЪ эллиптическихь фунЕщй „ее... 


ГЛАВА Ш. 
_Теоря Эйлеровыхъ интеграловъ. ры 


_Объ Эйлеровыхь интегралахь перваго и втораго рода. ...... 
Приведен1е интеграловъ перваго рода къ пнтеграламъ втораго рода, 
Первое свойство функшй Г... .......- 
Второе свойство функшй Г. еее еее 
Третье свойство функщй Г... еее еее она 


71 
75 


78 


82 
86 
87 
98 
94 
95 


97 
101 
103 
111 


118 
119 
120 


126 


129 


133 
139 


146 
148 
149 
150 
15} 


ОГЛАВЛЕНТЕ. 


Выражене функши 102 Г (х) посредствомъ опрехленохо интеграла, . 


Разложене въ рядъ функщи 109 П(4). оао 
Разложене функщи 10% Г (1 2) ВЪ хода йся ряду, аби: 
ный по возрастающимъ степенямъ х для значен:й х, заклю- 


чающихся между — 1] и+1. БА об де. нарИЙь 
. 910 Г(х 
| Вычислене функция г и ВЪ случа, когда д есть соизи$римое 
ЧИСЛО . * ® в х > ® $ ® ` об э ® ь 
Разыскане пули функ и ааа ео 
ЗазгБчан1е на интерполирован1е численной функши...... 
Новыя доказательства свойствъ функ Г (2)... ...- 
Приложен1е теори Эйлеровыхь ннтеграловъ къ отысканю ифкото- 
рыхъ опредфленныхъ интеграловь „еее. . 
О приближенномъ вычислени произведен1я 1. 2. 3. . 2, котда х есть 


большое ЧИСЛО. * ® . с ® . . . . ® ъ ® ® * ® 


Распространен{е предъидущихъ формулъ на случай, когда 2 не есть. 


цфлое положительное число........ 


Формула Штирлинга. ...... Е К. 
ГЛАВА ТУ. 
0 ау И спряилени ии 
о ада плоскихъ кривыхь .. еее еее 
О спрямлен!и кривыхь. еее еее 
Спрямлев1е эллипса и гиперболы. ....... 


О перем н% модуля въ эллиптическихъ функщяхъ. _Тобрема ия 
Объ алгебраичесвихъ кривыхъ, дуги которыхъ выражаются дугами 


Круга, . ® ® ® % ® ® С] * ` . 
Спрямленле. лемнискаты и овала, бана, ое 


= ч. - ® > 


Объ алгебраическихь кривыхъ, которыхъ дуги выражаются. эллип- 


$ 0 .. @ ® ® ® [.1 - . 


тическими Не ны рода. 


`208 
209 
210 
213 


_ 219 


228 


295 


ГЛАВА у. 
0 кубатур5 т5лъ и дабВЕ кривыхъ поверхностей. -10 кратныхъ 
| интегралахъ. | 
Объемъ цилиндра съ какимъ утодно основанемъ а та 
Выражене объема части какого-нибудь тЪла, заключающейся между 
двумя параллельными плоскостями. „с... - 
Приложен1е къ нъзкоторымъ примфрамъ р ее 


Приложен1е къ тБламъ вращеня. ... ; 


Новыя раземотр$ ная, 
ограниченных. какими-нибудь поверхностями ..... 


О приложен предъидущихъ формулъ къ различнымъ вопросамъ . 


относящЩ1ЯСЯ в а а В, 


УП ОГЛАВЛЕНТЕ. 


О площади кривыхъ поверхностей... ее. 

Случай поверхностей вращения ........ в 

‘`Приложен1я способа опредЪфленя  ощади какой- пибухь кривой по- 
верхности . Е О 

Общая формула для опбедваен площади повоиоай а 

Общая формула для опредфлен1я объемовъ. .. 

Частный случай полярныхъ координатъ ....... 


0Объ изызнен1и черем$нныхь въ кратныхъ интегралахъ . : 

Объ обобщен формулы, относящейся къ теорш Эйлеровыхъ инте- 
граловъ. — Приложеня р ее оо а 

Площадь эллипсоида, (еее еее. 


ГЛАВА \1. 


Общая теория обыкновенныхъ дифференцтальныхъ уравненй. 


О дифференцлальныхъ уравнемяхь ......... 
Объ интегральныхъ уравнен!яхъь . к В а 
Предварительныя предложеня .... | о 
Доказательство существован1я общаго Ба, , дифференщальнаго 
уравнен1я перваго порядка съ двумя перем нными . 
Доказательство существован1я интегральной системы пифференщцать 
ныхъ уравнен1й перваго порядка . ах 
Свойства интеграловъ системы фор леникь травой: пер- 
ваго порядка, И Е 29 
Приведен1е системъ оао уравнений между какимъ- 
нибудь числомъ перем$нныхъ къ дифференщальнымь уравне- 
мямъ, содержащимъ только двЪ$ перем$нныя . в. 
Объ интегралахъ различныхъ порлдковъ дифференцальнахго ме 
ня какого-нибудь порядка съ двумя перем5нными 
_ Опред$леве частныхъ интеграловъ и особыя а фферовщаль 
_ ныхъ уравнешй .... ре 2 гв за 
06ъ особомъ р$шени о баки урврнойы ав порядка, 
‘основанномъ на раземотр$н1и общаго интеграла ...... 
Объ особомъ р$шен1и дифференцальнаго уравнен1я перваго порядка, 
выводимомъ изъ дифференцальнаго уравнен1я ....... 
Объ особыхъ р$шетяхъ дифференшальныхъ уравнений порядка выше 
перваго, выводимых изъ ее изъ первыхъ инте- 
траловъ. ... Е а Ра 
06бъ особыхъ есь и фферен аленыхь траваенй порядка выше 
перваго, выводимыхъ изъ дифференщальнаго уравневля . 
Нриложен1е предъидущей теории въ примЪру. 
) замЪчательномъ класс дифференщальныхь уравневй . 


СТР. 
258 
263 


267 
271 
275 
218 
282 
293 
296 


301 
304 
307 


310 


315 


319 


399 


327 


331 
339 
835 
341 
344 


346 
348 


ОГЛАВЛЕНТЕ. 


ГЛАВА УП. 


< 


[Хх 


0бъ интегрировани дифференшальныхъ уравненй перваго порядка 


съ двумя перемфнными. 


Объ отдфлеви перем$нныхз .. .. р о ое 
Интегрироване уравненай Вида > и — и ‚( и. Е 


Интегрирован1е пинейныхъ м. первато порядка .. 
Дифференщальныя уравнен1я, приводимыя къ линейнымъ . 
Уравнен1я, которыхъь можно опредблить обпай интеграль, когда, 
| изв$стенъ частный интеграл .’. еее. 
Уравнене Риккатли . . ее... | 


Объ уравнении В (249 — уд) — и - Мах — — .0, ВЪ котором 


Г, М, М означаютъь линейныя функ .... 


> =] ` 
Случай дифференщальныхь уравнешй Е 7, 9, Еи) = 0, не р5шен- 


4 | 
ных относительно п в > № № ме Ша о 5 ъ 
О дифференщальныхь уравнен1яхъ линейных относительно пере- 
ИБННЫХЬ зоо аа а в Е Е 
Приложен1е къ а оорама проебраы в: ео В № а аа в. 6" 
Задача о траекторляхь „еее ее 
О множителяхъ, способныхъ привести къ полному фр Вы- 
ражене вида Р’ах + оду. Е Е" 
Разыскан1е ‘множителя, способнаго привести Ра ыы КЪ ПОл- 
ному дифференщалу . иг ооо 


Приложен1е интегральнаго исчисленя къ опред$лен1ю обновныхЪ 
свойствъ нростыхъ трансцендентвыхъ функщЙ съ ИЕ 
скими дифферениалами .... ве 2 = Е ры. 

Основное свойство эллиптическихъ функ. фа 


ГЛАВА УШ.. 


‚Объ интегрировани дифференщальныхъ уравненй высшихъ порядковъ. 


‚ау г | 
`Объ уравнени а = Х, гдБ Х означаетъ данную функшю отъх. 


Объ уравненйяхъ, въ которыя входять двЪ послфдовательныя произ- 
водныя неизвестной функщи . а м а 

Объ уравнешяхъ, въ которыя входять только 5 оО: КО- 
торыхъ порядки различаются двумя единицами. ..... 

Случай, гдВ можно понизить порядокъ цифференщальныхь ЩЕ 

Приложен1е предъидущихь результатовъ къ нфкоторымъ примфрамъ 
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х | ОГЛАВЛЕНИЕ. 


Употреблен1е множителя для интегрирования дифференщальныхь 


_ уравневй какого-нибущь порядка. „еее еее. 
Улотреблен1е дифференцирован!я для интегрирования хифференщаль- 
г НЫХБЕуравнение а в еее И еее 
Р$Ъшен1е задачи, требующей интегрирован1я системы совмЗетныхъ 
дчфференцальныхъ уравневй. „еее ее. 
ГЛАВА 1Х. 
Теоря линейныхь диффеюенщальныхь уравненй. 
О линейныхъ уравненяхь. ‚еее еее 
Свойства лпнейныхь уравнен1й безъ торОЙ части. ...... 


Интегрирован1е линейнаго уравнен1я, снабженнато второй частью 
вЪ томъ случаЪ, когда извЪстенъ общай мера уравнен1я 
безъ второй части . „еее еее к 
Пряведен1е линейнаго уравнен1я къ другому, низшаго порядка, ВЪ 
томъ случа$, когда извфетенъ одинъ или нЪеколько частвыхъ 
интеграловъ уравнения безъ второй части. (ее... 
Другой способъ приведен1я линейнаго уравнен1я ЕЪ Е В урав- 


нев1ю низшаго порядка. „ое еее... 
О линейныхь уравнен1яхъ втораго порядка. (....е.ь.. 
О линейныхъ уравненяхъ’ безъ второй части съ постоянными воэд- 

фиптентам и = ха зоо е- м И: 
О линейныхъ уравнен1яхъ со второй частью и съ постоянными ко9- 

ФЕНА И” бов оветоны и 
О`случаЪ линейныхь уравнен!Й, приводимомъ въ ОУ, а 05$. 

фишенты постоянные. . . . еее 
О системахь совы$стныхъ линейныхь уравнев1й. ........ 


Способъ д’Аламбера для приведен1я системъ линейныхъ уравнен1й 
перваго порядка къ уравневлямъ съ двумя перем$нными... 
Интегрирован1е системы уравнений со вторыми частями, въ ТОМЪ 
случаЪ, когда знаемъ интегралы т$хъ же уравненай безъ. ВТО: 


рыхъ частей ® > э Ё. 5 Г ® “< © Г р р ® о ® [1 ® . .® % ® 
Другой епособъ отыскашя интеграловъ въ _ ехузай постоянныхъ 
воэффищентовь. .... а Ве га 


Объ одномъ классЪ линейныхъ И равнений м 


ГЛАВА Х. 


06ъ интегрированм дифференцальныхъ уравненй помощью рядовъ 


или опредфленныхъ инограловь 


Употреблене формулъ Тейлора и Маклорена. (ее 


Изм нее перемфнныхъ, соединенное СЪ употребленемъ формулы 
Маклорена...... 


® ® ® Ф % ® Ф ® ® ® Г] ® = ® ` ® ® ® % 
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ОГЛАВЛЕНИЕ. ХТ 


СТР. 

Употреблене способа, неопред$ленныхь кооффищентовь. 3. ей ^е кб 

Объ уравнени Риккати.. . еее ни. 516 

0Объ интегрирован!и дифференщальныхь я посредством 
опред$ленныхъ интеграловъ.. ..... а вок ае О 

Объ отыскани вене киретриловь посредствомь дифферен- | 
цальныхь уравненй.`....::.. с .. 0520 

Нрим$ръ опредфлен1я суммы даннаго ряда’ ое бое | 
цальнаго уравнения „уе еее на. 95 

А ‚ГЛАВА Х1. 
06ъ уравненяхъ съ частными пройзводнымй или съ полными 
| ‚ дифференщалами. 

Объ уравнен1яхъ съ частными производными, къ которымъ можно. 
приложить способы интегрирован1я, относяшлеся къ обыкно- 
веннымъ дифференщальнымь уравнен1ямъ.......... 597 

Объ уравненяхъ съ частными производными перваго порядка, ли- 
нейныхъ относительно производныхь. ...-........ 029 

`Приложен1е предъидущей теор1и ЕЪ НЪСКОЛЬБИМЪ А ка ЭХ 

Объ уравнен1яхъ съ полными дифференщалами. ........-. 543 

Опред$лене общаго интеграла уравненля съ частными производными 
перваго порядка.— О полныхъ интегралахь. ........ 548 


Интегрирован1е уравнев1й съ частными производными перваго по- 
рядка, въ случа независимыхъ перем$нныхъь. ....... 551 
Распространене предъидущаго метода на случай какого угодно 


числа независимыхъ перем нныхь .....-..:... 566 
Замчане о частныхъ р5шен1яхъ, которыя могутъ ба допущены 
з уравненмями съ частными производными перваго порядка. . 0574 


Объ интегрировав!н одного класса уравнев1й съ частными произ- 
водными вторато порядка съ двумя независимыми перем$н- 


НЫМИ. еее." В я ишак 08 
Приложен1е предъидущей теор1и къ ‚коб примфраме. ... 588 
Приложен1е преобразоваюия Лежандра .. 587 
О линейныхъ уравнешяхъ съ частными производными... ..... 0991 
Объ интегрировави уравнен!й съ частными производными посред- 

ствомъ рядовъ или опредфленныхъ интеграловъ. ‚..... 9595 

ГЛАВА ХПИ. 
0 методф варащи. 
Опредфлен1е вар1ащлй системы перемЗнныхъ, зависящихъ отъ одной 

о и к 
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Теоремы относяш1яся къ перем$щеюю знаковъ. .. с... 


ХИ - ОГЛАВЛЕНТЕ. 


Выражен!я вар1ащй функши и ея производныхъ въ функщи вар1а- 
щи независимой перем$нной и новой перем$нной, .... 

Вычислен1е вар1ащи опред$леннаго интеграла... ....... 

Другой способъ вычисленя вар!ащи опредфленнато интеграла. 


_Предметъ метода вар1аий . тете 
Отыскаве значенй шахииа и шшииаа опред$леннаго интеграла. . 
Объ особомъ класс относительныхъ шахипа и шшиаа. ..... 


Замфчане на нЪкоторые особенные случаи. +... е.. 
Приложение метода варлащй къ р5шеню н$которыхъ задачъ. .. 


СТР. 
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